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Vorrede, 



Seitdem Weiss die Beziehung alier Flächen einer und derselben Rrystall- 
formaofein bestimmtes Axensystcm geilend gemacht, und das Parameter- 
Verhältniss einer jeden RrystallOäche als ihr krystaliograpbisches Zeichen 
eingeführt hatte, seitdem war eigentlich für die Krystaliographie die Methode 
der analytischen Geometrie als diejenige Methode bezeichnet worden, 
deren sie sich vorzugsweise bedienen sollte, um zu einer möglichst einfachen 
Lösung ihrer meisten Probleme zu gelangen. Desungeachtet hat diese Me- 
thode nur wenig Eingang gefunden; ja, selbst der berühmte Begründer jener 
Bezeichnung verfolgte den von ihm angebahnten Weg nicht viel weiter, als 
bis zur Bezeichnung der KrystallOächen , indem er es vorzog, alle weite- 
ren Probleme ohne Beihilfe der analytischen Geometrie zu lösen ; Rupffer*s 
reichhaltiges Handbuch der rechnenden Krystallonomie scheint fast unbe- 
achtet geblieben zu sein; die Verfasser fast aller neueren Lehrbücher der 
Krystallographie sind dem Meister der Berliner Schule gefolgt, und nicht 
selten finden wir es hervorgehoben, dass man absichtlich auf eine analytisch- 
geometrische Behandlung verzichte, weil solche an die mathematische Vor- 
bildung der meisten Schüler zu grosse Ansprüche mache. 

Wenn nun auch diess Letzlere zugestanden werden kann, wie ich denn 
selbst eine praktische und eine theoretische Krystallographie unterscheide, 
von welchen die erstere nur die Resultate der letzteren zu benatzen hat, ohne 
sieb um die Rechnungen derselben zu kümmern ; so bin ich doch anderseits 
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überzeugt, dass die, schon jetzt nicht geringe, hoffentlich aber immer grösser 
werdende Anzahl Derjenigen , welchen es um ein tieferes Verständniss der 
Krystall formen zu Ihuii ist, mit Bereitwilligkeit die analytisch-geometrische 
Methode annehmen und befolgen werde, sobald man zeigt, welches geringe 
Maass von mathematischen Kenntnissen doch eigentlich dazu erfordert wird, 
und in welcher Allgemeinheit und Kürze, mit welcher Sicherheit und Eleganz 
die meisten Probleme der theoretischen Krystallographie nach jener Methode 
gelöst werden können. Sie wurde daher schon in meinem Lehrbuche der 
Kryslallographie zu Grunde gelegt. Da aber dieses Werk für die Meisten zu um- 
fänglich sein dürfte, während in ihm doch noch manche sehr wichtige Lehren 
übergangen wurden, so bin ich bemüht gewesen , in gegenwärtigen Elemen- 
ten der theoretischen Krystallographie die wichtigsten Lehren dieser Wissen- 
schaft in einer solchen Weise zusammenzustellen , bei welcher jedes weit- 
läufige Eingehen auf die einzelnen Formen vermieden wird, und nur die all- 
gemeinen Verhältnisse derselben zur Sprache kommen. Um aber Denjenigen, 
welche unbekannt mit den Lehren der analytischen Geometrie oder mit der, 
unserer Aufgabe entsprechenden Darstellungsweise derselben sind, die erfor- 
derliche Grundlage zu bieten, dazu schien es mir zweckmässig, einen kurzen 
Abriss der analytischen Geometrie der geraden Linie und Ebene vorausgehen 
zu lassen. Man wird aus ihm ersehen, wie einfach der mathematische Appa- 
rat ist, vor dessen Anwendung man sich oft scheut, obgleich man mit seiner 
Hilfe durch die schwierigsten Probleme der Krystallographie mit einer, auf 
anderem Wege kaum zu erlangenden Leichtigkeit bindurchgeführt wird. 
Möge denn die vorliegende Schrift dazu beitragen, die gegen eine analytisch- 
geometrische Behandlung der Krystallographie noch obwaltenden Vorurtheile 
zu beseitigen, und dieser Behandlung recht viele Freunde zuzuführen. Uebri- 
gens setze ich eine allgemeine Bekanntschaft mit den Krystallformen voraus, 
wie solche etwa aus meinen Anfangsgründen der Krystallographie zu erlan- 
gen ist, an welche sich die gegenwärtigen Elemente unmittelbar anschlies- 
send beide Bücher sollen sich gegenseitig ergänzen, und den Schüler durch 
zwei verschiedene Abschnitte seiner Studien geleiten. 

Indem ich nun dem Publico wahrscheinlich meine letzte grössere kry- 
stallographische Arbeit vorlege, glaube ich über die von mir gebrauchte No- 
menclatur, Ableitung und Bezeichnung noch folgende Erklärung abgeben zu 
müssen. 
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Durchdrangen von der Ueberzeugung , das» die Krystailographie nicht 
nar ein Tbeil der angewandten Geometrie, sondern auch ein Theil der Mor- 
phologie der Natur sein soll, und geleitet von dem Gedanken, dass Lehr- 
bücher überhaupt nicht für die Meister, sondern für die Schüler der Wissen- 
schaft geschrieben werden, und demgemäss einzurichten sind, habe ich es im- 
mer für die Hauptaufgabe eines krystailographischen Lehrbuchs gehalten, dem 
Schüler eine vollständige Uebersicht der Mancbfalügkeit, und eine gründliche 
Einsicht in den gegenseitigen Zusammenhang der Krystallformen zu ver- 
schaffen. Da nun die methodische Benennung der verschiedenen 
Arten von Formen eines der wichtigsten Hilfsmittel darbietet, um sich in 
ihrer Manchfaltigkeit znrecbt zu finden, so glaubte ich zuvörderst der No- 
menclatur der Krystallformen eine grössere Bedeutung zuerkennen zu 
müssen, als es gewöhnlich zu geschehen pflegt. Dass demzufolge mancher 
neue Name in Vorschlag gebracht werden musste, diess ist natürlich, weil 
zumal in den einaxigen Systemen die namentliche Unterscheidung der Formen 
noch sehr vernachlässigt worden war. Dabei bin ich jedoch bemüht gewesen, 
die Nomenclatur stets der Bezeichnung, mit welcher sie Hand in Hand gehen 
muss, möglichst anzupassen, und sie so zu bilden, dass sie in jeder Sprache 
Eingang finden kann. Wer sich einmal an sie gewöhnt hat, der wird die 
Ueberzeugung gewinnen, wie sehr sie die gegenseitige Verständigung erleich- 
tert, und welchen Nutzen sie für die Orientirung im Gebiete eines jeden Kry- 
stallsystems gewährt. 

Die Einsicht in den inneren Zusammenhang der Formen eines und des- 
selben Kry Stallsystems, oder die Erkenntniss der Einheit in der Manchfalli^- 
keit, wird uns besonders durch die Ableitung und die Bezeichnung der 
Formen gewährleistet; daher habe ich denn auch diesen beiden, sich gegen- 
seitig bedingenden Aufgaben meine besondere Aufmerksamkeit zugewendet. 
Obgleich nun nicht zu läugnen ist, dass durch die von fVheweU und Miller 
in Vorschlag gebrachte Ableitung und fiezeichniyig für die Berechnung 
einige Abkürzung und Erleichterung gewonnen wird , so glaubte ich doch, 
meiner bisherigen Methode treu bleiben zu müssen, weil es mir auch für die 
Bezeichnung eine unerlässliche Aufgabe zu sein scheint, dass sie mög- 
lichst repräsentativ sei, d. h. dass uns jedes Zeichen die Vorstellung 
seines Gegenstandes möglichst erleichtere» Es bilden aber die Formen den 
eigentlichen Gegenstand der Krystailographie; diese Formen gruppiren 
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sich nach gewissen durchgreifendeo Gestaltangsgeselzen in verschiedene 
Systeme, und innerhalb dieser Systeme stellen sich wiedenm verschiedene, 
durch die Ableitbarkeit ans einer gemeinschafllichen Grundform zusam- 
mengehaltene Formencomplexe heraus. Soll also die Bezeichnung wirk- 
lich repräsentativ sein, so müssen die Zeichen und die sie begründen- 
den Ableitungs - Consiructionen so gewählt werden, dass sie unserer Einbil- 
dungskraft die Vorstellung jeder Form so leicht als möglich macheu, dass 
sie uns an das Krystallsystem erinnern, welchem die Form angehört, 
und dass sie die Vorstellung der Grundform des betreffenden Formencom- 
plexes durchblicken lassen. Um nun allen diesen Anforderungen zu entspre- 
eben, dazu musste ich mir folgende Grundsätze zur Richtschnur dienen 
lassen : 

1. Alle correlaten Flächen in simultaner Existenz zu einer und derselben 
Form vereinigt zu denken, mithin den Begriff der FoVm immer in den 
Vordergrund zu stellen, die Flächen aber nur als Begränzungs-Ele- 
meute der Formen, und nicht als selbständige Objecte zu betrachten; 

2. Die Ableitung aller, zu einem und demselben Formencomplexe ge- 
hörigen Formen, so weit als nur möglich, auf eine Umschreibung 
derselben um die Grundform zu gründen, und also in der Regel die 
kleinste Ableitnngszahl == 1 zu setzen, weil diese Ableitungs -Con- 
struction weit leichter vorzustellen ist, als eine auf Einschreibung ge- 
gründete Construction ; 

3. Die Verschiedenheit der Krystallsysteme entweder durch verschie- 
dene Grund -Elemente, oder auch durch charakteristische und häufig 
wiederkehrende Hilfs- Elemente der Bezeichnung auszudrücken, und 

4. In jedes Zeichen desselben Formencomplexes ein gemeinschaftliches 
Grund-Element aufzunehmen, welches uns an die Grundform die- 
ses Complexes erinnern soll. 

Diesen Grundsätzen gemäss musste sich denn auch die Bezeichnung so 
gestalten , wie sie in vorliegendem Buche und in meinen früheren Schriften 
geboten wonlen ist. Ein jedes Zeichen soll uns unmittelbar auf die Form, 
auf den Inbegriff aller ihrer Flächen, nicht blos auf diese oder jene ein- 
zelne Fläche verweisen; dasselbe soll uns aber auch einigermaassen das 
Krystallsystem erkennen lassen, zu welchem die Form gehört, und soll 
uns die Beziehungen dieser Form zu der Grundform, also die Vor- 
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stelltrag der GruDdforai, die Ableitangs-Cooslnictimi und die, solche Con- 
slracÜoD bestimroendeo Abieitungazahlen vei^egenwärtigeo. Daher besteht 
denn jedes Zeicben aas dem Symbol der Grandform , als einem in allen Zei- 
oben wiederkehrenden Grund-Elemente, and ans rerschiedenen Hilfs-Elemen- 
ten, deren Stelhing, Grösse and Beschaflenbeit ansrer Einbildungskraft die 
Modalität and das Resaltat der Ableitangs-Constraction vorfahren soll. 

Dass uns übrigens dieselbe Bezeichnung auch die Zeichen der ein- 
zelnen Flächen gewährt, ja, dass sich für jede beliebige Fläche einer 
Form das ihr zukommende' Parameter- Verhältniss aus dem Zeichen der Form 
selbst unmittelbar ablesen lässt, diess ist so einleuchtend, dass es gar kei- 
nes Beweises bedarf, und dass sich auch Diejenigen mit unsrer Syinbolik be- 
freanden können, welche das Hauptgewicht auf die Bezeichnung der Flä- 
chen zu legen gewohnt sind. Aber gerade deshalb, weil man es bald mit 
dieser, bald mit jener Fläche zu thun hat, weil sich also die Vorzeichen und 
die Lage der Parameter von einer Fläche zur andern verändern , gerade des- 
halb scheint es zweckmässig, die Zeichen so einzurichten, dass sie den 
vollstäsdigeB Inbegriff «Her eorrdaten Flächen, d. b. dass sie die Form 
selbst, und nicht blos zunächst eine einzelne Fläche derselben ausdrücken. 

Dass endlich die so gebildeten Zeichen calculativ und hinreichend 
kurz ausfallen, also auch diesen Anforderungen entsprechen, davon wird 
man sich bei ihrem Anblicke und Gebrauche überzeugen. Dagegen will es 
mir nicht zweckmässig erscheinen, sie, mit Aufopferung ihres repräsentativen 
Charakters, noch kürzer zu fassen, jede Hinweisung auf das Rrystallsy- 
slem and die Grundform aufzugeben, und eine völlige Uniformität der 
Bezeichnung in allen Rrystailsystemen einzuführen. Will man z. B. das 
Symbol der Grundform gänzlich fallen lassen, so wird man damit nur wenig 
gewinnen , wohl aber die Zeichen ihrer Stütze und. ihres charakteristischen 
Elementes , somit ihrer Consistenz und Deutlichkeit im schriftlichen wie im 
sprachlichen Ausdrucke berauben, was namentlich bei allgemeineren 
krystallographischen Untersuchungen so fühlbar hervortritt, dass man bei 
ihnen auf eine solche Vereinfachung der Zeichen gern verzichten wird. Da- 
her sind auch im rhombischen und IriklinoMrischen Systeme die Symbole der 
Makrodiagonale und Brachydiagonale, sowie im monoklinoödriscben Systeme 
die Symbole der Orthodiagonale und Klinodiagonale unmittelbar mit dem 
Symbol der Grundform verbanden worden, an welchem sie einen festen Stütz- 
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panci finden und deutlich in die Augen fallen, während sie, über der betref- 
fenden Ableitungszahi angebraoht, bei allgemeinen Zeichen-Darstellungen 
nur eine sehr unsichere und unscheinbare Stellung einnehmen. Die bestän- 
dige Wiederkehr eines und desselben Elementes, nämlich des Symbols der 
Grundform, in allen Zeichen kann eben so wenig einen Grund zu seiner Un- 
terdrückung abgeben, als sie z. B. die Chemiker bestimmen würde, in den 
Formeln der so zahlreichen Silicate das immer wiederkehrende Symbol Si zu 
unterdrücken, um dadurch auf Unkosten der Deutlichkeit eine Abkürzung der 
Formeln zu gewinnen. Wohl aber bin ich vollkommen einverstanden damit, 
die von Dana vorgeschlagene Abkürzung der Zeichen zur Signatur der 
Flächen in den Rrystallbildern zu benutzen, zu welchem Behufe sich 
sogar noch weitere Abkürzungen darbieten würden. 

Leipzig, den 13. Januar 1856. 



Carl Friedrieh Naumann. 
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Erster Theil. 
Analjrtisch - geometrische Propädeutik. 



§. 1. EinleituDg. 

Die analytische Geomelrie ist diejenige mathematische Doctrin, welche 
Raumgrössen durch Gleichungen ausdrücken und alle Eigenschaften derselben 
durch Rechnung finden lehrt. Diese Raumgrössen sind aber wesentlich zweier- 
lei, nämlich Linien und Flächen. Die Körper werden in denen sie be- 
gränzenden Flächen erfasst, auf welche ihre analytisch-geometrische Betrach- 
tung zunächst gerichtet ist. Der Punct ist zwar an und für sich keine Raum- 
grösse , bildet aber desungeachtet gleichsam das transscendente Element der 
Linien und Flächen; denn jede Linie kann als eine stetige Nacheinander- 
folge, und jede Fläche als eine stetige Nach- und Nebeneinanderfolge von 
Puncten vorgestellt werden. Die analytische Geometrie erfasst nun die Linien 
und Flächen in ihren einzelnen Puncten, und insofern kann man sagen, dass 
sie es zunächst mit der Bestimmung von Puncten zu thun habe. 

Die Bestimmung der Lage gegebener Puncte ist aber jedenfalls relativ, 
d. h« sie kann nur beziehungsweise auf andere , gegebene oder willkürlich 
gewählte Puncte, Linien oder Flächen Statt finden, welche als Fundamental- 
Elemente der ganzen Bestimmung zu Grunde gelegt werden ; wie diess ja schon 
unsere geographischen Ortsbestimmungen, die Positions- Bestimmungen der 
Gestirne u. a. beweisen. Nach der verschiedenen Art und Lage dieser Fun- 
damental-Elemente giebt es nun verschiedene Methoden der analytischen Geo- 
metrie ; wie z. B. die Methode der geradlinigen Coordinaten, deren wir uns 
bedienen werden, und die Methode der polaren Coordinaten. Wie aber auch 
diese Methoden beschaffen sein mögen, so werden sich bei ihrer Anwendung 
immer zwei Fälle unterscheiden lassen, je nachdem die zu bestimmenden 
Puncte und Linien in einer Ebene enthalten, oder nach verschiedenen 
Richtungen durch den Raum vertheilt sind. Diesen zwei Fällen entspricht 
die Eintheiluög der analytischen Geometrie in analytische Planimetrie und 

NaamaDD*« KrysUUograpbie. !> 






' Aoalylische Planimetrie. 

• • ^ • 

analytische S.4re>e^nietrie. Da nun die Betrachtangen der ersteren viel 
einfacher u|i*d. leichter versländlich sind, so ist es zweckmässig, mit ihnen den 
Anfangen matchen. 
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üxftn Capttel. 
AnalytUche Planimetrie. 
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A. Fr«Uemey welche ▼•■ dem hesenderen Charakter des Aieisystemes 

«uhhäig^ 8ia4 

§. 2. Allgemeine Bestimmung der Lage von Puncten. 

Wenn nns in einer Ebene mehre Puncte F, f, /**' u. s.w. gegeben sind, 
so ist eine der bequemsten Bestimraungs- Methoden diejenige mittels gerad- 
liniger Coordinaten. Diese Methode besteht wesentlich darin, dass man die 
Lage der gegebenen Pancte auf zwei, in derselben Ebene willkürlich ge- 
wählte, nnd sich in einem Pancte Jf schneidende gerade Linien XlTund 

YY bezieht, welche die Ebene selbst in vier 
Winkelfelder oder Quadranten*^) theilen, 
und als Fundamental-EIemente dienen. 

Legt man nämlich durch jeden der gege- 
benen Puncte, z. B. durch P, P, P^' u. s. w. 
zwei Parallelen P^ und PB mit diesen 
Fundamental-Linieo, so wird er als der Durch- 
schnittspunct beider Parallelen fixirt. Diese 
Parallelen aber bestimmen sich dadurch , dass 
eine jede derselbep, hinreichend verlängert, 
mit einer der Fundamental-Linien zum Durch- 
schnitte kommt, und von selbiger eine bestimmte Länge M^ und MB ab- 
schneidet, welche allemal von M aus gerechnet wird. Es ist puu einleuch- 
tend, dass in der That jeder Punct durch die Angabe der Grösse und der 
Richtung dieser Abschnitte der Fundameoti|l-LinieD vollkommen bestimmt 
sein wird. 

Man nennt jede der beiden Fundamental-Linien eineAxe, und beide 
zusammen das Azensystem, ihren Durcbschnittspupct den Anfangs- 
pnnct oder Mittelpnnct des Axensystems, und die durch jeden Punct 
gelegten Axenparallelen, soweit sie zwischen diesem Puncte und ihrem Durch- 
schnittspuncte mit der anderen Axe begränzt sind, die Coordinaten des 
Punctes. Alle Coordinaten, welche der einen Axe parallel sind, bezeichnet 
man mit o?, die der anderen Axe parallelen Coordinaten mit y, und unter- 




*) Der Kürze wegen werdeo wir das Wort Qua d ran t aoch dann sebraucheo, wenn 
sich die PnndameDtal-Lioien oder Azen unter schiefen Wiakeln scbneideo. 
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scheidet and benennt hiernaob beide Azen ab die Aze der j? odd die Axe 
der y. 

Der Mittelpunct tbeilt jede Axe in zwei Halbaxen, welche, wegen 
ihrer entgegengesetzten Richtung von diesem Puncto aus, als positive (-H) 
und negative (— ) Halbaxe unterschieden werden; ein Unterschied, der 
auch auf die betreffenden Axeni^schnitte und auf die Goordinaten übergeht, 
indem selbige das Vorzeichen derjenigen Halbaxen erhalten, auf welche sie 
sich unmittelbar beziehen. 

Das Axepsystem selbst ist entweder ein rechtwinkeliges oder ein 
scbiefwinkeliges, je nachdem sich die beiden Axen anter rechten oder 
schiefen Winkeln schneiden ; ein Unterschied, welcher oft einen sehr wesent- 
lichen Einfittss auf die Behandlung and auf das Endresultat der verschiedenen 
Probleme ausübt. Da es aber gewisse Probleme gieht , welche ganz unabhän- 
gig von diesem besondem Charakter des Axensystemes sind, so wollen wir 
zuvörderst diesen unsere Aubnerksamkeit zuwenden. 

Aom. Bei eioem scbiefwiokeligeo Azeosysteme ist es zweckmässig, alle- 
mal diejenigen beiden Halbazen als positive zu betrachten, welche einen der 
spitzen Neigungswinkel einschliessen. 

Indem wir also in vorstehender Figur 1 für den Punct P, dessen Goordi- 
naten X und y die Werthe MA=a und MB^b haben, die beiden Gleichungen 

x^a und y=A, 
und indem wir eben so für den Punct P\ dessen Goordinaten die Werthe 
MA'^ä und MB= ^b' haben, die beiden Gleichungen 

0?=«' und y= — b' 
hinschreiben, ist jeder dieser Puncte so vollkommen bestimmt, dass er mit 
keinem anderen Puncte verwechselt werden kann. Denn die Vorzeichen 
seiner Coordinatwerthe bestimmen (ur jeden Punct denjenigen Quadranten, 
innerhalb dessen er Hegt, die Grössen dieser Werthe aber bestimmen sei- 
nen Ort in solchem Quadranten. Uebrigens ergiebt sich aus dem Wesen der 
ganzen Bestimmungs - Methode die allgemeine Regel, dass ein Punct in der 
Ebene zu seiner Beetimmnng stets zwei Gleichungen erfordert, welche 
Lage er auch haben mag. 

Anm. Weiter unten in §. 4 werden wir erst die wahre analytisch-geome- 
trische Bedeutung der beiden Gleichungen xsssa und ys=:b kennen lernen, 
welche allerdings eigentlich etwas anders aafgefasst werden mnss, als sie vor* 
läafig hier eingeführt worden ist , wo vir uns unter x ond y nur zwei einzelDO 
Linien, nämlich die axoparallelen Abstlode des Pnnctes von denAzen vorstellen. 

Liegt der Punct in einer der beiden Axen, so wird natürlich die nach 
der anderen Axe benannte Goordinate sO sein ; demnach sind 

xs^O und y=s±b 
die Gleichungen ij^^pd eines Punctes der Axe 4er y, so wie 

47a ±a nnd yaO 
die Gleichungen irgend eines Punctes der Axe der x ; woraus denn folgt, dass 
der M i 1 1 e 1 p u n c t des Axensystems durch die beiden Gleichungen ^=0 und 
ysO bestimmt wird. 
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§. 3. Gleichung einer geraden Linie. 

Wenn uns in einer Ebene irgend eine gerade Linie*) LL von indefiniter 
oder unbestimmter Länge gegeben ist, so werden wir solche gleichfalls auf 
ein Axensystem zu beziehen haben, um ihre Lage und ihr Ausdehnungsgesetz 
zu bestimmen. Wir könnten dieses Axensyslem so wählen, dass die gegebene 
Linie selbst eine der Axen abgäbe ; diess würde jedoch zu keiner allgemeinen 
Lösung der Aufgabe führen, weil damit für die Linie eine ganz besondere 
Lage vorausgesetzt wäre. Eben so würden die Voraussetzungen, dass die 
Linie einer der beiden Axen parallel, oder dass sie durch den Mittelpunct des 
Axensystems laufe , die Allgemeinheit der Aufgabe beschränken, welche nur 
dann erhalten wird, wenn wir das Axensyslem so wählen, dass die zu be- 
stimmende Linie beide Axen, und zwar ausserhalb des Mittelpunctes 
schneidet. Wohl aber können wir der Allgemeinheit unbeschadet annehmen, 
dass beide Axen in ihren positiven Hälften geschnitten werden. 

In beistehender Figur schneidet also die 
Linie £L die beiden positiven Halbaxen MX 
und MY'm den Puncten y^und B^ wodurch 
sich die beiden Axenabschnitle MA^s^a und 
MO=b^ als ein paar constante, die Lage 
der Linie unmittelbar bestimmende Ele- 
mente ergeben , welche wir nach dem Vor- 
gange von Lame die Parameter der 
Linie nennen wollen. 

Die Linie selbst wird nun aber analytisch-geometrisch durch ihre Glei- 
chung, d. h. durch einen algebraischen Ausdruck darzustellen sein, welcher 
uns das Ausdehnungsgesetz derselben in ihrer ganzen indefiniten Erstreckung 
erkennen lässt. Zu einer solchen Gleichung gelangen wir, wenn es uns ge- 
lingt, eine allgemein giltige Relation aufzufinden, welche zwischen den unbe- 
stimmten Coordinaten a: und y irgend eines beliebigen Punctes der Linie und 
ihren constanten Parametern a und b erfüllt ist. Denn, weil diese Relation 
für irgend einen beliebigen, so gilt sie oCTenbar für jeden Punct der Linie, 
oder für die Linie selbst, welche ja als die stetige Nacheinanderfolge 
ihrer Puncte betrachtet werden kann. 

Wählen wir also in der Linie LL irgend einen Punct P, und ziehen 
dessen Goordinalen PQ^x und PR^y^ so ist 

AMiMB^PQiQB 
oder a X b ^=s a? : A— y 
folglich wird bx'^ay^=^ ab^ oder 




Fl[?. 2. 



b) Ein far alle Mal mng hier bemerkt werden, dass wir unter Linie n stets nur ge- 
rade Linien versieben, so wie auch weiterhin unter Flächen immer nnr ebene FIS- 
cben gemeint sind. Die Krystallograpbie bat es ledi|$Uch mit Polyedern zu than, und 
sie berubl daher auch nur auf der analyti«chra Geometrie der geraden Linien und der 
Ebenen. In dieser sehr beschränkten Bedeutung sind auch unsere Capitel-Titel : analyti- 
sche Planimetrie und analytische Stereometrie zu verstehen. 
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welches die gesuchte Gleichimg der Linie ist. Obwohl dud djese Gleichuog 
zunächst für den, zwischen den positiven Halbazen liegenden Theil der Linie 
gefunden wnrde, so gilt sie doch allgemein fnr die Linie in ihrer ganzen in- 
definiten Erstreckung, indem für den jenseits derAxe der x fallenden Theil die 
y, und für den jenseits der Axe der y fallenden Theil die w negativ einzu- 
fahren sind. 

Fällt die Linie in einen andern Quadranten, so wird der eine oder der 
andere Parameter, oder so werden auch beide Parameter negativ sein ; wenn 
man also auf die Vorzeichen der Parameter achtet, so kann man behaupten, 
dass jede gerade Linie allgemein durch eine Gleichung von der obigen Form 
darzustellen ist. 

Hieraus folgt denn, dass dne Linie in der Ebene jedenfalls durch eine 
Gleichung vollkommen bestimmt wird ; was sich auch umgekehrt so ausspre» 
chen lässt, dass eine Gleichung in der Ebene jedenfalls nur eine Linie 
repräsentirt. 

Anm. Mao kann die Gleichung hx'^ay^ab oder, wie wir sie lieber 

schreibeo, — f-^^l auch auf eine andere Weise ableiten, welche wir hier 
ab 

einschalten wollen, weil wir ein ganz ähnliches Verfahren in §. 14, bei der 
Auffindung der Gleichung einer Ebene, befolgen werden. 

Man ziehe in Pig. 2 die PM^ so wird durch solche das Dreieck ABM in 
die beiden Dreiecke PBM and j^PM zerlegt; wendet man nun anf diese drei 
Dreiecke das Axiom an, dass das Ganze gleich ist der Summe seiner Tbeile, so 
gelangt man unmittelbar auf die gesuchte Gleichong ; kraft dieses Axioms ist 
also 

PBM-^^PM^ABM 
Setzen wir den Neigungswinkel der Axen =/, so wird 

PBM=z\bx%\nY 

^PMss\ayt\fky 

ABJÜss^bslny 
folglich, wie oben, bx-^ay^s^ab, 

§. 4. Gleichung einer Linie, die einer der Axen parallel ist. 

Wenn die Linie einer der Axen parallel ist, so wird ihr in dieser Axe 
liegender Parameter unendlich gross sein ; ist sie also parallel der Axe der or, 
so wird ascx>, und ihre Gleichung 

^ä1 odery= A; 

ist sie dagegen parallel der Axe der y, so wird 6soo, und ihre Gleichung 

— = 1 oder 07 = a. 
a 

Sobald also in einer Gleichung nur noch eine Coordinate erscheint, so be- 
deutet sie eine Parallellinie mit derjenigen Axe, welche nach der feh- 
lenden Coordinate benannt ist. 
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Demnach bedeutet a7=^eine Parallellinie der Axe dery, welche die Axe der 
X in der Entfernung a vomMittelpuncte sehneidet; und eben so bedeutet ys=i 
eine Paralleniaie der Axe der jr, welche in der Axe der y den Parameter b 
hat. Und hiermit haben wir denn auch die w^hre analytisch-gedmetrische 
Bedeutung derjen^en beiden Gleiehnngeu erkannt, durch welche nach §. % 
die Lage eines P n n c t e s bestimmt wird. Jede dieser Gleichungen rerweist 
uns efgenllicb auf eine Linie von indefiniter Ausdehnung) welehe durch 
den Punct P parallel mit einer der Axen gedacht wird. Es bedeutet also 
die Gletehong x^^a in Fig. 1 die Linie AP in ihrer unbestimmten Erstreckung, 
und es bedeutet eben so die Gleichung ytttA die Linie BP in ihrer ganzen in* 
definiten Ausdehnung. DenU) wie überhaupt jede einzelne Gleichung in 
der Ebe*&e uns allemal auf eine Linie verweist, so gilt diess auch von der 
Gleichung ^=a; sie verweist uns nämlich auf diejenige Linie, für deren 
sämmtliche Puncto die Goordinate ;r denselben Werth u hat; und auf ähn- 
liche Weise verhält es sieh mit der Gleichung yasd. Streng genommen wird 
also der Punct durch diese beiden Gleichungen nicht als der Durchschnitts«* 
punct seiner beiden Special-Coordinaten PA und PB^ sondern als der Durch*^ 
sohntttspunct zweier durch ihn gelegten Axenparallelen von indefiniter 
Ausdehnung erfasst und dargestellt; er wird dargestellt als derjenige 
Punct, welcher zweien Linien gemeinschaftlich zukommt, forderen eine alle 
X den Werth a, für deren andere alle y den Werth b haben. 

Ferner ei^ebt sich hieraus, dass yssO die Gleichung der Axe der x^ 
und dass jr=:0 die Gleichung der Axe der y ist; denn jene verweist uns auf 
diejenige Linie, für deren sämmtliche Puncte es gar keine Goordinate y, und 
diese verweist .uns auf diejenige Linie, (ur deren sämmtliche Puncte es gar 
keine Goordinate x giebt. 

§. 5. Gleichung einer durch den Mittelpunct gehenden Linie. 
Wenn gefordert wird, dass irgend eine Linie, deren Gleichung 

tt b 
ist, durch einen Punct gehen soll, dessen Gleichungen xr=:p und y=^q sind, 
so müssen natürlich die Coordinaten dieses Puncles, weil solcher als irgend 
ein Punct der Linie vorausgesetzt wird, die Bedingung erfüllen, welche in der 
Gleichung der Linie ausgedrückt ist ; in Bezog auf diesen Punct gilt also 

a^b'^ 
Subtrahirt man diese Gleichung von der Gleichung der Linie, so folgt : 

als die Gleichung einer Linie, welche die Parameter a und A, und zugleich 
eine solche Lage hat, dass sie durch den gegebenen Punct geht. 

Ist nun dieser Punct der Mittelpunct des Axensystems, so wird/itsaO 
und 7^=0, und daher 
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die «Ugemiine Form der Gleicfanng für eine jede dardi deo MittelpvBci g*^ 
hettde Liste« 

Man sieht, wie tieh diese 61eieb«Bg roo der obigen w^entliih dudwreli 
unterBekeidefc, dass in ihr gar keia oenstaates« oder voti it undy UoalK 
hä^igea Glied e»lbahes ist. Wollen wir also eise aeseerhalJb des MätoSi- 
pmctes gegebeae Linie in einer siob seihet parallelen Lage auf den Mittel^ 
panct transportiren, oder, mit andern Worten, wollen wir die Gentro- 
parallele einer gegebenen Linie finden, so haben wir nur in der Gleichung 
derselben das constante Glied bsO zb setzen. 

Bei einer jeden durch den Mittelpnnct gehenden Linie koamt es übrigens 
gar nicht raebr auf die absolute Grösse, sondern lediglieh auf das Verhall- 
niss der beiden Constanten a und b an, welche zwar noch Parameter ge- 
nannt werden können, dennoch aber eine ganz andere Bedeutung haben, als 
bei jeder Linie ausserhalb des Mittelpunctes. Diess wird besonders einleuch- 
tend, wenn wir eine ausserhalb des Miltelpunctes gegebene Linie Lt in einer 
L^\a ^"^^^ selbst parallelen Lage auf den Mittelpnnct trans- 

portiren. Während sie sich hierbei dem Ikfittel- 
puncte nähert, werden ihre Parameter ü^nndüA 
allmalig iunner kleiner, bebaepten aber doch immer 
dasselbe Verhältniss, so dass bei jeder Zwischen- 
lage MA'iMV^MAiMB ist. Im Momente, da 
pj ^ die Linie den Miltelpnnct erreicht, verschwinden 

eigentlich ihre Parameter, aber ancb als ver^ch#in-> 
dende Grössen haben sie noöh das VerhSltniss von MA : MB. Es ist dahef 

ganz gleichgiltig, welche absoluten Werthe wir in der Gleichung — l-|s=0 für 

a nnd b einfuhren wollen^ nur muss dasVerhältniss derselben genau das- 
selbe sein, welches für die Parameter ii^end einer Parallellinie ausserhalb des 
Mittelpunetes gefordert wird. 

§. 5. Durchschniitspunct zweier Linien. 

Sind uns zwei Linien L und V gegeben, so bietet sieb als eines def 
ersten Probleme die Bestimmung ihres DurchstibniUspnnctes dar. Es seien die 
Gleichungen der beiden Linien 

J+f=l and ^4=1 
ab ab 

indem die Accente von d und b' ausdrücken sollen, dass die Parameter der 

zweiten Linie L' andere Werthe haben, als die Parameter a und b der ersten 

Linie £• Nnn kt der Dnrehschnittspnnct P beider Linien eigentlich schon 

dadurch bestimmt, dass wir beide Gleicbtangen hinschreiben, und auf ein und 

dasselbe Object im Rautoe bezieben. Da aber die einfaekste Bestimmungs- 

metbode eines Pnoctea diejenige durch seine Goordinaten ist« so nnssen 

wir die Coerdi na ^ ta a nnd y des Durohschnittspnncles beider Linien auf- 
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suchen. Dazu gelaogen wir durch die sehr einfache Betrachtung, dass fiir 
diesen Punct, als den einzigen, weicher beiden Linien gemeinschaftlich ange- 
hört, die Bedingungen beider Gleichungen erfüllt sein müssen. Eliminiren 
wir also aus beiden Gleichungen zuvörderst die Coordinate y, indem wir die 
erste Gleichung durchweg mit A, die zweite Gleichung durchweg mit b' mul- 
tipliciren, und hierauf von der ersten Gleichung die zweite subtrahiren,' so 
erhalten wir den Werth von x\ und eliminiren wir dann durch ein ähnliches 
Verfahren die Coordinate or, so erhalten wir den Werth von y. Auf diese 
Weise findet sich : 

aa{b^b') bb\a-^a) 

^^ a'b^a'b ^^ <?*'-«'* 
welches die gesuchten Coordinaten des Durchschnittspunctes beider Linien, 
oder die Gleichungen der beiden durch diesen Punct gehenden Axenparallelen 
sind. 

1. Fr^Ueme^ welche Ten dem besenderen Charakter des Axensystemes 

abhingig sind. 

§. 6. Centrodistanz eines Punctes. 

Die bisherigen Aufgaben, welche sich lediglich auf die Lage von Punc- 
ten oder Linien bezogen, sind ganz unabhängig davon, ob das Axensystem 
ein rechtwinkeliges oder ein schiefwinkeliges ist. Anders verhält es sich mit 
den nun folgenden Problemen, bei denen es sich um Lineargrössen und 
Winkelfuncbionen handelt, welche eine verschiedene Behaudlung erfor- 
dern, je nachdem die beiden Axen einen rechten Winkel bilden, oder nicht. 
Wir werden daher bei diesen Problemen immer zwei Fälle zu unterschei- 
den haben, von welchen wir allemal denjenigen zuerst in Betrachtung ziehen 
wollen , welcher ein rechtwinkeliges Axensystem voraussetzt, weil er eine 
einfachere Lösung gestattet. 

Nennen wir Centrodistanz den Abstand eines Punctes vom Mittel« 
puncte des Axensystems, so ergiebt sich leicht, dass diese Centrodistanz jeden- 
falls die eine Diagonale des, von den Coordinaten des Punctes gebildeten 
Parallelogramms ist. 

^ Beirc/chtwinkeligem Axensystem ist dieses Paral- 

lelogramm gleichfalls rechtwinkelig, also ein Rectangel, 
und es wird daher ganz allgemein für einen Punct, dessen 
Coordinaten x und y sind, die Centrodistanz 

weil ja PM die Hypotenuse des rechtwinkeligen Dreieckes 
PI ^ ist, welches von den beiden Coordinaten PQ und PR oder 

MQ gebildet wird. 
Ist dagegen das Axensystem ein sohiefwinkeliges, so wird die 
Centrodistanz eine Function des schiefen Neigungswinkels beider Axen; 
setzen wir diesen Winkel =}/, so folgt nach einem bekannten Satze der Tri* 
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gonometrie 1?= y^ir*-l-y*-H2jry cos y 

in welchem Ausdrucke das Glied 2xif cos y positiv oder negativ zu neh- 
men ist^ je nachdem der Punct in einem der beiden spitzen oder stampfen 
Quadranten des Axensystems liegt. Ist y=90^, so wird dieses Glied =0, 
und der Ausdruck von D erhält die, dem rechtwinkeligen Axensysteme ent- 
sprechende einfachere Form, wie vorher. 

§.7. Distanz oder Intervall zweier Puncte. 

Die gegenseitige Distanz irgend zweier Puncto ist die eine Diago- 
nale desjenigen Parallelogramms, welches von den beiden Differenzen 
ihrer gleichnamigen Goordinaten gebildet wird. Diess ist unmittelbar 
einleuchtend, wenn wir uns beide Puncte in einem und demselben Qua- 
dranten, und für den einen derselben grössere Coordinatwerthe gegeben 
denken, als für den andern. Dass aber der Satz ganz allgemeine Giltigkeit 
hat, davon überzeugt man sich, wenn man für beidei auch in verschiedenen 
Quadranten liegende Puncte ihre Verbindungslinie, welche die gesuchte 
Distanz ist, und ihre Goordinaten zieht, und dabei die Vorzeichen der 
letzteren berücksichtigt, durch welche die Differenz je zweier gleichnami- 
ger Goordinaten in die Summe derselben übergeht, sobald ihre Vorzeichen 
verschiedene sind. 

Um jedoch unser Problem unabhängig von der Berücksichtigung der Vor- 
zeichen lösen zu können, wollen wir uns zunächst beide Puncte P und P' im 
Quadranten der positiven Halbaxen eines rechtwinkeligen Axensy- 
stems gegeben denken, und zwar 
9 den Punct P durch P Q =^x und P R =:y, 

- P - P'e'=a?'undP'fl'=y'. 
Verlängern wir nun KP bis S, so ist offenbar die ge- 
^ suchte Distanz PP die Hypotenuse des von den beiden 

Katheten SP und SP gebildeten rechtwinkeligen Drei- 
-^ ecks \ nun ist aber 
■" " SP^PQ-SQ^PQ-PQ^^X'-x' 

Fis. 5. SP^SR' ^PR'^PR^PR^ y-y 

folglich wird 

pp^i^ Y{x--xfMy-yy 

Dieser Ausdruck für das Intervall zweier Puncte ist ganz allgemein giltig, 
welche Lage auch die Puncte haben mögen, sobald man nur auf die Vor- 
zeichen ihrer Goordinaten achtet. 

Wenn das Axensystem schief winkelig ist, so wird natürlich der 
Winkel / seinen Einfluss in ganz ähnlicher Weise geltend machen, wie diess 
bei der Gentrodistanz eines Punctes der Fall war; daraus ergiebt sich in 
einem solchen Axensysteme 

J^|/(a:-;r7.Ky-y'/-H2(j7-ar')(y-y')cosy 
als der Werth der Distanz oder des Intervalls zweier durch ihre Goordinaten 
X und y, x' und y gegebener Puncte ; welcher Werth für ^=90^ auf den 
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vorigen zurückkommt. Bei dem Gebraocbe dieses Ausdruckes ist natürlich 
stets auf die Vorzeichen der Coordioaten zu achten, wie sich solche durch 
die jedesmalige Lage der beiden Puncte bestimmen. 

§.8* Neigungswinkel zweier Linien überhaupt. 

Sind uns zwei Linien £und£' gegeben, so ist, nächst der Bestimmung 
ihres Durchschnittspunctes (§. 5), die Auffindung ihres Neigungswinkels ein 
besonders wichtiges Problem. Da nun dieser Winkel nicht unmittelbar, son- 
dern nur in einer seiner Irigonometriseheii Functionen gefunden werden kann, 
so fragt es sich zuvörderst, welche dieser Functionen wir aufsuchen wollen« 
Die Tangente ist zwar am einfachsten zu bestimmen ; wir »eben jedoch die 
Bestimmung des. Cosinus vor, weil die dabei zu befolgende Methode den 
Vorzog einer grösseren Allgemeinheit bat. 

Nehmen wir wiedemm an, die Gleicbutigen beider Lidlen seien 

fürL, f+y«r für L', 5+^-1 
a üb 

so ist es ohne Weiteres einleuchtend, dass der Winkel dieser beiden Linien 
unverändert bleibt, wenn wir sie beide auf den Mittelpunct transportiren, 
öder, dass der Neigungswinkel ihrer beiden Centroparallelen derselbe idt, 
welchen sie selbst mit einander bilden. Es sind aber nach §. 4 die Gleichun- 
gen der beiden Centroparallelen 



H- ■■' H-» 



Man nehme nun in der ersteU Ceutropafallele irgend einen beliebigen Punct 
P, in der zweiten Centroparallele irgend einen Punct P^ und bezeichne die 
Coordinateu des letzteren Puncles mit x und y\ um sie von denen des erste- 
ren Punctes zu unterscheiden, so ist klar, dass diese beiden Puncte nebst dem 

Miltelpuncte M des Axensystems ein Dreieck bestim- 
men, dessen drei Seiten bekannt sind ; denn es ist 
MP die Centrodistanz D des Punctes P 
MP die Centrodistanz D' des Punctes P 
PP das Intervall J der beiden Puncte P und P\ 
Der gesuchte Winkel fV ist aber derjenige , welcher 
der Seite PP gegenüberliegt; folglich wird nach 
einem bekannten Satze der Trigonometrie : 
UMP^UMP^UPP 




cos M^= 



Fig. 6. 



ZMP.MP 



Bis hierher gilt diese Betrachtung ganz allgemein, die Axen mögen rechtwin- 
kelig oder schiefwinkelig sein ; in ihrem weiteren Verfolge wird sie verschie- 
den nach Maassgabe der Beschaffenheit des Axensystems. 
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§.9. NeigOdgswinkel zweier Linien in einem reehtwinke- 

iigeft Axensysteme. 

Ist nun das Axensystem rechtwinkelig, so folgt, nach Einsetzung 
der Werthe, welche sieh in diesem Falle aus den §§. 6 und 7 Gir D^ IX und 
J ergeben : 

eos^ttt ... i'^'^JL, 

Weil aber P ein Punct der Centroparallele von L ist, so gilt für ihn y=s-^ ~^; 

und weil F ein Punct der Centroparallele ron L' i^t, so gilt für ihn y's — >ar'; 
substituirt man diese Werthe in vorstehendem Ausdrucke, so wird endlich 

aus welchem dann weiter tang^a — t—ttt 

' aa-höb 

gefolgert werden kann . Diess sind ako in einem rechtwinkeligen Axen- 
systeme die allgemeinen Werthe für den Cosinus und die Tangente des Nei- 
gungswinkels zweier Linien, welche beide in den Quadranten der positi- 
ven Halbaxen fallen, und daher durch die positiven Parameter a und 6, 
a und b' bestimmt werden« Haben beide Linien, oder hat eine derselben 
eine andere Lage, so sind nur die entsprechendem Vorzeichen ihrer Para«* 
meler zu berücksichtigen. 

Aus vorstebendeii Werthen von cos/P oder umg^ lassen sieh fcuch die 
BediaguDgen ableiten« walehe erfüllt sein müssen, wenn zwei Linien auf ein- 
ander normal, oder mit einander parallel sein sollen. Sind beide Linien 
noTBMl oder rechtwinkelig, so mnss fär sie 

cos^adO, oder tang^accoo 
sein, was nur dann möglich ist, wenn in dem allgemeineR Ausdrucke dieser 
beiden Funotioaed aa'«h&^'»0 ist. Für die Rechtwinkeligkeit zweier 
Linien gilt daher die allgemeine Bedingung, dass die Summe der bei«' 
den Producte ihrer gleichnamigen Parameter =sO sein muss. 

Sollen dagegen die Linien parallel sein, so muss für sie 

cos^=l oder tang^=0 
sein, was liur dann müglich ist, wenn ab'-^ab^^ oder wenn aib^acaib' 
ist, wie man auch leicht erkennt, wenn man in einem beliebigen Axensy- 
steme ein paar parallele Linien einträgt« Für dea Parallelismns zweier 
Linien gilt daher die allgemeine Bedingung, dass ihre Parameter glei- 
ches Verhältniss haben müssen. 

§. 10. Neigungswinkel zweier Linien in einem schiefwinke- 

iigen Axensysleme. 

Wenn das Axensystem ein schiefwinkeiiges ist, so liefert dem 
Ende von §. 8 stehende allgemeine Ausdruck ein anderes Resultat, weil dann 



12 ÄDalytUehe Planimetrie. 

für Dj ly und J nicht die ersten, sondern die zweiten, in den §§. 6 nnd 7 
stehenden Werthe dieser Grössen zu snbstituiren sind. Führt man diese Sub- 
stitution aus, indem man zugleich den sehr wesentlichen Umstand berücksich- 
tigt, dass die Centroparallelen zweier, im Quadranten der positiven Halb- 
axen gegebenen Linien nothwendig in die beiden anliegenden Quadranten 
fallen, dass also für jeden ihrer Puncte entweder die Coordinate x oder die 
Goordinate y negativ zu nehmen ist, und dass demnach in vorliegendem 
Falle für beide Puncte Pund P^ entweder die x, oder diey negativ sein 
müssen, so folgt zunächst : 

^^^_ jcx'-^yy^ {xy^xy) cos y 

y^ Ä^+y* — %xy cos^ y^or'^-hy'*— 2a? y' cos y 
und setzt man hierin abermals die , aus den Gleichungen beider Centroparal- 
lelen folgenden Werthe 

von y= — j?, von y = -fX 

ein, so ergiebt sich endlich : 

„, aa'hbb''—(ab''hab) cos y 
cos fr = ^ J: ^ ^— ^ , 

|/fl2+4»— 2a*cosy ]/^fl'»+Ä'*— 2ö'*' cosy 

woraus der Werlh von tang^= / tt>— tV^y^. 

® aa 4- bb — {ab + ab) cos y 

gefolgert werden kann. 

Diess sind also in einem schief winkeligen Axensysteme die allge- 
meinen Ausdrücke für den Cosinus und die Tangente des Neigungswinkels 
zweier im Quadranten der positiven Halbaxen gegebenen Linien. Fallen 
beide Linien, oder Tällt eine derselben in einen anderen Quadranten, so hat 
man nur die, ihrer Lage entsprechenden Vorzeichen ihrer Parameter zu be- 
rücksichtigen. 

Aus diesen Ausdrucken, besonders aber aus dem Ausdrucke von tang^ 
lassen sich nun sehr leicht die Bedingungen ablesen , welche in einem schief- 
winkeligen Axensysteme für den Parallelismus oder die Recbtwinkeligkeit 
zweier Linien erfordert werden. Sollen die Linien parallel sein, so muss 
tang^=0, und folglich 

nÄ' — Ä'fr=0, oder a : *'=« : b 
sein, welches dieselbe Bedingung ist, wie in einem rechtwinkeligen Axen- 
systeme. 

Sollen aber die Linien auf einander normal odec rechtwinkelig sein, 
so wird gefordert, dass tang^ssoo, oder dass 

aa -^bb' --(ab' -ha b) cos y=0 
sei, was sich auch so schreiben lässt : 

fl'(fl— b cos y)-h A'(Ä— flcos y)s=sO 
Dabei bleibt] immer zu berücksichtigen, dass sich auch diese Bedingung zu- 
nächst auf den Fall bezieht, da beide Linien im Quadranten der positiven 
Halbaxen gegeben sind, weshalb in jedem andern Falle die Vorzeichen 
ihrer Parameter, nach Maassgabe ihrer besondern Lage, beachtet werden 
müssen. 
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§. 11. Gentronormale einer gegebenen Linie. 

Wir wollen diejenige Normale einer gegebenen Linie, welche durch den 
Mittelpunct des Azensystems geht, die Gentronormale derselben nennen. 
Nach denen in den beiden vorhergehenden §§. gefundenen Bedingungsgtei- 
chungen für die Bechtwinkeh'gkeit zweier Linien ist es nun leicht, für jede 
Linie die Gleichung ihrer Gentronormale zu finden. 

Ist das Axensystem rechtwinkelig, und hat die im Quadranten der 
positiven Halbazen gegebene Linie die Gleichung 

so wird nach §. 5 die Gleichung ihrer Gentronormale von der Form 

sein müssen. Da nun beide Linien auf einander normal sein sollen , so muss 
zwischen ihren Parametern, nach §. 9, die Bedingungsgleichnng 

erfüllt sein, aus welcher sich das Verhältniss 

dib'=ibi — a 
ergiebt. Weil es nun aber ftir die gesuchte Normale, als eine durch den Mit- 
telpunct gehende Linie, lediglich auf die Kenntniss des Verhältnisses 
ihrer Parameter a und b' ankommt , so können wir in ihrer Gleichung für a 
den Werth £, und für b' den Werth — a einsetzen ; demnach ist 

o a 
die Gleichung der Gentronormale einer im Quadranten der positiven Halbazen 
gegebenen Linie, welche in der Axe der x den Parameter a, und in der Axe 
der y den Parameter b hat. 

Vergleichen wir diese Gleichung mit jener der gegebenen Linie, so er- 
giebt sich folgende allgemeine Regel, um aus der Gleichung irgend einer Linie 
die Gleichung ihrer Gentronormale zu finden: man setze das constante Glied 
der Gleichung =0, vertausche in den beiden übrigen Gliedern die Parameter, 
und verwandle das Vorzeichen des einen Gliedes in das entgegengesetzte. 
Durch Ausführung dieser drei Veränderungen gelangt man jedenfalls auf die 
gesuchte Gleichung der Gentronormale. 

Ist dagegen das Axensystem ein schief winkelig es, so gilt nach §. 10 
für die gegebenen Parameter a und 6, und für die gesuchten Parameter a 
und b' die Bedingungsgleichung : 

fl'(a— Äcosy)4-A'(Ä— flcosy)=0 
aus welcher sich das Verhältniss 

a ib*::=b^aco&y\ ■— a-f-4cosy 
ei^ebt« Aber wiederum bedürfen wir für die gesuchte Normale nur die Kennt- 
niss des Verhältnisses ihrer Parameter; folglich wird ihre Gleichung 

^— acos}^ fl— ^cosy 



1« 
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Puncte aegebören , entweder ein orihocSdriscbes , odcff irgend ein klinol^dri- 
sches sein kann. Da jedoch die allgemeine Besiimmung der Lage von Pnnc- 
ten ganz unabhängig von dem besonderen Charakter des Axensystems ist, so 
haben auch die folgenden Betrachtungen ganz allgemeine Giltigkeit. 

Die Lagenbestimmung eines jeden Punctes wird dadurch gewonnen, dass 
man sich durch ihn drei Ebenen gelegt denkt, welche den Coordinat-Ebenen 
des Axensystems parallel sind. Es sei z. B. P ein solcher, im Octanten der 

positiven Halbaxen liegender Punct, so sind PA^ PB 
und PC die drei Parallel-Flachen der Ebenen (ys), 
{sx) und (ooy)^ als deren Durchschnittspunct er ana- 
lytisch - geometrisch erfasst wird. Jede von diesen 
drei Flächen wird natürlich mit einer der Halbaxen 
zum Durchschnitte kommen und ein Segment dersel- 
ben von bestimmter Länge abgränzen; so bestimmt 
y die Pji in der Axe der x das Segment MAss^a^ die 
PB in der Axe der y das Segment JUB^b, und die 
PC in der Axe der z das Segment JUC=:c, und es 
ist einleuchtend , dass die Lage des Punctes P eigentlich schon durch die An- 
gabe der Grösse und der Richtung dieser drei Axensegmenle bestimmt sein 
würde. 

Allein die drei ParallelOächen der Coordinat-Ebenen kommen auch ge- 
genseitig zum Durchschnitte und bedingen so die Entstehung der drei Li- 
nien PQfPR und PSy welche den drei Axen parallel sind, die Coordinaten 
des Punctes P genannt und mit den Buchstaben x^ y und z bezeichnet wer- 
den; wje denn überhaupt der Begriff der Coordinaten kein anderer ist, als 
der von Parallel-Linien der Axen , durch welche die axoparallelen Abstände 
irgend eines Punctes von den drei Coordinat-Ebenen bestimmt werden. Da 
nun PQ:=^MA, PR=MB und PS=MC ist, so wird der Punct P durch drei 
Gleichungen von der Form 

x=:a, y^=b und z=c 
vollkommen bestimmt sein. Dieselbe Bestimmungsmethode gilt übrigens ganz 
allgemein für alle möglichen Puncte ; denn wenn der Punct in irgend einem 
anderen Octanten liegt, so werden gewisse seiner Coordinaten nega- 
tive Vorziehen erhalten. Die Vorzeichen der Coordinaten bestimmen 
nämlich denjenigen Raum-Octanten, in welchem der Punct gelegen ist, 
und die Grössenwerthe derselben bestimmen den Ort des Punctes inner- 
halb dieses Octanten. 

Jedenfalls aber erfordert ein Punct im Baume zu seiner Bestimmung 
drei Gleichungen, woraus sich auch umgekehrt die Folgerung ziehen lässt, 
dass drei Gleichungen, wenn sie auf ein und dasselbe Object im Baume bezo- 
gen werden, uns immer auf einen Punct verweisen. 

Anm. Wie also in der Ebene zwei, so werden im Ranme drei Glei- 
choDgen zn der Bestimmang eines Ponctes erfordert ; und wie er ddrt als der 
Dorchschnittspunct zweier Parallell i n i e n der Azeo, so wird er hier unmit- 
telbar als der Durchschnittspooct dreier Parallel flachen der Coordioat-£be- 
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neo, oder auch mittelbar ab der DorebsehBiUspttiict dreier Parallellinieo 
der Axen erfasst and dargestellt, lo §. 16 werden wir sehen, w i e eigentlich 
die wahre analytisch -geometrische Bedeutung der drei Gleichungen jrss+a, 
ys=±& und z^±c anfgefasst werden muss, durch welche jeder Punct seine 
einfachste Bestimmuog findet. Einstweilen begnügen wir uns mit der Vorstel- 
lung, dass durch diese Gleichungen die Richtuug und die Grosse der Coordina- 
ten des Pnnctes ausgedrückt werden sollen. 

Fällt der Punct in eine der Coordinat-Ebenen, so wird natürlich 
diejenige seiner Coordinaten, welche nach der ausserhalb dieser Ebene 
liegenden Axe benannt ist, den Werth haben, wie sich diess unmittelbar 
aus dem Begriffe der Coordinaten, als der axoparallelen Abstandslinien des 
Punctes von den Coordinat-Ebenen, ergiebt. Demnach gelten z. B. für den 
Punct Q die drei Gleichungen ;r=0, y=£ und J5=c; für den Punct A die 
drei Gleichungen ^=<7, y=:0, z=sc u. s. w. 

Liegt der Punct in einer der Axen, rällt er also in zwei Coordioal- 
Ebenen, so werden für ihn die beiden, nach den zwei anderen Axen be- 
nannten Coordinaten =0 sein müssen ; daher hat z. B. der Punct ji die Glei- 
chungen ^=11, y=0 und s^O u. s. w. 

Für den Hittelpunct des Axensystems also, welcher in allen drei Co- 
ordinat-Ebenen enthalten ist, gelten demnach die drei Gleichungen a?=aiO, 
ys=0 und z=0. 

§.14. Gleichung einerFläche ausserhalb des Mittelpunetes« 

Wenn uns eine Fläche, unter welchem Worte wir jedenfalls eine ebene 
Fläche*) verstehen, in Bezug auf ein Axensystem gegeben ist, so wird ihre# 
aligemeinste Lage diejenige sein, bei welcher sie ausserhalb des Mittelpunc^ 
tes mit allen drei Axen zum Durchschnitte kommt. Die dadurch in dreien Halb- 
axen bestimmten Segmente nennen wir die Parameter der Fläche, und es 
ist an und für sich einleuchtend, dass eine jede Fläche durch die Grosso und 
die Richtung ihrer Parameter bestimmt sein müsse. Um jedoch ihre Lage und 
ihr Ausdehnungsgesetz analytisch-geometrisch, d. h. durch eine Gleichung 
darzustellen, dazu bedarf es eines algebraischen Ausdruckes, welcher uns eine 
allgemein giltige Relation zwischen den unbestimmten Coordinaten irgend 
eines ihrer Puncte und ihren cons tauten Parametern erkennen lässt. Zur 
Auffindung einer solchen Gleichung gelangen wir nun sehr einfach durch fol- 
gende Betrachtung, bei welcher wir, um sie einstweilen unabhängig von den 
verschiedenen Vorzeichen der Parameter und Coordinaten zu lassen, voraus- 
setzen wollen, dass die gegebene Fläche in den Octanten der positiven 
Halhaxen falle. Auch wollen wir zuvörderst ein orthoe drisch es oder 
rechtwinkeliges Axensystem voraussetzen. 



*) Da nämlich die KrystallforineD , bei oormaler Ausbildong, stet^ vod ebeDeo 
FlicbeD besrÜDZt werdeo, so baben wir es im Folgeodeo auch immer oor mit solebeo Flä- 
chea, und folglich auch mit Gleichansen des ersten Grades zq thnn. 

NaunaDn's Krystallographie. 2 
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Es sei Biin ABC das innerhalb des Octanten der positiven Halbaxen fal- 
lende Feld einer Fläche, deren Parameter MA^a^ lHB=b uni MC^sc sind, 

so wird offenbar dieses Flichenfeld, za- 
gleicb mit denen von ihm bestimmten Drei- 
ecken der Coordinat- Ebenen, eine drei- 
seilige Pyramide ABCM begränzen. 

In demselben Flächenfelde wählen wir 
ganz willkürlich einen Panel Py dessen 
Coordinaten PQ^^x^ PR=tf und PS^x 
sind ; hierauf ziehen wir die PM oder die 
Centrodistanzlinie des Punctes P, und 
legen durch diese Linie und durch je einen 
der Parameter die drei Ebenen APM^ 
BPM und CPMy weiche , als Schnittflächen gedacht , die ganze Pyramide 
ABCM in die drei Tbeilpyramiden PABM, PBCM und PCAM zerlegen. 
Wir brauchen nur noch für diese vier Pyramiden das Axiom geltend zu ma- 
chen, dass das Ganze gleich ist der Summe seiner Theile, um auf die gesuchte 
Gleichung zu gelangen. Also ist 

PBCM^PCAM^ PABM^ ABCM 
Betrachten wir nun für jede der drei Tbeilpyramiden das in der betreffenden 
Coordinat-Ebene liegende Dreieck als ihre Grundfläche, so bestimmt sich 
als ihre Höhe diejenige Coordinale des Pnnctes jP, welche nach der ausser- 
halb dieser Ebene liegenden Axe benannt ist ; daraus folgt denn nach bekann« 
ter Regel : 

PBCM^ibcx, PCAM^\cay, PABM^^abz, 
wählen wir ferner für die ganze Pyramide das Dreieck BCM als Gmndfläcbe, 
so wird ihre Höhe ssa, und folglich ihr Inhalt : 

ABCMi^^bc, 
und setzen wir endlich diese Werthe in obige Gleichung, so verwandelt sich 
solche ia 

bcx-^cay-habss^abc 
welches eigentlich schon die gesuchte Gleichung ist. Wir können sie jedoch 
in einer noch einfacheren Form schreiben, wenn wir sie in allen ihren Glie- 
dern mit abc dividiren \ dann folgt endlich 

X y z ^ 

abc 
als die Gleichung einer Fläche, welche im Oct^ten der positiven Halbaxen 
durch die Parameter a, b und c gegeben ist. Diese von Lame eingeführte 
Schreibart der Fläcbengleichungen ist äusserst symmetrisch, und lässt uns 
in gar keinem Zweifel über die eigentliche Bedeutung der Constanten, welche 
als Divisoren der Coordinaten auftreten; denn jede dieser Constanten ist 
derjenige Parameter, welcher in dieselbe Axe fällt, deren Coordinatzeichen 
als Zähler über ihm steht. 

Ab ID. Der GMchfilmiigkeit uad leiehtereD Orientiroag wegen ist es daher 
sehr empfeblenswerth , so weit als thunlich immer den Buchstaben a fUr den 



AnalylisciM Scereonetrie ; PKächeo. Ift 

Ptramtttr itt 4er Axe fcr «, den Bndittaben ^ fUr dea Parameter m der Axe 
der y^ oad den Baehstaben e Pkr den Parameter in der Axe der x n« gebraa- 
eben, l^it groMe Analagie zwiscben der Linieagleichnng in der Ebene und der 
Placbengleicbnng in Rauoe fUllt in die Aogen. 

§. 15. Porlsetziing. 

Dass nun aber in den kiino(;'drischen Axensystemen die Pläcfaen- 
gleichang genau dieselbe Porm hat, dass solche also völlig unabhängig 
Ton deo NeigniigsvinkelD der CoordinaUEkenett imd der Axen ist^ diess lässi 
sieh ganz allgemein zeigen, wenn wir sogleich ein triklinol^drisches Axen- 
System voraussetzen. Nennen wir in solchem 

a, ß und y die Neigungswidkel der Axen gegen einander (§. 12), 
$, V und ^ die Neigungswinkel der Axen gegen die Coordinat-Ebenen, 
und denken wir uns abermals eine im Octanten der positiven Halbaxen durch 
die Parameter a, b und c gegebene Fläche, so wie die von ihr und den drei 
Coor£ttat-Ebeneti begrenzte, schiefe dreiseitige Pyramide durch dm Schnitt- 
flächen, welche durch die Axen und irgend einen Punet P tun den Goordina- 
ten Xj y und % gelegt worden, in drei Theilpyramiden zerlegt, so gilt für 
diese vier Pyramiden abermals die Gleichung : 

PBCM^PCAU^PAbU^AhCU 
allein die einzelnen Glieder dieser Gleichung werden etwas anders zu berech- 
nen sein. Es bestimmen sich nämlich die Grundflächen der drei Theil- 
pyramiden, wie folgt: 

BCMss^bcsma^ CAM^ica sin ßj AB il=iab sin y^ 
und die Höhen derselben, oder die von dem Puncte P auf diese Grundflächen 
gefiUlten Normalen Pl^, PB* und PS' erhalten die Werthe : 

Pß'^jrsing, PB'^y sinv, Py=«sin^ 
Für die ganze Pyramide endlich wird, wenn wir ACJf als ihre Grund- 
Bäche betrachten, die entsprechende Höhe ssasinf. Folglich erhält die all- 
gemeine Gleichung zunächst die Form : 

xbc sin a sin ^-^yca sin |S sin t; -ihsab sin / sin ^^abc sin a sin $ 
Da nnn aber eine sehr einfache Betraehtung lehrt, dass 

si^ a sin ^»sin /} sin t; ^sin ;/ sin ^ 
ist, so versobwindea diese ghichen Faetoren aas vorstehender Gleichung, 
und #ir gelaogea abermals tfuf den Ausdruck 

xbeH^ycä'^gab^tambe 
oder auch 

f+y+f «1 

t^ b € 
als die GMchuOg eiiMf, im Octanten der peekiren Halftaxen durch die Para- 
meter «r, b und e bestloMiten Fliehe. 

Obwohl nun in beiden Fällen, d. b. im ortboödrisohen wie im trikUnoi!- 
driacben Aaendyatene, diese Gleichung zunächst nur für das, innerhalb 
d«B Oelaoten der positiven Halbaxen liegende Feld der FUicke gefunden 
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worden ist, so stellt sie uos doch das Aasdehnungsgesetz der Fläche in ihrer 
ganzen indefiniten Erstreckung dar, indem for jeden- ausserhalb dieses 
Octanten gelegenen Panct nur das Vorzeichen der betreffenden Goordinate 
zu ändern ist. Auch gilt diese Gleichung ganz allgemein färjedebeliebige 
Fläche, sobald wir die Vorzeichen der Parameter berücksichtigen, wie 
solche irgend einer, in einem andern Octanten gegebenen Fläche entsprechen ; 
welche Vorzeichen auch auf die rechter Hand vom Gleichheitszeichen stehende 
1 oder sonstige Constante ihren Einfluss ausüben werden. 

A Q m. Hieraos ergiebt sich deon . auch , dass eine Fläche im Räume 
jedenfalls durch eine GleichuDg vollkommeo bestimmt wird ; was sich auch um- 
gekehrt so aussprechen lässt, dass eine Gleichung im Räume an und für sich 
allemal eine Fläche darstellt. Da nun der Fun et zu seiner Bestimmung drei 
Gleichungen erfordert, so lässt sieb schon im Voraus vermuthen, dass die Li- 
nie wohl zweier Gleichungen bedürfen werde. 

§. 16» Gleichungen solcher Fläxhen, welche einer der Axen, 
od^r einer der Coardinat-Ebenen parallel sind. 

Wenn eine Fläche einer der Axen parallel ist, so wird ihr in dersel- 
ben Axe liegender Parameter den Werlh oo haben. Für irgend eine Paral- 
lelfläche der Axe der x wird also <7=oo, wodurch aus ihrer Gleichung das 
mit X behaftete Glied verschwindet; auf ähnliche Weise verhält es sich mit 
dem Parameter b oder c für Flächen, welche der Axe der y oder z parallel 
sind. Daher wird denn die Gleichung 

einer Parallelfläche der Axe der a?, 1^ 4- - = 1 

c 

X % ^ 
- y, -4 — =1 

und es ergiebt sich hieraus, dass jede Gleichung, in welcher nur zwei Co- 
ordinaten auftreten, eine Parallelfläche derjenigen Axe bedeutet, welche 
nach der fehlenden Goordinate benannt ist. 

Wenn eine Fläche zweien Axen, oder, was dasselbe bedeutet, einer 
Coordinat-Ebene parallel ist, so werden ihre in beiden Axen liegenden 
Parameter den Werth oo haben, w^odnrch denn die beiden betreffenden Glie* 
der der Gleichung verschwinden ; daher wird die Gleichung 
einer Parallelfläche der Ebene (xy)^ s = c 

- (zx), y ^ b 

- (y«), X =^ a 

und es folgt hieraus, dass jede Gleichung, in welcher nur noch eine Goor- 
dinate auftritt, eine Parallelfläche derjenigen Coordinat-Ebene bedeutet, 
welche nach den beiden anderen Coordinaten benannt ist. 

Anm. Wie überhaupt eine Gleichung im Räume immer nur eine 
Flache bedeutet, so gilt diess auch fUr jede der drei vorstehenden Gleichun- 
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gen. Die Gleichnog; x==a sagt eigeotlich aas, dass alle jp mit dem Werthe a 
zu denken sind; sie verweist ans auf die Vorstellaog sammilicher Pnncle, 
deren azoparallele Abstände von der Coordinat-Ebene (yz) den VVerth a haben, 
und folglich auf die Vorstellung derjenigen Parallelfläebe dieser Ebene, welche 
die Axe der x in der Entfernung a vom Mittelpuncte schneidet. Dasselbe gilt 
in ganz ähnlicher Weise von den beiden Gleichungen y^=b und zssse. 

Damit erkennen wir denn auch die wahre analytisch-geometrische Be- 
deutung der drei Gleichungen, durch welche nach §.13 ein Punct im Räume 
bestimmt wird. Jede dieser Gleichungen verweist uns eigentlich nicht auf die 
Vorstellung des Werthes, welcher einer von den drei Coordinaten des Punc- 
tes P zukommt, sondern auf die Vorstellung einer von denjenigen drei Paral* 
lelflächen der Coordiuat-Ebenen, welche durch diesen Punct gelegt oder ge- 
dacht werden können. Die Gleichung A:=a drückt also in der Figur 8 nicht 
sowohl die Gleichheit der Coordinate PQ mit der Linie ^Af, als vielmehr die 
Fläche PRÄS in ihrer ganzen indefiniten Erstreckung aus; eben so bedeutet 
jT = & die Fläche PQBSy und z:^c die Fläche PQCR, beide in ihrer indefini- 
ten Ausdehnung. Jeder Punct im Räume wird daher analytisch -geometrisch, 
oder durch seine Gleichungen, nicht als der Dnrchschnittspunct seiner drei 
Special-Coordinaten, sondern als der Durchschnittspunct dreier Paralleiflächen 
mit den Coordinat-Ehenen erfasst und dargestellt. 

Aus der vorhergehenden Anmerkung folgt auch, dass ^=0 die Gleichung 
der Coordinat-Ebene {ys) ist, sowie dass y=:0 und ;?ssO die Gleichungen 
der beiden anderen Coordrnat- Ebenen sind. Denn a7s=0 verweist nns mit 
unserer Vorstellung auf alle diejenigen Puncto, deren axoparalleter Abstand 
von der Coordinat-Ebene {yz) gleich Null ist ; und eben so verhält es sich mit 
den beiden anderen Gleichungen. 

§. 17. Gleichung einer durch den Miltelpunct gehenden 

Fläche. 

Wenn gefordert wird, dass irgend eine Fläche, deren Gleichung 

^ . y . £ — I 

a c 
ist, durch einen Punct P gehen soll, dessen Gleichungen 

;r=:/;, y=if und 5=* 
sind, so wird dieser Punct als ein solcher vorausgesetzt , welcher auch der 
gegebenen Fläche angehört. Wie nun für alle Puncto dieser Fläche die vor- 
stehende Gleichung Giltigkeit hat, so wird solche auch für diesen Punct 
gelten müssen, in Bezug aufweichen sie die besondere Form 

a b c 
annimmt. Subtrahirt man diese besondere Gleichung von jener allgemeinen 
Gleichung, so folgt; 

a c 

als die Gleichung einer jeden durch die Parameter a, b und c bestimmten 
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Fläehe, welche zugleich durch einen Panct von den Coordinaten j9, q und s 
gebt. 

Ist also dieser Pnnet der Mittelpunct des Axensystems, (iir welchen 
Pi q und s den Werth haben, so erhalten wir 

a c 

als die allgemeine Form der Gleichung einer jeden, durch den Mittel- 
punct gehenden Fläche. 

Vergleichen wir solche mit der Gleichung einer ausserhalb des Mit- 
telpunctes gegebenen Fläche, so erkennen wir als wesentlichen Unterschied 
den Mangel eines constanten, oder eines von den Coordinaten unabhän- 
gigen Gliedes. Wollen wir also irgend eine durch ihre Gleichung gegebene 
Fläche in einer, sich selbst parallelen Lage auf den Mittelpunct des 
Axensystems transportiren, oder wollen wir für sie die Gleichung ihrer 
Centroparallele finden , so brauchen wir in ihrer Gleichung nur das c o n - 
staute Glied, oder, bei der gewöhnlichen Schreibart, die rechter Hand 
vom Gleichheitszeichen stehendeEinheit verschwinden zu lassen. 

Eine unmittelbar aus dieser ihrer Gleichung sich ergebende Folger^ing 
ist, dass es bei jeder durch den Mittelpunct gehenden Fläche nur auf das Ver- 
bältniss der Constanten a, b und c, aber durchaus nicht auf die absoluten 
Grössenwerthe derselben ankommt , wie sie denn in der That nnr noch un- 
eigentlich den Namen von Parametern fuhren. Man überzeugt sich hiervon 
am leichtesten, wenn man eine ausserhalb des Mittelpnnctes gegebene 
Fache in einer sich selbst parallelen Lage allmälig auf den Mittelpunct irans- 
portirt; das Verhältniss ihrer Parameter bleibt dabei immer das ursprüng- 
liche, aber die Werthe derselben vermindern sich fortwährend^ bis sie 
endlich im Momente, da die Fläche den Mittelpnnct erreicht, auf Null herab- 
sinken, aber auch noch in diesem Momente ihr anfängliches Verhältniss be- 
haupten. Daher ist es in der That ganz gleichgiltig, welche absoluten Werthe 
man in der Gleichung 

a b c 
den Constanten a, b und c ertheilt, wenn nur das Verhältniss dieser 
Werthe dasjenige ist, welches der Lage der Fläche entspricht , und durch die 
Parameter irgend einer beliebigen ParallelBäche bestimmt wird. 

§. 18. Gleichung einer Fläche, welche durch drei gegebene 

Pnncte geht. 

Wenn eine Fläche durch zwei Puncte P uni F von bekannter Lage 
geht, so ist fiir jeden beliebigen Werth eines ihrer Parameter die Grösse dor 
beiden anderen Parameter bestimmt, weil durch die Verbindungslinie jener 
beiden Puncte immer noch unzählige Flächen mög^ch sind. 

Sind uns aber drei Puncte P, F und F' durch ihre Coordinaten j9, q 
und Sj p\ q* und $\ p'\ q" und s" gegeben, so wird die dareh sie gehende 



AiwIytUche Stereometrie ; PIScImo. 

Fläche vollkommen bestimmt, «nd es müesea sidi daher 4ie Parattiefcer 
dieser Fläche durch die GoerdiDaten jener Paucte ansdriiokeB lassen. 
Nehmen wiv aa, die Fläche habe die Gleiobang 

^1 ^ ^t 
so liefen iias üe drei Pumsie P, P «ad P\ weil solche dieser Fläche ange- 

börcD, die drei Bedingaiigsgleiehwigcii : 
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mittels welcher die uobekaubteo Parameter tf^, b^ und c^ leicht zu bestimmen 
sind, indem man z. B. aus der ersten und zweiten, sowie aus der zweiten 
und dritten Gleichung den Parameter a^ eliminirt , wodurch man auf zwei 
neue, nur noch mit b^ und c^ behaftete Gleichungen gelangt; unterwirft man 
hierauf diese demselben Verfahren, indem man aus ihnen b^ eliminirt, so er* 
hält man den Werth von c^. Auf ähnliche Weise bestimmen sich weiter die 
Werthe von b^ und a^ ; und fuhrt man dabei die sich von selbst darbietenden 
Reductionen aus, so findet man endlich : . 

- _ P"(9' -9'')+p(q"*-9*")+p(9''"-9"'') U_ 

• qt'-g's-t- g"t-g$" + q*"-f*' ^(y*) 

"« sp'-s'p + t'p-sp" + t'p'^t'p' q>{ip) 

„ J'(P9'-p'9)-*''y'9-P9")-^'ip'f-py) ^ U 

' P9—P9+ P"9—P9 -♦• P9 -'P'9 ¥P9) 
Iq iieaea drei Ansdräckcn hat der Zähler einen and denselben Werth; 
wenn es also nnr darauf ankommt, das Verbältniss der Pamieter a,, ^^ 
oad Cj 20 kennen, so kann man den gemeinschaftlichen Zähler vemadilSssi- 
gen. Dieses Verhältoiss wird nämlich : 

oder auch a^ : b^ : c^^q>{fq)fp{sp) : (p{qs)q^q) : q>(v)g>(99) 

Bei der Bestimmung von Krystallflächen wird man immer nur dieses Verhält- 

niss zu berücksichtigen haben. 

§.19. Durchschnittslinie zwei Flächen. 

Wenn uns zwei Flächen F und F' gegeben sind, so tritt uns als eines 
der nächsten Probleme die Bestimmung ihrer Durchschnittslinie entgegen. 
Es seien 

a b c übe 
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die Gleichongen der beiden Flächen, so kann man zwar sagea, dass ihre 
Darchschnit^slinie eigentlich schon durch die gleichzeitige Position beider Glei- 
chungen, in der Voraussetzung, dass solche anf dasselbe Object im Raunte 
bezogen werden sollen, gegeben sei. Wir gelangen jedoch auf eine etwas 
andere und noch einfachere Bestimmung der gesuchten Linie, wenn wir den 
Umstand berücksichtigen, dass alle ihre Puncte eben so wohl der Fläche F, 
als auch der Fläche F angehören, und folglich den Bedingungen beider 
Gleichungen Geniige leisten müssen. Dieser Umstand berechtigt uns, die 
Gleichungen beider Flächen auf eine ähnliche Art durch successive Elimination 
der Cordinaten or, y und z mit einander zu combiniren , wie solches in §. 5 
mit den Gleichungen zweier Linien, Behufs der Auffindung ihres DurchschniUs- 
punctes, geschehen ist. 

Wir multipliciren also die erste Gleichung in allen ihren Gliedern mit er, 
die zweite Gleichung in allen ihren Gliedern mite', subtrahiren dann die zweite 
von der ersten, und |p(&laiigen dadurch auf eine neue Gleichung, welche nur 
noch mit den beiden Coordinaten x und y behaftet ist ; wiederholen wir das- 
selbe Verfahren durch Multiplication mit den beiden anderen Parametern, so 
erhalten wir endlich folgende drei Gleichungen : 

z ^ _ ccaa(h—b') 

R^M^ RM 

y ^ _ bb'cc(a—n) 

If^R" iVÄ 
indem wir, der leichteren Uebersicht wegen, 

aa{bc—b'c) = M 

bb\ca'^ca)^N 

cc {ab' ^a b) ^R 
sehreiben. Wir könnten auch diese Gleichungen auf eine solche Form brin- 
gen, dass rechter Hand vom Gleichheitszeichen nur 1 statt der dort stehenden 
Constanten erschiene, ziehen es jedoch vor, sie so zu schreiben, wie sie un- 
mittelbar gefunden worden sind. 

Es fragt sich nun, welche Bedeutung wohl eine jede dieser drei 
Gleichungen an und für sich haU Wir wissen (§. 15, Anm.), dass jede 
einzelne Gleichuug^m Räume nur eine Fläche bedeuten kann ; also muss 
auch jede dieser Gleichungen an und für sich irgend eine Fläche darstellen. 
Wir haben ferner in §. 16 gesehen, dass eine jede Gleichung, in welcher nur 
noch zwei Coordinaten auftreten, eine Parallelfläche mit derjenigen 
Axe bedeutet, welche nach der fehlenden Coordinate benannt ist; folg- 
lich muss die erste Gleichung eine Parallelfläche der Axe der Zy die zweite 
Gleichung eine Parallelfläche der Axe der y, und die dritte Gleichung eine 
Parallelfläche der Axe der x darstellen. 

Weil jedoch diese drei Gleichungen durch Combination der beiden Flä- 
chengleichungen von F und F' erhallen worden sind, so können sie sich ge- 
meinschaftlich nur auf alle diejenigen Puncte im Räume beziehen, 
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welche diesen beiden Flächen zugleich angehören, d. h. so werden wir 
durch sie, dafem wir sie auf ein und dasselbe Object im Räume beziehen, 
auf die Durchschaittslinie beider Flächen verwiesen. Folglich wird 
diese Dorchscbnittslinie in drei Ebenen erfasst, deren jede einzelne eine Pa- 
rallelBäehe mit einer der Axen isti Diese Ebenen sind aber in der That keine 
anderen, als die durch die gesuchte Durcbschniitslinie gelegten oder ge- 
dachten Parallel-Ebenen der Axen, welche man die pro jicirenden Ebe- 
nen der Linie nennt; und darin besteht eben die einfachste analytisch-geome- 
trische Auffassung dieser Linie, dass sie als die Durchschnittsfinie ihrer pro- 
jicirenden Ebenen Torgestellt wird. 

Nun ist aber an und für sich einleuchtend , dass die gesuchte Durch- 
sehnittslinie doch eigentlich durch zwei ihrer projicirenden Ebenen schon 
vollkommen bestimmt wird, dass also die dritte projicirende Ebene ge- 
wissermaassen als ein ganz überflüssiges Element zu betrachten ist, welches 
gar nicht berücksichtigt zu werden braucht, weil es schon in den beiden an- 
deren Ebenen zugleich mit gegeben ist, Diess e^giebt sich auch wirklich aus 
den gefundenen drei Gleichungen, von welchen sich sehr leicht darthuti lässt, 
dass in je zweien aHemal die dritte schon enthalten ist. Man addire nämlich 
erst alle drei Gleichungen, so folgt: 

aabb^c-^c) ccaa{b^b') bb'cc(a — a) ^^ 
MN "*" RM '^ m ' 

hierauf addire man irgend zwei derselben, z. B. die erste und zweite, so 
erhält man 

y s Qabb\c — c) ccad{b — Ä') 

""A^"^Ä" lÄE "*" BM * 

Setzt man hierin fur*das, was rechter Hand vom Gleichheitszeichen steht, den 
aus der vorhergehenden Gleichung folgenden Werth, so gelangt man auf die 
dritte Gleichung 

H Ä _ bb'cc{a^^a) 

N^ R^ NR • 
Hieraus ergiebt sich denn, dass die Durchschaittslinie zweier Flächen 
Fund F' analytisch-geometrisch durch zwei ihrer projicirenden Ebenen er- 
fasst und ausgedrückt wird. Die dritte Gleichung, welche die drifte projici- 
rende Ebene darstellt, ist eigentlich gar keine besondere Gleichung, sondern 
nur ein Consectarium der beiden anderen Gleichungen; und wennvauch oben 
durch successive Elimination der Coordinaten drei Gleichungen erhl^n wur- 
den, so sind doch eigentlich nur zwei, wirklich verschiedene Gleichungen ge^ 
funden worden. 

§. 20. Jede Linie im Räume wird durch zwei ihrel* projici- 
renden Ebenen bestimmt. 

Was wir im vorhergehenden Paragraph zunächst für die Durchschnitts- 
linie zweier Flächen Fund F' erkannt haben, diess gilt allgemein für alle 
Linien; d. b. eine jede gerade Linie wird analytisch -geometrisch in 
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zweien ihrer projicireaden Ebenen zu erfassen und darznsteUea sein. Die 
Richtigkeit dieser Behauptung dürfte sich aus folgender aUgemeiven Belraek- 
tung ergeben. 

Wir sind mit allen unseren Vorstellungen von Punct, Linie und Fläche 
an den Körper gewiesen, an welchem allein sieh diese Ansdehnmigen als 
Begränzungs-Elemente anschaulich verwirklicht finden , indem der erste als 
Eckpunct, die zweite als Kantenlinie, die dritte als Oberfläche eracbeint. Die 
einzige, seinem Begriffe entsprechende Vorstellungsweise des Punctes 
ist es, wenn man ihn als den Durchschnittspunct dreier (oder mehrer) Flä- 
chen denkt ; ebenso entspricht die Vorstellungsweise der Linie, als des Durch- 
schnittes zweier Flachen, die Vorstellungsweise der Fläche, als der Ober- 
fläche eines Körpers, einzig und allein den Begriffen beider Arten von Aus- 
dehnung. Den Punct in abstracto und gleichsam isolirt, als ein Etwas ohne 
Länge , Breite und Höhe, die Linie in abstracto, als eine JLänge ohne Breite 
richtig vorzustellen, diess scheint nicht wohl megUcb. Soll nun die 
analytisch-geometrische Auffassung dieser Ausdehnungen zu brauchbaren Re- 
sultaten üibren , und frei von Widersprüchen bleiben, so wird sie offenbar 
mit jener uns noth wendigen Vorstellungsweise im Einklänge stehen müssen. 
Wir werden daher, wie den Punct als Durchschnitt dreier, so die Linie als 
Durchschnitt zweier Flächen, so endlich die Fläche selbst als Oberfläche eines 
Körpers zu erfassen haben. Diess ist auch in der That der Fall ; denn, indem 
wir in den drei Coordinat-Ebeneu drei Flächen willkürh'ch voraussetzen, wird 
ja offenbar jede Fläche als Theil der Oberfläche einer dreiseitigen Pyramide 
erfasst; und indem wir für jeden Punct drei Gleichungen wie ^rs^, y^b 
und ;9=c aufstellen, erfassen wir denselben eigentUeh als den Durchschnitts- 
punct dreier Ebenen, weil ja jede dieser Gleichungen für sich die Parallel- 
fläche einer Coordinat-Ebene ausdrückt. 

Was nun endlich die Bestimmung der geraden Linie im Räume betrifll, 
so ist es einleuchtend , dass solche zuvörderst jener nothwendigen Vorstel- 
lungsweise angemessen, also dergestalt beschaffen sein müsse, dass jede Linie 
als der Durchschnitt zweier Ebenen fixirt wird. Doch werden wir, zur Ver- 
einfachung der Bestimmnngs-Methode, diese Ebenen so zu wählen haben, dass 
ihre Ausdrücke raögiiehst einfach werden ; welcher Forderong allgemein nur 
dann Genüge geleistet wird, wenn wir sie als Paraiielfläeben der Axen eiti- 
fnhren. Man nennt aber jede Ebene, welche durch eine gegebene Linie mit 
einer der Axen parallel gelegt wird, eine projicirende Ebene der Linien 
und man begreift, dass es allemal für jede Linie so viele projicirende Ebenen 
geben wird, als das Axensystem Axen zählt, während doch immer zwei 
dieser Ebenen zur Bestimmung der Linie vollkommen ausreichend sein wer- 
den. Folglich wird jede gegebene Linie im Räume durch zwei ihrer pro- 
jicirenden Ebenen bestimmt. 

Da nun die einfachsten Formen für die Gleichungen dreier projicirenden 
Ebenen die folgenden sind : 

II V Q TV 
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so WBird anch in AUgtmtimtn eine Linie im Raiwie durch swei saleber Glei- 
ekiiageD dargesleiU werden. Ueberhaopt aber erfordert eine Linie im Raiune 
sieto zwei Gleichungen, und umgekehrt verweisen uns zwei Gleichungen, 
wie sie anch beschaffen sein mögen, allemal auf eine Linie, sobald sie hü4e 
auf ein und dasselbe Object im Räume bezogen werden. 

§. 21. Linien, welche einer Coordinat-Ebene oder einer Axe 

parallel sind* 

Wenn eine Linie einer der Coordinat-Ebenen parallel ist, so fallen zwei 
ihrer projicirenden Ebenen in eine Ebene, welche solcher Coordinat Ebene 
parallel liegt, während die dritte projicirende Ebene ihre allgemeine Lage be- 
hauptet. Demnach werden Ghsicbungen 

. JP 1/ 
wie - -♦- ^Ä 1 und » » p 

% X . 

- - 4--S» 1 - ysy 

- ^+ -=1 - a? = ii 

% V 

die Gleichungen dreier Linien, welche beziehendlich den Coordinat -Ebenen 
(xy)^ (zx) und (y^) parallel sind. 

Wenn d^c^en eine Linie zweien Coordinat-Ebencn, oder einer Axe 
parallel ist, so bat sie ebenfalls nur noch zwei projicirende Ebenen, welche 
Parallel*£benen der betreffenden beiden Goordinat-Ebenen sind; folglich wer- 
den ff^^^ und jsss^ 

die Gleichungen dreier Linien, welche beziehendlich der Axe der Xf der y 
oder der z parallel sind. 

Hieraus ergiebl sieh denn auch, das«. 

yssO u^d «a=0 die Gleichungen «der Axe der x 
s=0 . j7=0 - - - - - y 

y=0 - Ä=0 - - - . . ;if 

sind, wie diess auch daraus gefolgert werden kann, dass die Axe der x die 
Durchschnittslinie der beiden Goordinat-Ebenen (xj/) und (zx) ist, u. s. w. 

§.22. Intersectionen einer Fläche. 

Wir wollen die Durchscbnittslinien einer gegebenen Fläche mit den Go- 
ordinat-Ebenen allgemein die Intersectionen der Fläche nennen, und 
solche als die Intersection (xy)y (zx) und (yz) unterscheiden. Es ist nun 
leiebt, fiir eine durch die Gleichung 

a c 
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gegebene Fläche die GMchuRgeo ihrer lolersectioDeii zu finden. Da nämlich 
eine jede derselben in eine der Coordinat-Ebenen fällt, so wird auch solche 
Coordinat-Ebene die eine ihrer projicirenden Ebenen sein. Folglich gilt zu- 
nächst 

für die Intersection (o?^) die Gleichung :^ = 

- - - (sx) . . y=0 

- - . (ys) - . ^=0 

Da aber jede Intersection von lauter solchen Puncten gebildet wird, welche 
der gegebenen Fläche angehören, so muss auch für jede derselben die Glei- 
chung 

a c 

Giltigkeit haben. Führt man nun in diese Gleichung suceessiv die Bedingun- 
gen «=0, y=0 und ^=0 ein, so erhält man die Gleichungen der zweiten 
projicirenden Ebenen. Demnach ergeben sich : 

X t/ 
für die Intersection (xy) die Gleichungen ^=0 und — -i- ^ s= 1 

- - - (sx) - - //=0 ,, — h — = i 

- . - (yz) - - x^O „ f -H^ = l 

Anm. Da jede iDtersection innerhalb ihrer Coordinat-Ebeiie als eine, 
in einer Ebene gegebene Linie vorgestellt werden kann, so ISsst sich auch, 
bei solcher Vorsteilungs weise, von der ersten Gleichung ^ssQ n. s. w. abstra- 
hiren. Diess geschieht ganz gewöhnlich bei der Bestimmung der geraden 
Linie im Räume, indem man die Intersectionen ihrer projicirenden Ebenen, 
welche man die Projectionen der Linie nennt, als dergleichen in den Coor- 
dinat-Ebenen gegebene Linien einführt, und demgemflss sagt, dass die Linie 
durch zwei ihrer Projectionen bestimmt werde. Streng genommen 
gehört aber zur Vorstellung und Darstellung einer solchen Projeotion allemal 
noch eine Gleichung von der Form ars=0, ^^=0 oder jpssQ, weil uns eine 
Gleichung im Baume stets auf eine Fläche verweist. 



§. 23. Gleichung einer durch den Mittelpunct gehenden 

Linie. 

Wenn eine Linie durch den Mittelpunct des Axensystems geht, so müs- 
sen natürlich ihre projicirenden Ebenen gleichfalls durch den Mittelpunct 
gehen; daher wird eine jede solche Linie allgemein durch zwei Gleichungen 
von der Form 

bestimmt werden, in welchen es nach §. 17 gar nicht mehr auf die absoluten 
Grössen werlhe , sondern lediglich auf das Verhältniss der Parameter 
/i, v^ Q u. s. w. ankommt. 
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Fällt die Linie ir des Oeianten der pos^itiven Halbai^en, welche Lage 
wir im AligemeiDen voraussetzea köDoen, so werden ihre Gleichungen noth- 
wendig ron der Form 

sein müssen, wie eine sehr einfache Betrachtung erkennen lässt. 

Der Umstand aber, dass es für jede durch den Hittelpunct gehende Linie 
nur noch auf die Kenntniss des Verhältnisses der Parameter ihrer pro- 
jicirenden Ebenen ankommt, verweist uns noch auf eine Folgerung, durch 
welche ihre Gleichungen in einen weit innigeren Zusammenhang gebracht 
werden. Diese Folgerung lässt sich in dem Satze aussprechen, dass es bei 
jeder solchen Linie nur noch auf die Kenntniss des Verhältnisses dreier 
Parameter ankommt, weil in ihren Gleichungen die auf dieselbe Axe be- 
zuglichen Parameter stets mitdejmselb.enWerthe einzuführen sind. 

Es folgt nämlich zuvörderst aus den vorstehenden Gleichungen, dass 

fiQT SS vav 

Setzen wir nun in der zweiten Gleichung /i statt er, und ^ statt ^, und setzen 
wfr in der dritten Gleichung v statt t, und — '- statt v, so werden solche 

^IQ /il VW 

Da nun ^ = — , so lassen sich, indem wir diese Grössen durch den einzigen 

Buchstaben q ausdrücken*), die zweite und die dritte Gleichung auch so 
schreiben : 

i-^==0undy^5=.0 

Q fl V Q 

womit sich denn das Besultat ergiebt, dass eine jede durch den Mittel- 
punct gehende Linie durch zwei Gleichungen von der Form 

ft V Q fl ,v Q 

dargestellt wird, in welchen die s^uf dieselben Axen bezüglichen Parame- 
ter stets gleichen VVerlh haben; ein eben so einfaches als folgenreiches Re- 
sultat. 

Aom. Dieses Resultat lasst sich auch folgendermaassen darthuo. Man 
denke sich dnrch den Mittelpunct eine in den (Xctanten der positiven Halbaxen 
fallende Linie, und in derselben irgend einen beliebigen Punct P, dessen Coor- 
dinaten ^, y und (> sind, so werden die drei projieireoden Ebenen dieser Linie 
ofTenbar durch die drei Gleichangen 

^ ssO, =0, und ^ = 

fA V 9 h V Q 



*) D«wen Bedeotnog also von nun ao eioe andere isr, als vorher. 
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beitioimt, nsd swar g^anz angameio, weil die Codrdinaten ft!y p omI q irgend 
eiset anderen PaneteB P' notliwendig daa VerbSltnifa. vea /u:»;^ kabea 
mösseoy und weil es bei einer jeden durch den Milteipuoct drehenden Liaie ledig- 
lich auf das Verhältniss der Parameter ihrer projicirenden Ebenen ankommt. 

§. 24. Parallelismus einer Fläche mit einer Linie. 

Wenn uns eine Linie L gegeben ist, und dre Forderung gestellt wird, 
dass irgend eine Fläche F dieser Linie parallel sei, so ist die ftedingnogsglei- 
cbtrag sebr leicht zu finden, welche fOr die Parameter der Linie und der Fläche 
erftfllt sein munss, damit der georderte ParalleBsmus wirklich Statt ft»de. 

Aus dem rorausgesetzten Parallelisniis der Linie und der Fläche folgt 
nämlich, dass, wenn wir beide aof den Mittelpanct des Axeasystems trans- 
portiren, dann die Linie ganz in die Fläche fallen milss, oder daas dann 
alle Pnncte der Linie zugleich Puncte der Fläcbe sein m^sen. 

Welche Gleichungen nun auch IBr die Linie L gegeben sein n^gen, so 
werden doch (nach §. 23) die Gleicbungen ihrer Centroparallele auf die 
Farm 

jw r « ^ 

gebracht werden können. Die Gleichung der auf den Mittelpunct transportir- 
ten Fläche F aber wird allgemein durch 

a b e 
dargestellt werden. Da nun, bei ihrer jetzigen Lage^ ein jeder Punct der 
Linie auch ein Punct der Fläche ist, so können wir die aus den Gleichungen 
der Linie folgenden Werthe von y und s in die Gleichung der Fläche setzen $ 
dadurch werden aus der letzteren alle Coordinaten eliminirt, und es bleibt 

a c 
als die Bedingungsgleichnng, welche zwischen den Parametern einer gegebenen 
Linie L und den Parametern irgend ein^r Fläche F in Erfüllung gebracht sein 
muss, wenn die Fläche der Linie parallel sein soll. 

Anm. Wie viele Flächen auch einer und derselben Linie parallel sein 
mögen, so wird doch fOr eine jede derselben die vorstehende Bediagungsglei* 
chang gelten, welche ftir die Kristallographie eine grosse Wichtigkeit erlange,* 
weil an des Krystaiica sehr hfinfig ganze Reiben von Flachen ansgebiJdet sind, 
die alle derselben Linie parallel liegen. 

§. 25. Bedingung fir den Parallelismus einer Fläche mit der 
Durchschnittslinie zweier gegebenen Flächen. 

Sind uns irgend zwei Flächen F und F' gegeben, und wird verlangt, 
dass eine dritte Fläche F" der Durchschnittslinie der beiden ersteren paraUel 
sein soll, so finden wir die entsprechende Bedingung gerade so wie im vor- 
hergehenden Paragraph, indem wir sowohl die Durcbschnitlslinie von F und 



Analytische Stereomelrie ; Lioien it. Pljicben. 81 

F\ als auch die dritte Fläche P" auf den Mittelponct des Axensystems Irans- 

portiren, worauf dann jene Linie nothwendig ganz in diese Fläche fallen muss. 

Es seien mui die Flächen F und F' gegeben durch die Gleictimigen 

- -•- f- -I- - = 1 und -7+ ^ -I- -r s= 1 
a b c a c 

so haben die Gleichungen ihrer Durchschnittslinie die in §. 19 zu Antung ste- 
henden Werthe. Wollen wir diese Lioie anf den Mittelpuncl transportiren, 
so sind nach §. 17 in ihren Gleichungen £e, rechter Hand vom Gleichheits- 
zeichen stehenden Constanten =sO zu setzen; folglich werden diese Glei- 
ch nngCA 

Die drille Flüche aber wird, weao wir sie giekUalls auf den Mitlelpunct 
transporüren, eine Gleichung voa der Forn 

haben. Selzen wir in dieser Gleichung die, aus den beiden vorhergehendea 
folgenden Werthe von y nnd «, so folgt: 

M N R 

oder, indem wir für M^ N und R ihre in §. 19 stehenden Werthe einschr^en : 
aa'ibc-^b'c) bb'Cca-^vä) cc(ab'—a'b) ^ 
a o c 

welches die gesuchte Bedingungsgleichung ist, die für eine Fläche F" erfüllt 
sein moss, wenn solche der DurchschnittsKnie zweier Flächen F und jP^ pa- 
rallel sein soll. 

Anm. Mao sieht, dass dieses Resultat unmittelbar aus dem vorhergeheo- 
deo Paragraph gefolgert werden kann, «Fenn man erwägt, iu» hier die Grossen 
My N und R ganz dieselbe Bedeutong haben, wie dort die Grossen fi, r und (). 

§. 26. Bestinia»ang einer Fläche, welche zweien Linien 

parallel ist. 

Wenn nos irgend zwei Linien L nni L' gegeben sind, so wird es zwar 
zahllose Fläehen geben, welche zugleich beiden diesen Linien parallel sind. 
Da jedoch alle diese Flächen auch unter einander selbst parallel sein nriissen, 
so koimt es nur daranf an, das V.erhältftiss der Parameter aufiralnden, 
welches Ar irgend eine derselben Statt findet INeses Verhältnis» iel nun 
aber für die durch den Mittelpunct gehende Fläche genau dasselbe, wie 
für alle übrigen; und diese Fläche bestimmt sich sehr leicht, indem wir 
beide Linien L und V auf den Mittelpunct des Axensystems transportiren. 
In dieser Lage werden ihre Gleichungen : 

^sOund =0, 

-7 — «^ = und -7 1 « V. 



Es sei nun 



Aoaly tische Stereometrie; Linien u. Fliehen. 
a c 



die Gleichung der gesuchten Fläche, so gilt fiit sie (nach §. 24) vermöge des 
geforderten Parallelismus mit L die Bedingung : 

^ ^^ -I.? -0 
a c 

und eben so, vermöge des geforderten Parallelismus mit L', die Bedingung 

* * / 

a o c 
Eliminirl man aus diesen beiden Bedingungsgleichungen successit die Para- 
meter /7, b und e, so gelangt man leicht auf folgende drei Proportionen : 

Ä : C = ^IV — flV i QfJl — Q(X 

c \ a "s^ vq — vq\ fiv' — jm'v 
a : & = Qfi — p'/u : vq — if'q 
aus weichen dann weiter die Proportion 

gefolgert werden kann. 

' Da man nun immer einen der drei Parameter a^ b and c mit einem will- 
kürlichen Wertbe annehmen kann, so sind auch die anderen beiden, jeden- 
falls aber alle drei nach ihrem Verhältnisse bekannt. 

§. 27. Bestimmung einer Fläche, welche den beiden Durch- 
schnittslinien zweier Flächenpaare parallel ist. 

Im vorhergehenden Paragraph wurden die beiden Linien, denen die 
Fläche parallel sein sollte, als irgend zwei beliebige Linien vorausgesetzt. 
Wir können aber dasselbe Problem auch in der Weise aufTassen, dass uns 
jede dieser Linien als die Durchschnittslinie irgend eines Flächenpaares ge- 
geben ist; die Lösung der Aufgabe wird dann natürlich dieselbe, und nur die 
Form des Resultates eine etwas andere sein. 

Es sind uns also gegeben irgend zwei Flächen F und F\ deren Durch- 
scfanittslinie L heissen mag, und eben so irgend zwei andere Flächen F" und 
F'" von solcher Lage, dass ihre Durchscfanittslinie V der L nicht parallel 
ist. Die Parameter der ersten Fläche F seien a, b und c, die gleichnamigen 
Parameter der übrigen drei Flächen schreiben wir mit einem, mit zwei und 
mit drei Accenten. Es wird nun verlangt, dass eine fünfte Fläche F^, deren 
Parameter /i^, b^ und c^ heissen mögen, zugleich der L und der L' parallel sei. 

Aus dem Parallelismus mit der Durcbschnittslinie L folgt für die Fläche 

F, nach §. 25, 

M N R ^^ 

, , , ^t ^1 ^1 
wobei Mz=aa (bc — A c), u. s. w. 

Aus dem Parallelismus mit der Durcbschnittslinie V folgt eben so : 

«1 *t ^1 
ssa a (b c —6 c ), u, s. w. 
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Vergleiißht man diese Bediagnngen mit dem, was in §. 26 steht, so eiv 
geben sich ohne Weiteres folgende Proportionen : 

durch welche uns denn abermals das Verbällniss der Parameter a^^ b^ und c^ 
bekannt ist, weil wir immer einen derselben mit beliebigem Werthe einführen 
können. 



1« Probleme^ welche ii Terschiedeiei ixensystemei ehe Tcrschiedeie Losuig 

Indei. 

§.28. Centrodistanz eines Punctes. 

Wir wenden uns jetzt zu einigen von denjenigen Problemen, welche sich 
auf Lineargrösseu und WinkelfunctioBen beziehen, und nach dem besonderen 
Charakter des Aj^ensystems sowohl eine verschiedene Behandlung erfordern, 
ab auch auf verschiedene Riesuitate gelangen lassen. Dabei wollen wir jedoch 
nur zwei Arten von Azensystemen, nämlich das orthois'drische und das trikli- 
noSdrische System berücksichtigen, weil sich aus denen für dieses letztere 
System giltigen Resultaten sehr leicht auch diejenigen Resultate ableiten las- 
sen, welche dem monoklinoiSdrischen und diklinoe'drischen Axensysteme ent- 
sprechen. 

Anm. Dasselbe gilt freih'ch aach für das orlhoedriscbe Axensystem, des- 
sen besondere BerQcksicbtigung somit überflüssig erscheinen könnte. Desun- 
geachtet ist es sehr vortheilhaft, ein jedes Problem zavOrderst für dieses ein- 
fachste und regelmSssigste Axensystem in Betrachtung zu ziehen, weil man da- 
durch teichler zo einer klaren Einsicht in das Wesen der analytisch-geome- 
trisehen Bebandloogsweise geUngl. 

Das erste Problem, welches sich uns für gegebene Puncte im Räume dar- 
bietet, ist die Auffindung ihrer Centrodislanzen , oder ihrer Abstände vom 

Mittelpuncte des Axensystems. Es leuchtet von selbst 
ein, dass für irgend einen , durch seine Coordinaten 
j?, y und z gegebenen Punct P diese Centrodistanz 
PM. die, von dem Puncte selbst auslaufende Dia- 
gonale desjenigen Parallelepipedons ist, welches 
durch seine drei Coordinaten bestimmt wird. Die 
Grösse dieser Diagonale wird aber verschieden aus- 
fallen, und auf etwas verschiedene Weise zu be- 
rechnen sein, je nachdem uns ein rechtwinkeliges 
oder ein schiefwinkeliges Axensystem gegeben ist. 




Fig. 10. 



I. Centrodistanz eines Punctes im orthoedrischen Axensysteme, 

Ist das Axensystem ein ortho(fdrisches, so ist das Parallelepipedon recht- 
winkelig. Ziehen wir die MQ^ so erhallen wir ein rechtwinkeliges Dreieck 

Nannanii^B Krytullographie. ^ 
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MCQ, dessen beide Katbeten QC^y, nnd ÜCJ«? sind; folglich wird das 
Quadrat der Hypotenuse MQ ä y* + ä*. Eben so ist aber auch PQM ein 
rechtwinkeliges Dreieck über den beiden Katheten PQ ä jp, und MQ ; daher 
wird PMi oder die gesuchte Centrodistanz 

I>=lAa^ + y» + ;5» 

welcher Ausdruck in allen Fällen gilt, der Punct P mag nun in diesem oder 
in jenem Octanten liegen. 

n. Centrodistanz eines Punctes im triklinoedrischen Axensysteme, 

Es ist ein bekannter Satz der Stereometrie, dass in jedem Parallelepipe- 
don irgend eine der Diagonalen gleich ist der Summe der Projectionen 
der drei anliegenden Kanten aufsieselbst. 

Es sei nun JJOT FZ der Octant der positiven Halb- 
axen, in welchem ein Punct P durch seine Coordi- 
naten PQ = x^ PR s= y und PS^z gegeben ist, so 
wird PM^ oder die gesuchte Centrodistanz, diejenige 
Diagonale D des den Punct bestimmenden Parallel- 
epipedons, an welcher dessen drei Coordinaten PQ^ 
Pü und PS unmittelbar anliegen. Bezeichnen wir also 

mit I den Neigungswinkel der PM gegen PQ oder x 
. v . - . - .PÄ - y 

Fig. 11. - ? - - - - . P5 - Ä 

so folgt aus dem erwähnten Satze der Stereometrie, dass 

PM=PQ. cos I + PÄ . cos t; + PS . cos ^ 
oder /? = a7COs|-l-ycosi; + j5Cos J 
sein muss ; denn die rechter Hand vom Gleichheitszeichen stehenden Grössen 
sind ja die Projectionen der drei, an der Diagonale Pjlfanliegenden Kan- 
ten PQy PR und PS auf sie selbst. Es handelt sich daher nur noch darum, 
die drei Winkel ^, v und ^ zu finden. Zu dem Ende ziehe man in den drei 
Coordinat-Ebenen die drei Linien MQy MR und JUSj so wird, wenn wir wie 
in §. 12 mit a, ß und y die den Azen der x^ y und z gegenüberliegenden Hit- 
telpunctswinkel oder Axenwinkel bezeichnen : 

MQ =s |/p+l* + 2yÄcösa = Q 
MR = yz^'¥-x^-h2zxcösß r=:R 

Af S = V^x*TpT2^ycösy == S 
In den drei Dreiecken PMQy PMR und PMS lassen sich nun, indem wir 
Pif s /> setzen, die Cosinus der drei an P anliegenden Winkel, welche keine 
anderen, als die Winkel ^, v und ^ sind, durch folgende Ausdrücke darstellen: 

eosl^ ggi 

cost; = ^ 

^^^^= WT- 




z 
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Maltiplicirt man diese drei Gleichimgen beziebendlich mit 2JDj?, 2Djf and 2Dz^ 
und addirt sie hierauf, so folgt: 

daher 

und endlich, nach Einsetzung der Werthe von Q^ R und 5, 

D = y^a:^ -f- y* + «* -H iyz cos a -i- 2«J7 cos/? + 2^y cos y 
als der gesuchte Werth der Centrodistanz des, durch seine drei Ooordinaten 
gegebenen PunetesP; ein Werth, bei dessen Benutzung natöriich darauf Rück- 
sicht zu nehmen ist, dass die Formel voraussetzt, der Punct P liege im Ge- 
tauten der positiven Halbaxen, und die Winkel a, ß und y seien in diesem 
Octanten lauter spitze Winkel. Sollte also einer dieser Winkel ein stum- 
pfer sein, so wird der betreffende Cosinus negativ zu nehmen sein, und sollte 
der Punct in einem anderen Octanten liegen, so werden Aenderungen der 
Vorzeichen sowohl für gewisse Cosinus, als auch für gewisse Coordinaten 
eintreten müssen. 

Anm. Dass io diesem allgemeiosten Ausdrucke für die Centrodistanz eines 
Panctes auch der vorhergehende, für ein orlboedrisches Axensystem gefandene 
Ausdruck eolhalteo sei, dies ist einleachtend, weil in diesem Axensvsteme a^ß 
= / = 90*^wird. 

§. 29. Distanz oder Intervall zwei Puncto. 

Sind uns zwei Puncte P und P' gegeben, so erkennen wir durch eine 
sehr einfache Betrachtung, dass ihre gegenseitige Distanz oder ihr In- 
tervall die Diagonale desjenigen Parallelepipedons ist, dessen drei Kanten 
von den drei Differenzen der gleichnamigen Coordinaten beider 
Pnncte gebildet werden. 

Man überzeugt sich besonders leicht von der Richtigkeit dieses Satzes, 
wenn man sich beide Puncte in einem und demselben Octanten, und 
für den einen derselben lauter grössere Coordinaten gegeben denkt, als 
für den anderen. Es hat aber der Satz eine ganz allgemeine Giltigkeit, wenn 
man, bei anderer Lage der Puncto, und bei anderen Verhältnissen ihrer Coor- 
dinatwerthe, nur auf die Vorzeichen der letzteren achtet, durch welche 
sich in gewissen Fällen die Differenz der Coordinaten als die Summe der- 
selben, oder auch als eine negative Grösse herausstellen wird. 

Nehmen wir nun an, um zunächst jeder Berücksichtigung der Vorzeichen 
überhoben zu bleiben, dass beide Puncte im Octanten der positiven Halb- 
axen liegen, und dass die Coordinaten des Punctes ^grösser sind, als die 
des Punctes P'j so ergiebt sich die Lösung des Problems, die Distanz oder 
das Intervall beider Puncte zu bestimmen, unmittelbar aus dem vorhergehen- 
den Paragraph, in dessen Resultaten wir nur statt x, y und % die Differenzen 
x-^x\ y-^y nnd » — s einzusetzen brauchen, weil diess ja im gegenwärti- 
gen Falle die an der gesuchten Diagonale des Parallelepipedons unmittelbar an- 
Degenden Kanten sind. 
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I. Distans zweier Punete im orthelfdrisehen Awensyeteme^ 

Ist also das Axensystem ein orthocfdrisches, so wird die Distanz oder das 
Intervall beider Punete : 

welcher Ausdruck ganz allgemeine Gilügkeit hat, sobald nur die Vorzeichen 
der Coordinaten beröcksicbtigt werden, wie sich solche nach Maassgabe der 
Lage der Punete in diesem oder jenem Octanten bestimmen. 

IL Distanz zweier Punete im trikUnoüdrisehen ^wensysteme. 

Ist das Axensystem ein triklinoedrisches , so wird die Distanz beider 
Punete • 

>= ^[(a:~ar')«+(y-/)+C«-«T-»-2fy-y)C«-«>0SCf-l- 
2(ä— Ä')(a?— ^)cos/9+2(a?— J7')(y— y')cosy] 
wobei in jedem besonderen Falle nicht nur auf die Vorzeichen der Coordina- 
ten, sondern auch darauf Rücksicht zu nehmen ist, welche von den Winkeln 
a, ß und y in dem Octanten der positiven Halbaxen als spitze oder als stumpfe 
Winkel erscheinen, weil der Ausdruck von / in seiner vorstehenden Form 
voraussetzt, dass beide Punete im Octanten der positiven Halbaxen lie- 
gen, und dass in demselben Octanten alle drei Winkel spitze Winkel sind. 

§. 30. Neigungswinkel zweier Linien. 

Sind uns im Räume irgend zwei Linien L und L' gegeben, so ist eines 
der wichtigsten Probleme die Bestimmung ihres Neigungswinkels W. Denn 
wenn auch beide Linien gar nicht zum gegenseitigen Durchschnitte kommen, 
so werden sie doch immer mit einander einen gewissen Winkel bilden. Nun 
ist es aber von selbst einlenebtend, dass dieser Winkel gar nieht von der ab- 
soluten, sondern lediglich von der relativen Lage der Linien abbSogl, und 
dass er unverändert bleibt, wenn wir eine jede derselben in einer sich 
selbst parallelen Lage auf den Hittelpunct des Axensystems transportiren. 
W i e also auch die absolute Lage beider Linien beschafien sein mag, so sind 
wir berechtigt, bei der Bestimmung ihres Neigungswinkels statt ihrer selbst 
ihre beiden Centroparallelen einzuführen; und welche Gleichungen uns 
auch für L und L' gegeben sein mögen, so werden solche immer auf die Form 
der Gleichungen einer durch den Hittelpunct gehenden Linie zu bringen sein. 

Es seien nun die Gleichungen der Centroparallele von L 

P 9 * P 

ttod eben so die Gleicbuugeo der Centroparallele von L' 

^-3^=0und?.--^, = 

P 9 * P 

Da wir den Winkel fF nicht unmittelbar, sondern nur in einer seiner trigono- 
metrischen Functionen bestimmen können, so wollen wir den Cosinus dessel- 
ben aufsuchen. 
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Zu dem Ende wähles wir io der Gentropartliele von L irgend einen be- 
liebigen Pnnct P, dessen Coordinaien x^ g nnd «, sowie in der Ceniroparal« 

lele von L* irgend einen beliebigen Punci P\ dessen 
Coordinaten wir mit x\ y und z bezeiehneii wollen^ 
um sie von denen des ersiereu Punctes eu unterschei- 
den. Ziehen wir nun die Verbindungslinie PP' beider 
Punete, so entsteht ein Dreieck PPM^ in weiehem der 
an M anliegende Winkel PMP der gesuchte Neigungs- 
winkel fV beider Centroparallelen und folglich aneli 
beider Linien ist Hieraus ergiebt sich 

oder, indem wir die für die Centrodistanzen und für das Intervall beider 
Puncto gebrauchten Buchstaben einfuhren : 

cos»^ = Wff 

Bis hierher ist die Losung des Problems dieselbe, welche Beschaffenheit 
auch das Axensystcm haben möge ; es handelt sich nun aber darum, für I>, 
D' und J ihre Werthe einzusetzen, welche allerdings nach Haassgabe des 
Axensystems verschieden sind. 

I. Neigungswinkel Mweier Linien im orthoedrischen Axensysieme, 

Wenn das Axensystem ein orthoedrisches ist, so folgt aus vorstehendem 
Ausdrucke von cos /F, ind em man für Z? , /^ und J ihre Werthe 

einsetzt, nach den gehörigen Redocüonen, 

Sobstituirt man hierin die aus den obigen Gleichungen der Centroparallelen 
von L und L' sich ergebenden Werthe von y und jy, von y und s\ so elimi- 
niren sich alle Coordinaten, und es bleibt 

WMjr PP + 99 -•" "' 

cos/r =s ^ r ^- ^* — =: ^ 



Ypt^g^^s^ Yf'^^q 



8 



welches der gesuchte Werth von cos^ in einem orlhoIHlriscben Axensy- 
steme bt. 

Hieraus ergiebt sich für die Rechtwinkeligkeil zweier Linien die 
Bedingungsgleichung pp + 99' + ss sO. 

II. Neigungswinkel zweier Linien im triklinoädrischen Axensysteme. 
Setzen wir in dem oben vor I stehenden Ausdrucke von cos fF 
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SO ergiebt sieh, nach den gehörigen Reductionen, zunächst cos/F 

5 y d?*4-y'4-s'4-;2yjBCOsa4-2£2?cos/9+2xyeo8;' V ar'*-4-y*-4-»'*4-2yVco»ff -♦-2»'x'co»^4-2«yco»;' 

Sabsiitttirt man hierin abermals die aus den obigen Gleichungen der Centro- 
parallelen folgenden Werthe von y und z^ von y und s\ so erhält man 
endlich : cos/^ 

p p''¥qq''¥t9'¥[qM*-^qs) costt4-(y'4'*V) cos^4 - (py ' -^pq) co» y 

Für die Rechtwinkeligkeit zweier Linien muss daher die Bedingungs- 
gleichung 

pp' -hqq'-hss'-hiqs'-hq's) cos a-h (sp'-hs'p) cos ß'h(pg'^p'q)cosy^O 
in Erfüllung gebracht sein. 

§. 31. Centronormale einer gegebenen Fläche. 

In der theoretischen Krystallographie spielen die Centron ormalen 
der Flächen, d. h. die aus dem Miltelpuncte des Axensystems auf die Krystall- 
flächen gezogenen oder gedachten Normalen eine sehr wichtige Rolle ; auch 
bedürfen wir dieser Linien bei der Bestimmung des Neigungswinkels zweier 
Flächen ; es ist daher nothwendig, für eine gegebene Fläche F die Gleichun- 
gen ihrer Centronormale N aufzusuchen. 

Es sei die Gleichung der gegebenen FItHche wie gewöhnlich 

a c 
so wird ihre Centronormale, als eine durch den Hittelpunct gehende Linie, 
im Allgemeinen durch zwei Gleichungen von der Form 

f^y=o, ^-^=0,^—^ = 

p q ^ p q s 

dargestellt werden. Zur Bestimmung der Werihe von /?, q und s gelangt man 
nun aber durch folgende Betrachtung. 

Da die gesuchte Linie auf der Fläche normal sein soll, so muss sie es 
auch auf allen in dieser Fläche liegenden Linien, folglich auch auf den In- 
tersectionen der Fläche sein. Es werden aber diese Interseclionen nach 
§. 22 durch folgende Gleichungen bestimmt : 

Die Interseclion (ys) durch o: = und ^ H — =1, 

(zx) - y = Ound— + -=1, 

(^) - Ä = Ound --|.^=:1. 

Für jede dieser Interseclionen und für die gesuchte Normale muss also die 
Bedingung der Rechtwinkeligkeit erfüllt sein, welche wir in §. 30 ken- 
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Den gelernt haben. Da jedoch dieae Bedingung nach Maasag^be des Axen- 
syatems eine verschiedene ist, so haben wir auch die beiden Fälle des ortholS- 
drisehen nnd triklinoedrischen Azensystems besonders in Betrachtong zn 
ziehen. 

I. Centronormale einer Fläche im orthoedrischen Axensy steine. 

In einem orthoedrischen Axensysleme sind nach §. 30 zwei Linien anf 
einander rechtwinkelig, wenn für ihre Parameter die Gleichung 

pp ^qg -h SS =^0 
erfüllt ist. Lassen wir nun die Parameter p, q und s als die der gesuchten 
Normale gelten, so werden wir ior die drei Parameter p\ q' nnd s successir 
diejenigen Werthe einzuführen haben, welche in den obenstehenden Gleichun- 
gen der drei Intersectionen indicirt sind \ dieae werden : 

für die Intersection {yz) : ^ = 0, q ^by s ^-^c 

- - - {zx) i p zss-^a^ ?' = 0, *' Ä c 

- - - {xy) : /?' = a, ff^-^b, * = 

woraus sich denn für die Rechtwinkeligkeit der gesuchten Normale mit diesen 
drei Intersectionen die Bedingungea : 

qb —scss 0, pa — sc=s 0, und pa^qb=sO 
ergeben. Da wir nun für die Normale, als eine durch den Mittelpnnct gehende 
Linie, nur dieVerhSitnisswerthe ihrer Parameter /?, q und s zu kennen 
brauchen, und da diese in den vorstehenden Bedingungsgleichuogen gegeben 
sind, so werden in einem rechtwinkeligen Axensysteme 

f^y =0 ---=0 ^-- -0 

a a c CO 

die Gleichungen der Centronormale einer, im Octanten der positiven Halb- 
axen mit den Parametern a, b und c gegebenen Fläche. Hat die Fläche eine 
andere Lage, so werden sich die Vorzeichen dieser oder jener Parameter 
ändern. 

Anm. Wolleo wir diese Gleicbnngen so schreiben, wie es eigentlich f&r 
eine durch den Mittelpuuct gehende Linie gefordert wird (§. 23), dass nflmlich 
die auf dieselbe Ax% bezüglichen Parameter überall denselben Werth 
haben, so müssen wir die erste mit c, die zweite mit bj und die dritte mit a di- 
vidiren; demnach stellen 

---iL=:0, -----=0,und^--. = 
bc ca ab bc ca ab 

die Gleichungen der Normale in ihrer wahren und eigentlichen Form dar, auf 

welche hei manchen Problemen Rücksicht zu nehmen ist. 

IL Centronormale einer Flache im triklinoedrischen Axensysteme, 

In einem triklinoedrischen Axensysteme ist nach §. 30 die allgemeine 
Bedingungsgleichupg für die Recbtwinkeligkeit zweier Linien: 

pp' -hqq' -hss' -h(qs -hq's)cosa'h(sp 'hsp)cosß'h(pq' 'hp'q)QQsy=0 

Nehmen wir hierin abermals p, q nnd s als die Parameter der gesuchten Nor- 
male iV, soYfiep'j q' und s successiv als die Parameter der drei Intersectio- 
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lAen von F, wie solehe unter I aofgeführt sind, so eiliallen wir sls üe Be» 
dinguogsgleiehungen ihrer ReohtwiniLeligkeit gegen die- Nommle 
für Intersectiott (yj»), (*— ccöscr)p— (c— Äcosa)*+(Acosy*— ceos/f)/^«© 

(»x)j (c— acos/9)*— (a— ccos/?)/?+(ccosa— (icosy)yÄO 
(^y)> («— Äcosy)/?— (Ä— ÄCosy)y-l-(ÄCos/J— Äco8a)*=0 
Von diesen drei Gleichungen sind je zwei hinreichend, um die Verhältniss« 
werlhe von p, q und s zu bestimmen, auf welche es ja lediglich ankommt. 
Wählen wir z> Bi die beiden Gleichungen für die Interseetioneii {yss) nnd 
{zx)^ multipliciren wir die erste in allen ihren Gliedern mit (c— ffcos/9), die 
zweite in allen ihren Gliedern mit (c'— &cosa), und addiren wir sie dann, so 
findet sich das Verhältniss von jv : 7 ; und durch ein Shnliehes Verfahren ge- 
langt man auf das Verhältniss von p und «, oder auch von q und ^. Wird 
diese Rechnung ausgeführt, so folgt endlich nach allen Reductionen x 
p Ä Acsin^a— ai(cos/9— cos/cosa)— ca(cosy— cosacos/9) 
q s casin'/}— £er(cos}/— cosercos/9)— a&(cosa»cos/?ctfsy) 
8 =s aAsin'y— ca(cosa— cos/9cosy)— 6c(cos/9— cos}^co$a) 
welches die Parameter der gesuchten Centronormale einer im Octanten der 
positiven Halbaxen durch a, b und c gegebenen Fläche sind, wobei noch 
vorausgesetzt wird, dass die drei Winkel a, ß und y in solchem Octanten als 
spitze Winkel erscheinen. 

Wir können diese Werthe noch etwas einfacher ausdrücken, wenn Wir 
die zu £nde von §. 12 stehenden Relationen benutzen, Welche zwischen den 
drei Axenwinkeln a, ß und y und den, immer als bekannt vorauszusetzen- 
den Neigungswinkeln A, B und C der Coordinal-Ebenen Statt finden ; setzen 
wir dabei, der leichteren Uebersicht wegen, 

cos^sin/9sin}^ =r A' 
cosAsin/sina ss B' 
cosCsinasin/9 ^ C 
so gelangen wir für /?, q und s auf die nachfolgenden Ausdrücke : 

p SS bcsin^a—abB' -^caC 
q =s casin^ß—bcC—abA' 
* =:iiÄsin*y— cfl^'— icÄ'* 

Anm. Werden die sflmmtlichen Winkel =90^ gesetzt, so ftthren uns 
diese Werthe auf die Proportion p:q:s = bciea: ab^ ans welcher sich die 
obigen sehr einfa^en Gieichangen der Centronormale in einen rechtwinkeligen 
Axeosysteme ergeben. 

§. 32. Neigungswinkel zweier Flächen in einem ortho(Sdri- 

schen Axensysteme. 

Wenn uns zwei Flächen F und F' gegeben sind, so ist, nächst der in 
§. 19 gegebenen Bestimmung ihrer Durchschnittslinie, die wichtigste Atifgabe 
die Bestimmung ihres Neigungswinkels. Das Verfahren, dessen Wir uns dab6i 
bediehen, ist ganz ähnlich demjenigen, welches in §. 8 befolgk Worden ist; 
d. h. wir suchen den Neigungswinkel W der Gentronormalen beider 
Flächeta, welcher ja dem Winkel der Flächen selbst gleich sein mnss. We 
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Lösttdg des Problems ist daher auoh renehiedeü Dach Maassgabe deis Axen- 
Systems, und wird zunichst für ein orthoMrisohes Axetisjrstem folgender^ 
maasseb zu geben sein. 

Es seien die Gleichaageil von F und F* 

--hf + - = l und -r + ^ + -7 ä1 
a e a o c 

so werden nach §. 31 die Gleichungen der Gentronormale von F: 

o m a 

» 

und eben so üe Gleiohnngen der Gentrononnale von F' : 

p. — S = und -7 r = 

Verfahren wir nun eben so wie in §. 30, d. h. wählen wir in der ersten Nor- 
male ii^end einen Punct Pj in der zweiten Normale irgend einen Punct P\ 
und betrachten wir das von diesen beiden Puncten und von dem Mittelpuncte 
M des Axensf Sterns bestimmte Dreieck PPM^ in welchem der der Seite PP' 
gegenöberliegende Winkel der gesuchte Neigungswinkel fF ist, so erhalten 
wir abermals : 

^"^'^^ WD 

oder, nach Substitution der Werthe von I>, ff und «/, 

Setzen wir endlich in diesem Ausdrucke für y und ip, fiir y und z' ihre, aus 
den Gleichungen der beiden Centronormalen folgenden Werthe, so ergiebt 
sich endlich 

1 1 * 

—7-1- TT? 4- —7 

aa bo ee 



wsfF^- 



oder cos^=s — 



1/11 1 \/~\ i r 

aabV-^ccaa-^bVcc 



welcher Ausdruck deshalb negativ zu nehmen ist, weil es sich gewghnlich um 
den stumpfen Neigungswinkel beider Flächen , oder um denjenigen Winkel 
handelt, innerhalb dessen der Mittelpunei des Axensystems gelegen ist. 

Für die Rechtwinkeligkeit zweier Flächen folgt hieraus di^ B^n- 
gungsgleiehnng : 

aa bb ec 
oder auch aa' bb' -^cc aa' -^-bb'ec 'ssü 

wogegen fSr den Parallelismus derselben die Proportion a' : b' i e' ss atbie 
erfiUll sein auss. Da nächst dem Cosinus des Neigungswinkels AP' zweier 
Flächen auch die Tangente desselben eine wichtige Function bildet, so 
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setzen wir oech den Werth derselben hec, wie er leicht aus dem Werthe von 
oos^ gefolgert werden kann ; es ist 

tang^- aa'bb'^cc'aa'^bb'^' 

oder auch, indem man die in §. 18 gebrauchte Schreibart anwendet : 

^ aa bb -^cc aa -^bb cc 

Anm. Es ist nun sehr leicht, aus diesen allgemeinen Ausdrucken fQr cos/if^ 
oder XangfV die Neigangswinkel irgend einer FlScbe F gegen die drei Coordi> 
nat-Ebenen za bestimmen. Man braucht zu dem Ende nur die zweite Flache F' 
snccessiv als die Coordinat-Ebene {y»)^ {zx) \akA(xy) einzuf&hreo. Bezeichnen 
wir die Neigungswinkel der Flache F gegen diese Coordinat-Ebenen mit X^ Y 
und Z, so wird successiv a , b' und c = zu setzen sein, und man findet daher : 

bc 
cos^^ 



cosF= 



C0SZ=: 



ca 
ab 



Ya^b^-^c^a^^li^c^ 
woraus sich die Proportion : 

cosJT : cosK : cosZ =s bc : ca : ab 
und die Verhaltnisse : 

cos^ : cosK ^s b : a 

cosZ : C09Ä =s a : c 

cosF : cosZ zsz c \ b 

ergeben, welche aus einem dieser Winkel sehr leicht zur Bestimmung der Lei- 
den anderen gelangen lassen. 

§. 33. Cosinus des Neigungswinkels zweier Flächen im 

triklinoedrischen Axensvsteme. 

In einem triklinoe'driscben Axensysteme gilt zwar ebenfalls für den Nei- 
gungswinkel zweier Flächen der im vorhergehenden Paragraph stehende all- 
gemeine Ausdruck : 

allein die Grössen D^D' und J erbalten hier andere Werthe, weil sich ja nach 
§. 31, 11 die Parameter ;?, q und ^, p\ q und s der beiden Centronormalen 
ganz anders bestimmen, als im orthoedrischen Axensysteme. 

Die Gleichungen der beiden Flächen F und F* seien abermals : 

-^ ^ -^— ^ 1 und - -^ ^ -^ — 1 

a b c a b c 

Nennen wir ihre Centronormalen N und iV, uikd setzen wir, die Gleichungen 
seien : 
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fdriV: f «y =Oundl -- =0 
p q s p 

p q 8 p 

so wird nach §. 31, II in diesen Gleichungen 

für jY: p=bcsin^a^aöB> —caC 
q^=casin^ß^bcC ^ab^ 
8 =flisin*y— caA ^bcff 

fiir ZV' : p'^b'chM?a^aV«^ca'C 
q^szcdAx^ß — Vc C — ab' A 
8 =5 a'b'sin^Y — c'a'jf — b'eB" 

Der Neigungswinkel beider Normalen bestimmt sich aber aus ihren vorstehen- 
den Gleichungen, nach §. 30, II, durch cosfV^ 

;?/?'+ 99'+M'+(9#'+g'#)co8a +(#;>'+# |»]cos/J+(/>/+p'y)co8y 

oder cos/r=y=5 

Snbstituirt man in diesem Ausdrucke für p^ q und ^ , p', ^' und s' ihre vorhin 
angegebenen Werthe, so gelangt man auf den eigentlich gesuchten Werth von 
eo&tV. Es würde jedoch diese Substitution eine ziemlich weitläufige Rech- 
nung erfordern, wenn man dabei den Zähler und Nenner von cosff^ ohne 
Weiteres in ihrer vorstehenden Form zu Grunde legen wollte. Weit schnel- 
ler gelangt man zum Ziele, wenn man vorher den ganzen Ausdruck von cos/^ 
einer Reduction unterwirft, welche sich dadurch ergiebt, dass man sowohl 
den Zähler H, als auch die beiden Factoren K und IC des Neuners in einer 
anderen Weise schreibt. Es ist nämlich : 
B = pip-^-q'eosy -#- 8'cosß) + y(y'-h*'cosa+'/?'cosy)-l-*(*'-l-/i'cos/?-hy cosct) 

oder auch, auf ähnliche Art ausgedrückt : 
ff =zp(p'^qcosy-^ 8C0sß) + q\q + *cosa -h/;cosy) + s'(8 -hpcosß -h ycosa) 

und es ist eben so : 
K =p(p'^q COS/+ 8 cos/Jj -I- q(q + ^cosa -^pcosy) -l- s (s-^p cos/? + ^cosa^ 
/r=sy(;?'-l-y'cosy+/cos/!?)+y'(y'-i-*'cosa+/>'cosy)+*'(/-4-/?'cos/?-i-y'cosa) 
Sucht man nun zuvörderst die eingeklammerten Grössen durch Substitu- 
tion der obigen Werthe von /;, ^, 5, p\ q und 8 zu bestimmen , so findet 
man, wenn 

1— cos^cf— cos^/?— cos*y-#-2coscM30S/Scosy = E 

gesetzt wird, 

p -f-y cosy -I- 8 cos/9 ä bcE 

q -I-* cosa -^p cosy = caE 
8 +J9 co8/9-f- q coscr ss abE 
p-^q'^^sy -I- seosß = bcE 
q -^8 cosa -!-/?' cosy = ca'E 
8 -hpcosß -»-y'cosa ssa'b'E 



44 Analytische Slereonetrie ; Winkel zweier PlMhei. 

woraas sich denn ergiebt, dass 

Hs=(pb'c''hqca'hsab')B^ oder auch ^(pke'^qca'^$ab)E 

R=s{pbc -^qca '^sab)E 

K^ip'b'c^ q'o'uW sa'b')E 
Demgemäss reducirt sich der obige Ausdruck von cos fV auf: 



y^pbc-hqca-hsab Yp'b'c-hq'ca-hsäb' 
oder auch eosfrss '^ ^ ^ 



^ 



y^pbc-^qca-^iab Y^pb'c •^qcä -^sab'^ 
Führt man nun in den einen oder anderen dieser Ausdrücke abermals die 
oben stehenden Wertbe von p, q^ j, p\ q' und s ein, so wird: 

Ä=6V»in»a+cV«inV+a*6*«ioV-J^ö"*c^'-2ft*c4iÄ'-2c»«6C' 

in welchen Formeln man nur noch die zu Ende von §.31 stehenden Werthe 
von j4\ B' und C zu subslitniren braucht, um den definitiven Aus- 
druck für cosfFy als eine Function der Parameter beider Flächen Fund 
F' und der sechs Grundwinkel des Axensyslemes zu erhalten. 

Man ersieht aus diesem Ausdrucke für cos^, dass die Berechnung von 
Win kein nach den Formeinder analytischen Geometrie in den schiefwin- 
keligen Axensystemen nicht vorlheilhaft ist, weil sie meist auf sehr weitiSo- 
fige Rechnüngeit führt, während man durch die Formeln der sphärischen Tri«- 
gonometrie weil kürzer zum Ziele gelangt. 

Desungeachtet hat der allgemeine Ausdruck von oos/^ den Vortheil, dass 
er uns in allen Fällen sofort auf das Endresultat gelangen, insbesondere aber, 
dass er uns die Bedingungen erkennen lässt , welche für die geforderte Lage 
irgend gegebener oder auch gesuchter Flächen erfüllt sein müssen. Pur die 
theoretische Krystallograpbie ist er daher gar nicht zn entbehren« 

§. S4. Tangente des Neigungswinkels zweier Flächen im 

triklino^'drischen Axensysteme. 

Aue dem zweifachen Ausdrucke, auf welchen wir in §. 33 für den Co- 
sinus des Neigungswinkels ff^ zweier Flächen F und F' gelangt sind, näm^ 
lieh aus 

„, pb c -^gc a -hsa b 

y pbc-^-qea^sab ypb'c' -f-y ca^^süb' 
und cos/f = pbc^q ca+s'ab 

ypbc'^qca'^sab yp'b'c-^qc'd'^sa'b' 

gelangen wir nun sehr leicht zu der Bestimmung von cos^^; indem wir 
nämlich diese beiden Ausdrücke mit einander multipliciren, ergiebt sich : 

j™ _^ {pV e' '^-qen ^$ä b' ) (p'be '^qca -hsa b ) 

^ (pbc^qeäH-sab) {pb'e'^qcä^Mäb) 
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woraus sieb denn ebenfalls mit Leiobligkeil der Sinus, und eadlicft die Tan- 
genle von IV mit folgenden Wertbe ergiebt : 

^ pk'c'hqea^tab' 

Dieses ist ein einfaober und äbersichüicher Ausdruck für die Tangente des 
Neigungswinkels zweier Flächen, in welchem solche als eine Function der 
Parameter beider Flächen und der Parameter ihrer beiden Gentronor- 
malen erscheint. Man braucht nur noch für /i, fj #, p\ q und d ihre zu 
Anfang von §. 33 stehenden Werthe zu substituiren, um diesen Ausdruck so 
umzugestalten, dass er sich auch als eine Function der Winkel ^, B^ (7, a, /? 
und y darstellt. Führt man diese Substitution sns, so gelangt man, nach den 
erforderlichen Reductionen und unter Beruck^icbtiguqg des Umstandes, dass 
sjnC^sinasin/?aBsinJBsin}'s|no^sin4#sio/9sin}' ist, zuvörderst auf die Werthe 

TOB 

q$'-qJ^W^Aw^ßm^y{üd(hfl'-Vc)'^bV[eä^ca)f^ 

s'p — sp ^Äv?BÄv?y%iv?a[bbXea '-ea)^ce(ab' - a ^)cosa-»*aaX6c - b'Q)eo$y] 

Pf-pg[=isin^Csin^a8in^ß[cc(ab'^ab)^aa(bc'-'b'c)ee8 

und dann auf folgenden definitiven Ausdruck i ItLUgff^ 

_ s\nj4s\nßs\nyyr{M*^jy*^!P^tBfyeo9y+2RMco9ß-k'2N Reoia) 

"~«a'66'iinV+cc'fla'iiüV+<'fr'cc'»in"a-«fl76o'+*'r)^^6**(ca'+cfl)Ä'-cc'(fl6'-|.«'6)C' 

oder tong;r= 'Jld^ll^^^^rrP 

in welchem, der besseren Uebersicbt wegen, wiederum 

ad(bd'-^Uc) »J# 

bb'icd^da) =iV 

ec(ab'^db) =Ä 
und, wie oben in §. 31, 

co8^sin/9sin/8^' 

cosAstn^^inass A ' 

cosCsinasin/}« C 
gesetzt worden ist. 



IDrittee Copitel. 
Allgemeine Zonenlehre. 

§. 35. Vorläufige Bemerkung. 

Indem wir jetzt zu einigen, die Krystallformen insbesondere betreffenden 
Problemen der analytischen Geometrie übergeben, müssen wir zu ihrem bes- 
seren Verständnisse eine allgemeine Bemerkung vorausschicken, welche sieh 
auf die Ableitung der Rrystaliformen bezieht.*) 



*) Vergl. meioe Aofaiisssriiode der Kryataliosrapbie, ^. Avil. S. 19 f. 
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Alle Krystallformen, welche an einer und derselben Mineralspecies vor- 
kommen, bilden bekanntlich einen in sich abgeschlossenen Formeneomplexi 
zwischen dessen einzelnen Gliedern ein sehr genauer Zusammenhang Statt 
findet. Dieser innere Zusammenhang ist wesentlich darin begründet, dass die 
den verschiedenen Formen angehörigen Flächen verschiedene Parameter- 
Werthe haben, welche insgesammt auf ein gemeinschaftliches Grnndver- 
hältniss zurückgeführt werden können, aus dessen Gliedern die Parameter 
der übrigen Flächen durch Multiplicalion mit rationalen, ganzen oder ge- 
brochenen Zahlen abzuleiten sind. 

Nennen wir also die Grundparameter a^ b und e, so wird es allemal 
eine Form geben, deren Flächen durch diese Parameter bestimmt sind, 
weshalb sie auch die Grundform genannt wird. Alle übrigen Formen des- 
selben Formencomplexes lassen nun aber ihre Parameter als rationale 
Multipla oder Submultipla dieser Grundparameter erkennen. Bezeich- 
nen wir daher die rationalen Factoren der Grundparameter mit den Buchsta- 
ben m, n und r, so werden sich die Parameter- Verhältnisse alier übrigen For- 
men 6, G\ G" u. s. w. allgemein durch 

ma mb z rc 
m'a : nb : r'c 
m a : n bi r c 
u. s. w. darsteUen lassen. Man nennt daher auch diese rationalen Factoren 
rrij n und r, m\ n und r u. s. w. die Ableitungszahlen der Formen 
6, G' u. s. w., weil durch ihre Einführung die Parameter- Verhältnisse dieser 
Formen aus dem Grundverbältnisse abgeleitet werden. 

Dieses Gesetz, dass die Parameter aller Formen eines und desselben 
Formencomplexes rationale Multipla oder Submultipla der Parameter einer 
diteer Formen sind, oder dieses Gesetz der Rationalität der Ablei- 
tnngszahlen ist bekanntlich eines der wichtigsten und einDussreichsten Ge- 
setze der Krystallographie, dessen Erwähnung an gegenwärtigem Orte erfor- 
derlich war, weil die Resultate der folgenden Betrachtungen zum grossen 
Theile auf ihm beruhen ; Betrachtungen, welche sich einestbeib auf die Zo- 
nen der Krystallfiäcben, anderntheib auf die Transformation und Co- 
p u 1 a t i n der Axensysteme beziehen. 

§.36. Zonen, Zonenlinie, Zonengleichung. 

In der Krystallographie spielen die Flächenzonen eine ausserordentlich 
wichtige Rolle, und die Wissenschaft wird es immer dankbar anerkennen, 
dass fVeüi zuerst die grosse Bedeutung dieser Zonen erkannt und nach allen 
Richtungen geltend gemacht hat. Man versteht nämlich unter einer Zone 
von Flächen jeden Inbegriff von drei oder mehren Flächen, welche einer 
und derselben Linie im Räume parallel sind.*) Diejenige Linie, in Bezug auf 
welche solcher Parallelismus Statt findet, nennt man die Zonenlinie; alle 



*) Vergi. ADfangsgriinde der Krystallographie, 2. AnS. S. 5. 
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Flächen aber, welche zu einer und derselben Zone gehören , wollen wir 
tantozonale Flächen nennen. 

Aus diesem Begriffe einer Zone folgt von selbst, dass alle tantozonale 
Flächen, wenn sie mit einander znm Durchschnitte kommen, lanter parallele 
Dnrchschnittslioien oder parallele Kanten bilden müssen, wodurch sie 
sich anch gewöhnlich als die Flächen einer nnd derselben Zone zu erkennen 
geben. Dergleichen zn einer nnd derselben Zone gehörige Kanten mögen 
tantozonale Kanten heissen. 

Da das wesentliche Verhältniss aller tantozonalen Flächen in ihrem Pa- 
rallelismns zu einer und derselben Linie gegeben ist, so ist es gleichgiltig, ob 
wir uns diese Flächen ausserhalb des Mittelpnnctes, oder ob wir sie uns ins- 
gesammt auf den Mittelpnnct des Axensystems transportiri denken. Sind sie 
uns also ausserhalb des Mittelpnnctes gegeben, wie dies an den Krystallformea 
der Fall ist, so wird ihr wesentliches Verhältniss nicht gestört werden, wenn 
wir sie auf den Mittelpnnct verlegen. Sie werden sieh dort alle in einer nnd 
derselben Linie schneiden, welche eben die Zonenlinie ist. - 

Die Wichtigkeit der ganzen Zonenlehre beruht besonders darauf, dass 
die Zonenlinie nicht als eine arbiträre, sondern als eine, in der Eotwickelnng 
des betreffenden Formencomplexes nothwendig gegebene Linie hervortritt. 
Sie wird jedenfalls dnrch irgend zwei Flächen der Zone bestimmt; welche 
zwei Flächen es aber auch sein mögen, als deren Durchschnittslinie wir uns 
die Zonenlinie denken wollen, so wird sie doch stets durch zwei Gleichungen 
von der Form 

^-y=Ound?~f =0 

dargestellt werden können, in welchen, nach Maassgabe ihrer besondern Lage, 
die Vorzeichen der Parameter angemessene Veränderungen erleiden werden. 
Ist uns nun aber die Zonenlinie durch zwei solcher Gleichungen gegeben, 
so folgt aus §.24, dass für eine jede Fläche der Zone die Bedingungsgleichung 

^ + 'x + ^=0 

a ö c 
Giltigkeit hat ; denn offenbar muss eine jede der Zone angehörige Fläche diese 
Gleichung erfüllen, welche Werthe und welche Vorzeichen auch 
ihre Parameter (7, b nnd c haben mögen. Wir können daher diese Gleichung 
mit allem Rechte die Zonengleichung nennen. 

Da uns aber je zwei beliebige Flächen der Zone in ihrer Durch- 
schnittslinie dieselbe Zonenlinie liefern, so wird man auch die Werthe von 
//, V und Q aus den Parametern irgend zweier tantozonaler Flächen F' 
nnd F" ableiten können. Aus §. 25 ergiebt sich, dass in diesem Falle für die 
Zonenlinie die Gleichungen 

^-^ = Ound^-^=0 
gelten, und dass die Zonengleichang die Form' 

a c 
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Arbält, in welchen Gleichungen die drei Gröasen Jlf , N und A» welche wir 
die CoeTficienten der Zonengleichung nennen wollen, durch die Werthe 

und R = c'c"(fl'A"-«"4') 
baslimmt sind. Da nun aber diese Linie identisch mit der, oben durch die 
Parameter ^, v und (f gegebenen Linie ist, so muss offenbar 

M : N : R = fiiv i n 
oder auch if =« kfi^ N^kw^ R^ki( 

sein, wobei k irgend eine, von der Lage der beiden Flächen F' und F" ab- 
hängige Zahl ist, weiche sich, als der gemeinschafUiche Factor der zunächst 
gefundenen Grössen üf, N und R leicht bestimmt, und eigentlich v<m selbst 
aus den Gleichungen eliminirt, so dass man zuletzt immer auf die einfach* 
sten Werthe von Jl, iVund /{, d. h. auf die Werthe /u, y und q gelangt, 
welche die Parameter der projicirenden Ebenen der Zonenlinie sind. Auch 
diese Ebenen entsprechen immer gewissen Krystall flächen der Zone, 
welche letztere durch sie auf die einfachste Weise bestimmt wird, weshalb 
man von diesen Krystallflächen sagen kann, dass sie die Zone cbarakte* 
risiren. 

Anm. Dass übrigens die Zonenglefcbung von den Grund parametern 
des betreffenden Formencomplexes völlig unabhängig, dass sie in allen Fallen nnr 
als eine zwischen den Ableitvagszahien bestehende Gleichung zu betrach- 
ten ist, diess ergiebt sich sofort, wenn man, zufolge der in §. 35 gegebenen 
Erläuterung, in den Werlhen der Goefficieoten Jf , iV und /? 

statt a\ y und c die GrOssen m'a, nh und rc 
' a ^ö ' c ' " m a^ n p ' r c 
SO wie Air die Flflche F 

statt a, b und c die Grössen ma, nb und rc 
einfKhrt, indem man jetzt unter den Buchstaben a, b und c die Grundparameter 
versteht. Durch diese Substitution werden die Grundparameter aus der Zonen- 
gleichung gänzlich eliminirty und es erscheint dann diese Gleichung lediglich als 
eine Function der Ableitungszahlen m, m, r u. s. w. 

§. 37. Bestimmung unbekannter Flächen, die in bekannte 

Zonen fallen. 

Wir wissen, dass es bei den Krystallflächen nicht auf ihre ahsehite, son- 
dern nur auf ihre relative Lage ankommt, woraus denn folgt, dass uns eine 
Rrystallfläche bekannt ist, sobald wir das Verhältniss ihrer Parameter a, 
b und c kennen, von welchen immer einer mit einem willkürlichen Werthe 
eingeführt werden kann. In dem Verhältnisse aibtc ist also eine Grösse 
als gegeben zu betrachten, und es handelt sich nur noch um die Bestimmung 
der beiden anderen Grössen. 

Wenn nun eine Fläche F, deren Parameter -Verhältniss a:b:c unbe- 
kannt ist, in eine Zone fällt, welche bekannt, d. h. durch ihre Zonenlinie ge- 
geben ist, so wird uns durch dieses eine Zonenverhältniss zwar nicht der 
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absolute Werth, aber doch das Verhältniss zweier Parameter bestimmt. 
Denn in der Zonengleichung 

— -h -r -H - =0 oder h -r H — »0 

a c a 6 c 

ist ja, nach dem so eben Gesagten, stets eine der drei Grasen ff, b ödere 

als gegeben oder bekannt voraussusetzen \ die Gleichnng enthUlt also nnr 

noeh zwei unbekannte Grössen, deren Verhältniss ans ibr abzuleiten ist, 

indem man die eine als eine Function der anderen ausdrädten kann. 

Sehr häufig fällt aber eine und dieselbe unbekannte Fläche F in zwei 
▼ erschiedene Zonen, und dann ist sie offenbar vollkommen bestimmt, so- 
bald uns beide diese Zonen bekannt, d. ii. durch ihre Zonenlinien gegeben 
sind. Die zweite Zone liefert nns nämlich eine zweite Zonengleichung von 
der Form 

— -#- T -h ^ =0 oder — ^ -i- -_ -#- — =0 
a b c a b c 

und dann gelten nach §. 25 für die Parameter a, b und c die Proportionen 

c : a SS vq' — vq: fiv — /iV 
b : c SS fip' — fiv : Qfi — q'/i 
a i b SS Qfi — Q'fi : vq' — v'q 

durch welche ihre Verbältnisswerthe vdllig bestimmt werden. Von diesen 
zonalen Bestimmungen der Flächen wird in der Krystallographie ein eben so 
häufiger als wichtiger Gebrauch gemacht, wie wir nns später tiberzeugen 
werden. 

§. 38. Allgemeine Entwickelung einer Zone. 

Unter der allgemeinen Entwickelung einer gegebenen Zone versteht man 
eine erschöpfende Angabe aller derjenigen Flächen, welche rings um das 
Axensystem in dieser Zone möglich sind, wobei jedoch nur auf diekrystaU 
lographisch möglichen, d. h. auf diejenigen Flächen Rücksicht genommen 
wird, deren Parameter-Verhältnisse durch rationale Ableitungszahlen (§. 35) 
aus einem gemeinschaftlichen Grundverhältnisse abzuleiten sind. Bei dieser 
Entwickelung dient uns die Zonengleichung 

— -f- "i -♦-— =0 oder h -r -#- — a= 

a o c a c 

zum sichersten Leitfaden. 

Da in dieser Gleichung die Coefficienten '//, v und ^, oder i/, N und R 
als bekannte, die Parameter a, b und c dagegen als unbekannte Grössen zu 
betrachten sind, so wird man nun zuvörderst untersuchen, für welche Vor- 
zeichen der Grössen a, b und c die Gleichung unmöglich wird. Diess muss 
offenbar für diejenigen Vorzeichen der Fall sein, durch welche alle Glieder 
der Gleichung entweder positiv oder negativ würden, weil eine Summe von 
lauter positiven oder lauter negativen Grössen niemals =0 sein kann. Man 
lernt so zuvörderst diejenigen Raum-Octanten kennen, in welchen es über- 
haupt gar keine Flächen für die Zone giebt, und welche keine anderen sein 

NaumaDD^s Krystallograpbie. 4 
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werdeD, als diejenigen, in welche die auf den MiUelpunct transportirte Zonen- 
linie fällt. 

Für die übrigen Raum-Oclanteu, in welchen also möglicherweise Flächen 
existiren können, untersucht man nun weiter, wie sich diese Flächen 
nach den verschiedenen Grössenverbältnissen der Werlbe von a, b und c be- 
stimmen , und welche allgemeinen Ableitungszahlen ihnen demgenäss ent- 
sprechen werden. Mit der Auffindung dieser Ableitungszahlen ist die Auf- 
gabe einer allgemeinen Entwickelung der Zone selbst als gelöst zu betrachten. 

Da sich die Entwickelung, je nach der besonderen Beschaffenheit des 
Axensystems und je nach der besondern Lage der Zonenlinie auf das Ver- 
schiedenste modificirt, so lässt sich auch im Allgemeinen nicht viel mehr dar- 
über sagen, als hier geschehen ist, und muss die speciellere Erläuterung der 
Betrachtung der einzelnen Kry^stallsysteme vorbehalten bleiben. 

§. 39. Graphische Darstellung der Zonen nach der Punctir- 

methode. 

Wenn uns um einen gemeinschaftlichen Miltelpunct und an demselben 
Axensysteme irgend ein, durch dasselbe Grundverhällniss der Parameter 
verknüpfter Formencompjex gegeben ist, so können wir zu einer vollständi- 
gen Uebersicht aller möglichen, zwischen seinen Flächen existirenden Zonen 
durch sehr einfache graphische Darslellungen gelangen, auf. welche zuerst 
Neumann aufmerksam gemacht hat. Da uns nun dergleichen Darstellungen 
wirklich alle möglichen und selbst die verstecktesten Zonen des ge- 
gebenen Formencomplexes mit einem Blicke erkennen lassen, so gewinnen 
sie einige Bedeutung für die theoretische Krystallographie, weshalb sie auch 
an gegenwärtigem Orte erläutert werden tollen. 

Die von Neumann selbst angewendete graphische Darstellung der Zonen 
können wir mit Qtienstedt Aie Punctirmethode nennen. Sie beruht auf 
dem Satze, dass die Centronormalen sämmtlicher Flächen einer und der- 
selben Zone in e i n e Ebene, und folglich die Durchschnittspuncte aller 
dieser Normalen mit irgend einer beliebigen , als Construclionsfläche dienen- 
den Ebene in eine gerade Linie fallen.*) Diese Durchschnittspuncte der Flä- 
chen-Normalen mit der Constructionsfläche bezeichnet Neumwin mit dem 
Namen der Flächenorte, und die Aufgabe der Punctirmethode besteht we- 
sentlich darin, sämmtliche Flächenorte eines gegebenen Formencomplexes 
auf dem, die Construclionsfläche darstellenden Papiere genau einzutragen, 
um sich ein anschauliches Totalbild aller möglichen Zonen zu verschaffen, 
welche zwischen den Flächen der gegebenen Formen hervortreten. Denn es 
wird offenbar eben so viele verschiedene Zonen geben, als sich gerade Linien 
durch je drei oder mehre Flächenorte ziehen lassen, worüber man durch den 



*) NeumannU BeitrXge zur KrystalloDomie, Heft I, S. 1 ff. ; diese geraden Linien 
find es, welche von Neumann Zonenlinien genannt werden. 
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bloseo Aagenschein, oder durch Hilfe eim». Lineals belehrt wird, wenn nur 
die Cottstruetion mit der gehörigen Genauigkeit aiisgeführl wurde. 

Da nun die Wahl der Conslructionsfläche ganz beliebig ist, so scheint es 
am zweckmässigsten , dazu die Parallelfläehe einer der Coordinat- Ebenen, 
z. B» der Ebene (ys) zu wählen, welche die dritte Axe, also die Axe der or, in 
der Entfernung 1 vom Mittelpuncte schneidet. Die Gleichung der so beslimm- 
ien Constructionsfläche wird also : 

07=1. 

Ist nun die Gleichung irgend einer KrystallDäche 

a' y z . 
j_ ^ j_ ^ 1 

a c 
so werden die Gleichungen ihrer Centronormale, unter Voraussetzung eines 
orlhoe'drischen Axensvslems : 

^~^=:Ound--.-=0 
b a a c 

Man braucht nun blos diese beiden mit x behafteten Gleichungen der Cenlro- 

normale mit der Gleichung der Constructionsfläche zu combiniren, d.h. j? = 1 

zu setzen, um die Coordinalen ^ und z des Plächenortes zu erbalten, und 

findet demgemäss 

a . a 

y = ^ «nd y = -i 

wobei natürlich auf die Vorzeichen der Parameter «r, b und c sorgfältig 
Rücksicht zu nehmen ist. 

Diese Werthe von y und z sind es, welche bei der graphischen Darstel- 
lung der Zonen benutzt werden. Man zieht nämlich zwei, sich rechtwinkelig 
schneidende Linien, welche die in der Constructionsfläche liegenden Azen der 
y und z vorstellen, trägt hierauf für jede Fläche die ihr zukommenden Werthe 

-Y und - in diese Axen ein, vollendet das Parallelogramm, und erhält so den 
b c 

verlangten Piachenort. Sind auf diese Weise sämmtliche Flächenorte des ge- 
gebenen Formencomplexes eingetragen, so machen sich die Zonen von aelbst 
darstellig, indem diese Flächenorte nach verschiedenen Richtungen reihen- 
weise in gerade Linien geordnet erscheinen. Je drei, in eine und die- 
selbe gerade Linie fallende Fiächenorte bestimmen eine Zone, und jede 
einzelne Fläche fällt in so viele verschiedene Zonen, als sich verschie- 
denen Reihen von Flächenorlen nachweisen lassen, zu denen auch ihr Flä- 
chenori gehört. 

Da übrigens je zwei GegenOächen eine und dieselbe Normale haben, so 
wird bei der Constrnclion nur auf die obere Hälfte einer jeden Form, oder 
auf diejenigen Flächen Rücksicht zu nehmen sein, für welche der Parameter 
a positiv ist.. 

Anm. Wir haben die Punctirmetbode nur in der VorauM<*tz'ing eines 
rechtwinkeligen Axensystems erläutert, weil solche bei schiefwiake- 
ligen Axensystemen minder einfach wird, wie sich daraus ergiebt, da&s in der- 

4» 
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gleiehen Axensystemen die Centrononnalen darcH andere, vob den aehiefen Net- 
gangswinkeln abhängige, vod bisweilen ziemlich complieirte Wertbe der Para- 
meter bestimmt werden. 

§. 40. Graphische Darstellung der Zonen nach der Linear- 

methode. 

Es lässt sich nicht läugnen, dass das gemeinschaftliche Kreuzen vieler 
Linien in einem und demselben Puncte für die Anschauung ein weit bestimm- 
teres und leichter ergreifbares Verbältniss ist, als die Lage vieler Puncte 
in einer und derselben geraden Linie. Diess bestimmte Quenstedt^ eine an- 
dere, von Neumann gleichfalls angegebene aber nicht angewendete graphische 
Methode vorzuziehen *), welche die Linearmethode genannt werden kann, 
und auf dem Salze beruht, dass sich sämmtliche Flächen einer Zone, wenn 
solche sich selbst parallel auf einen und denselben Punct transportirl 
werden, in einer und derselben Linie schneiden, welche natürlich 
keine andere als die Zonenlinie ist. Wird nun eine solche Zone von irgend 
einer beliebigen Ebene oder Constructionsfläche geschnitten, so stellt sich ihr 
Durchschnitt gewöhnlich als ein System von geraden Linien dar, 
welche sich in einem und demselben Puncte schneiden; ausgenom- 
men sind nur diejenigen Zonen, deren Zonenlinien der Constructionsfläche 
selbst parallel liegen, und deren Durchschnitt daher ein System von'Pa- 
rallellinien darstellen wird. Da nun diese Linearmethode auch gänzlich 
unabhängig von der besondern Beschaffenhefit des Axensystems ist, so dürfte 
sie aus mehren Gründen der Punctirmethode vorzuziehen sein« 

Die beliebige, als Constructionsfläche gewählte Ebene nennt Quenstedt 
dieSections-Ebene, und die Durchschnitte der Flächen mit ihr die S-ec- 
tionslinien oder Flächenlinien, unter welchem letzteren Namen sie 
schon Neumann einführte. Er transportirt sämmtliche Flächen auf denjeni- 
gen Punct der verticalen Axe (also der Axe der j?), welcher um die Länge 1 
vom Mittelpuncte entfernt ist, und wählt zur Sections-Ebene die Coordinat- 
Ebene durch die beiden andern Axen. Wir wollen die sämmtHchen Flächen 
auf den Mittelpunct des Axensystems verlegen^ und zur Secitons-Ebene die- 
jenige Fläche wählen, deren Gleichung j? = 1 ist. 

Die Aufgabe läuft nun wesentlich darauf hinaus, die sämmtlicfaen Fläcben- 
linien eines gegebenen Formencomplexes auf dem die Sections-Ebene darstel- 
lenden Papiere zu construiren, um sich durch solche Construction ein Bild zu 
verschaffen, aus welchem man sogleich und mit einem Blicke ersehen kann, 
nicht nur, welche Flächen zu einer und derselben Zone gehören, sondern 
aueh, in wi e viele verschiedene Zonea eine und dieselbe Fläche fällt. Jeder 
Kreuzungspunct (oder jedes Parallelsystem) von drei oder mehren Flächen- 



*] Poggend, Annalea Band 36, S. 503 und 651, und Methode der Krystallographie, 
1840, S. 9 ff. Neumann gab die Methode an in seinen Beitrügen zur Krystallonomie, 1, 

s. iir. 
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linien bestionnt nümlieh eine Zone, und es wird so viele verschiedene 
Zonen geben, als sich dergleichen Kreuzangspuncte (oder Paralleisysteme) 
heraosstellen. Eine und dieselbe Fläche aber Tällt in so viele Zonen, als 
ihre Flächenlinie durch verschiedene Kreuzungspuncte oder Zonenpuncte gehl. 

Die Ausführung der Sache ist eben so einfach, als die ihr zu Grunde lie- 
gende Vorstellung. Die Gleichuug der Sections-Ebene ist abermals 

Ist nun die Gleichung irgend einer, auf den Mittelpunct transportirlen Fläche 

a c 
so wird die Gleichung ihrer Seclionslinie 

b^ c ^ 

b c , 
folglich sind und die Parameter, welche die Lage der entsprechen- 
den Flächenlinie in der Constraclionsfläche bestimmen. 

Man ziehe also auf dem Papiere zwei Linien, welche sich unter dem- 
selben Winkel schneiden, wie die Axen der y und a, welche Axen sie in 
der ConstructionsBäche auch wirklich vorstellen, nehme für jede KrystalMäche 
(unter sorgTältiger Berücksichtigung der Vorzeichen ihrer Parameter) 

in der Axe der y den Parameter -^ - , 

in der Axe der z den Parameter , 

a 

und ziehe die durch solche Parameter bestimmte Linie, so ist die verlangte 

Flächenlinie entworfen. Sind auf diese Weise die Fiächenlinien aller Formen 

eingetragen, so ist auch die Uebersicht aller zwischen ihren Flächen beste- 

henileQ Zonen constrnirt worden. Dass übrigens wiederam nur auf die 

obere Hälfte der Formen Rücksicht zu nehmen ist, diess versteht sieh van 

selbst. 

Anm. Die vorsiehende Regel zur AasftthraDg der graphischen Darstel- 
lung der Zonen nach der Linearmelhode gilt swar ganz allgemein, erfährt aber 
in der Anwendung noch einige Modificattonen , welche wesentlich darin begrün- 
det sind, dass wir es in jedem besonderen Falle nor mit solchen Formen und mit 
solchen Flachen zu thun haben, welche dem in §. 35 erläuterten Gesetze der 
Ableitung unterliegen, weshalb denn für n, b nnd c die Grössen ma, nb und 
re eingeführt werden mftssen, woraus folgt, dass für jede Secrionslinie 

der Parameter in der Axe der y mit dem Werlhe — 

^ ma 

re 



• ma 



zu schreiben ist. Da es nun aber bei allen diesen Constructionen nor auf das 
Verhaltniss der Parameter ankommt, $o Usst sich auch der gemeinschafl;« 
liehe Divisor a gänzlich vernachUUstgen. Demnach werden für irgend eine^ 
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durch ihre Parameter ma^ nb und rc gegebeae Krystallflflehe die in der graphi* 

scfaea Darstellnag aof der Prcjectioogfiflcbe x^\ eiDzatragendeo Parameter 

nb 
in der Axe der y den Werlh — 

971 

re 

m 
haben. Die bei deo einzelnen Kryslalisystemeo zu erläuternden Beispiele wer- 
den diess noch deutlicher machen. 

§.41. Verhältniss der Tangenten taulozonaler Kanten im 

orthoedriscbeu Axensystenae. 

Es ist ein allgemeines , die sämmllichen Krystalirormen beherrschendes 
Gesetz, dass die Tangenten tautozonaler Kanten zu einander in rationalen 
Verhältnissen stehen, oder, anders ausgedrückt, dass sie rationale 
Multipla eines und desselben irrationalen Grund wertbes sind. Obwohl wir 
den besondern Nachweis dieses Gesetzes erst bei der Betrachtung der einzel- 
nen Krystallsysteme geben können, so lässt sich doch ganz allgemein darthun, 
dass dasselbe unter gewissen Bedingungen Giltigkeit haben ninss. 

«Die gegenwärtige allgemeine^ wie die später zu gebende besondere Er- 
örterung dieses Gesetzes der Rationalität der Tangenten -Verhältnisse hat 
jedoch den verschiedenen Charakter der Axensysleme zu berücksichtigen, 
weshalb wir auch hier die beiden Fälle eines orthoe'drischen und eines 
triklinoedrischen Axensystems besonders in Betrachtung ziehen müssen. 

Wir denken uns also zuvörderst in einem orlhoedri sehen Axen- 
Systeme eine Zone, deren Zonenlinie L durch die Gleichungen 

^^y =Ound^-^=0 

gegeben ist. Es seien nun Fund F\ F^ und F/ irgend vier beliebige Flä- 
chen dieser Zone, und es bedeute ßV den Kantenwinkel der beiden ersteren, 
sowie fF' den Kantenwinkel der beiden letzteren Flächen, so ist nach §. 32 



tan.»-- y^^^fl±ltl 



aabb' -♦- ccaa -H bb'cc 

wenn wir, wie dort, der besseren Uebersicht wegen 

aa(bc^b'c) = M Oya^{b^c^^b^c^) = My 

bb\cd—ca)^=^ ZV *i*/(^i"i'"~^i'''i) == -^i 
cc\ab' •^ab)=i R c^c^{a^b^ --a^b^) = R^ 

setzen. Nun wissen wir aber aus §. 36, dass für die beiden ersten Flächen, 
weil sie in die Zone der Linie L fallen, die Bedingungen 

M=^kfij iV=*v, Ä=:Af, 
und dass aus demselben Grunde für die beiden anderen Flächen die Bedin- 
gungen M^^k^^, N^^k^ify Rx^k^q 
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erfüllt sein müssen. Folglich erhaltea die beiden Tangenten die Werthe 

tan ;F'= ^,ffi^-h»^-hp' ^ *,/P 

a^a^b^b^-^c^c^a^a^^bj^^c^c^ Öt 

Diese beiden Wertbe müssen nun jedenfalls ein rationales VerhSltniss 
haben, sobald nur k und Q^ sowie k^ und j^i rationale Grössen sind. Diese 
letztere Bedingung wird aber bei den Krystallfläcben wirklich erfüllt 
sein, wie schon daraus gefolgert werden kann, dass nach §. 35 für Krystall- 
flächen eines und desselben Formencomplexes 

satt a, b und c Werthe wie ma, nb und rc 
- «', b* und c - - wi'fl, nb und rc 

a. s. w. vorauszusetzen sind, in denen die Ableitungszahlen m, », r v.s.w» 
rational sind, und nach deren Einführung die in den Werthen von Q and Q^ 
erscheinenden Producte a*^, (^c? und t^c^ ebenfalls rationale Werthe erhal- 
ten müssen, sobald die Grundparameler n, b und c entweder nur durch ratio- 
nale Zahlen oder durch Quadratwurzelzahlen auszudrücken sind. In derselben 
Voraussetzung werden aber auch die Werthe von k und k^^ welche dersel- 
ben (ob — und — K oder — und — , oder — und — ) auch in Anwendung 

kommen mögen, nothwendig rational ausfallen müssen. 

Da nun ^und fV' irgend zwei beliebige tauto^onale Kanten be- 
deuten, so wäre hiermit vorläußg für sämmtliche orthoedriscbe Krystallsy- 
steme die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozonaler Kanten, und 
zugleich die Behauptung erwiesen, dass in diesen Systemen die Tangenten 
tautozonaler Kanten rationale Multipla einer nnd derselben irratio- 
nalen Grösse, nämlich der Grösse y^u^-i-y* -#-()* sind. 

Auch ergiebt sich hieraus, dass die Tangente irgend einer, von zwei be- 
liebigen Flächen F und F' gebildete Kante durch den Ausdruck 

tang;r= /.,/ , , I ^w / 
^ aabb -k-cc aa -i-bb cc 

dargestellt wird, sobald nämlich diese Flächen in die durch //, v und q be- 
stimmte Zone fallen. 

Anm. Da die Rationalität der Tangenren- Verhältnisse eine durch alle Be- 
obachtungen bestmigte Thatsaebe ist, und da sie, nach denen fUr tangüT und 
tang^' gefundenen Werlhen, gar nicht Statt finden k^önnte, wenn die Grund- 
parameler tf, b und c andere^ als rationale Zahlwertbe oder Quadratwurzel- 
werthe hätten, so liefert sie uns den Beweis för die Richtigkeit der von fFeis» 
geltend gemachten Ansicht, dass die Grundparameter in den orthoedrischen 
Krystallsjrstemen allgemein nur io QuadratwurzelgrOssen ihren natur- 
gemässen Ausdruck finden k(tainen, ohne dass jedoch rationale Zahlwertbe gänz- 
lich auigesefalossen sind. 
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§.42. Verhältniss der Tangenten taulozonaler Kanten in 
den triklino^drischen Axensystemen. 

Nehmen wir an, dass die vier Flächen F und F\ F^ and F^ einem tri- 
klino^drischen Axensysteme angehören, so gelangen wir allerdings auf ganz 
andere und weit complicirtere Resultate. Die allgemeine Begründung dieser 
Resultate ist jedoch wesentlich dieselbe, wie im vorhergehenden Paragraph, 
und ihre Verschiedenheit ist nur in dem verschiedenen Wertbe begründet, 
welchen die Tangente des Neigungswinkels zweier Flächen, vermöge de& 
eigentbümlichen Cbaracters des Axensystems, nothwendig erhalten muss. 

Es sei die Zonenlinie abermals durch die Gleichungen 

^«y =Ound^-?:*0 

gegeben, und es seien die Parameter der Flächen dieselben wie in §• 41, also 
a*j b und c für F, tt\ b' und c für F' u. s. w., so wird nach §. 34 tang^ss 

adbk'w^Y^eeaüM^ß'¥'bb'eo%in*ar-aa\lHi'k'b't)A'~'bb\ea'¥ea)B'^^^^ 

oder tengfT- ?J5:^^?|^?^^ 

ganz auf ähnliche Weise bestimmt sich der Werth von 

Vi 

indem wir in dem Aasdrucke von taog/f^ statt If, N und R die Grössen M^^ 

N^ und^p sowie statt «r, b und c die Grössen a^ b^ und c^, endlich statt 
a\ V und c die Grössen a/, bl und c/ einsetzen. 

Da nvn afcer die vier Flächen F, F\ F^ und F/ tautozonal sein sol- 
len, so gellen fiir sie abermals die Bedingungen : 

M^kfA^ N^kv, ä=stf 

M^^k^fi, iVj=Ä^v, B^^k^q 
Hieraus folgt deun : 

ung;»^= ''"^^'°^^'°y^>'^ 

Q 

XMgJV'^ sin^sin/gsiny *, yP 

in welchen Ausdrücken 

Prs /4;^+i^^+^'+2/ii'co^/-f-2(/icos/?+2v^cosa 
ist, daher sieh denn vorläufig ergiebi, dass beide Tangenten Multipla eines 
und desselben irrationalen Grund werthes^ nämlich der Grösse sin^sin/9sin}^ y^P 
sind. 

Sollen nun aber die Factoren dieses irrationalen Grund werthes ra- 
tional sein, so müssen sowohl k und k^^ als auch Q und Q^ rationale Werthe 
haben. Für die beiden ersten Grössen ist diess nach §. 41 anbedingt anzu- 
nehmen $ die beiden anderen Grössen Q und jßi ^^^^ werden, w«nn man in 
ihnen ma, nb und rc statt a, b und c, sowie ma^ nb und rc statt a\ b* und 
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e\ u. 8. w. selxt, solche Weribe erbalteoy deren SalioDalität nar dann be^ 
slebeo kana, wenn jedes der drei Prodaoie 

beA\ oder bcco^A&inßtiny 

eaB'j - cmosBmyuina 

abC'j - «AcoaCsittasiB/? 
für sich einen rationalen Zahlwerth bat. 

Diess wären also diejenigen drei Bedingvogen, welche in einem jeden 
triklino^driscben Axensysteme zwischen den Grundparametern a, b und 
c, und zwischen den Grondwinkeln desselben erfüllt sein müssen, dafem 
auch in ihm das Gesetz der Rationalität der TaDgenten-Verhältnisse taatozo- 
naler Kanten erhalten bleiben soll. 



Dirrtr^ CopittL 
Transfonnation der Azensyvteme. 

§. 43. Erlinternng der Aufgabe. 

Da in manchen Krystallformen die Wahl des Axensyslems eine willkür- 
liche ist, oder auf verschiedene Weise getroffen werden kann, und da es bis- 
weilen selbst für solche Krystallformen, welche uns unbedingt auf ein einzi- 
ges und bestimmtes Axensystem verweisen, von theoretischem Interfesse sein 
kann, sie auf ein anderes Axensystem zu l>eziehen, so bildet die Trans- 
formation der Axen, oder der Uebergangvon einem Axensysteme 
anfein anderes, eine nicht unwichtige Aufgabe der Krystallographie. 

Diese Aufgabe läuft wesentlich darauf hinaus, für irgend eine, durch 
ihre Parameter in Bezug auf ein gegebenes Axensystem bestimmte Fläche 
diejenigen Parameter aufzufinden, welche ihr in dem neu einge- 
führten Axensysteme zukommen. Da wir jedoch diese Aufgabe nur für 
das besondere Bedürfniss der Krystallographie zu lösen haben, so wollen 
wir sie auch gleich in der Weise auffassen , wie sie für die Krystallfor- 
men in Anwendung zu kommen pflegt. In den Krystallformen wird nämlich 
für das neu einzuführende Axensystem gefordert, dass selbiges von irgend 
dreien, nicht in eine Zone fiillenden Krystallflächen, als den 
neuen Coordinat- Ebenen, und daher von den drei Durchschnitts- 
linien dieser Flächen, als den neuen Axen gebildet werde. Sonach lässt 
sich unsere Aufgabe folgenderweise ausdrucken : 

In einem beliebigen Axensysteme ist uns eine Fläche P durch ihre 
Parameter ir, 6 und c gegeben; drei andere, auf dasselbe Axensystem 
bezogene Ptächen F\ F" und F"' sdHen ab die Coordinat-Ebenen 
dnes neuen Axensyslems eingeführt werden; man sucht die Parameter 
Hf, b^ und c^y welche sich für die Fläche F in den drei Durchschnitts- 
linien der Flächen F'^ F" und F"', als den Axen dieses neuen Axensy- 
Sterns» ergeben. 
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Bei dieser Transfepmaiion wird übrigens stets vorausgesetzt, dass {lei d e 
Axensysteme einen gemeinschaftlichen Mittelpun^t-haben; daher 
werden wir uns die drei Flächen F\ F" nnd F'" jedenfalls auf den Mittel - 
punct des gegebenen Axensystems verlegt denken, in welchem sich die 
neuen Axen eben sowohl schneiden müssen , wie die ursprünglichen. Mit 
Ausnahme det* Fläche F haben wir dahet* nur solche Flächen zu berücksichti- 
gen, welche durch den Mittelpnnct gehen. 

§. 44. Allgemeine Auflösung der Aufgabe. 

Um unsre Aufgabe ganz allgemein zu lösen, wollen wir annehmen, dass 
das gegebene oder ursprüngliche Axensystem beliebig entweder ein orlho- 
fe'drisches, oder ein Iriklinoedrischcs sei , wodurch nur für das Endresultat 
eine Verschiedenheit herbeigeführt wird. 

Die Fläche F sei durch die Gleichung 

a c 
gegeben, und eben so seien die Gleichungen der drei, auf den Mittelpunct ver- 
legten Flächen F\ F" und F'" : 

a b 16 a c a b c 

so kommt es zunächst darauf an, die drei Durcbschnittslinien dieser Flächen 
zu linden, welche ja die neuen Ax^n bilden sollen. Nennen wir 

L die Dui^chscbnittslinie von F* und F" 
L' - . . F" - F' 

L" - - - F" - F'" 

so bestimmen «ich nach §» 17 und 19 in jedem Axensysteme die Gleichungen 
dieser Linien, wie folgt: 

ruTL, -_| = o«„d^-J=o 

für!,', ;^-^' = und Jf-^ = 

für!,", ;^'— ^=<* «n* ^•^IJ»'*^ 

in welchen Gleichungen : 

M = a'a"(b'c"-b"c'), N = b'b"(c'a"-c"a'), R = c'c"{a'b" -a"b') 

M' ^a"'a(b"'e'-i'c"'), N' = b"'b'(c"a-c'a"'), ff =zc"'c'(a"'b'-a"'b') 

M =a a {b c —6 c ), N =b b (c a — c a ), n =c c (a b — a b ) 

Combiniren wir nun die Gleichung der Fläche F successiv mit den Gleichun- 
gen der Linien L, L' und L'\ so gelangen wir auf die Coordinaten der 
Durcbschnittspuncte F, P' und P'\ in welchen jene LiiUen, als die neu ein- 
geführten Axen, von der Fläche F geschnitten werden. Diese Coordinaten 
erhalten, wenn wir der leichteren Uebersicht wegen 
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Mbc +iVc/i +Äa* =5 

schreiben, die folgenden Werlhe : 
fnr den Panet P, or as 

für den Punct P\ a? = 

für den Panet P"i x « 

Nun sind die Centrodistanzen dieser drei Pancte offenbar nichts Ande- 
res, als die gesuchten neuen Parameter a^^i und c^, durch welche die 
Lage der Fläche F in Bezug auf das neue, von den drei Linien L, L' und L" 
gebildete Axensystem bestimmt wird. Die weitere Auflösung des Problems 
wird also auf den verschiedenen Charakter des ursprünglichen Axen- 
systems Rücksicht zu nehmen haben. 

Ist dieses Axensystem ein orlhoedrisches, so finden sich die neuen 
Paranfteter (nach §. 28, I) wie folgt: 



abcM 
S ' 


y= 


abcN 

s ' 


« = 


abcR 

S ' 


abcM' 

S' ' 


y= 


abcN' 

S' ' 


« = 


abcR 

s- ' 


abcM" 

' 5" 


'y* 


abcN" 

S" ' 


;.= 


abcR" 



"« " älbc+Nca+Rab ~ S 



« ~ M bc+Nea-t-Rab ~ S 



Lli 



_ abcyJI"^-¥'N'^'i'ß:^ _ abcYT' 
^* "" M'bc'^N'ca'k'R'ab "" S" 

und hiermit wäre denn die Aufgabe für alle diejenigen Fälle gelösst, da ein 
rechtwinkeliges Axensystem gegeben ist, welche Beschaffenheit auch 
das neue Axensystem haben mag. 

Wenn dagegen das gegebene oder ursprüngliche Axensystem ein tri- 
klinof^drisches ist, so haben wir zu berücksichtigen, dass die Coordina- 
ten jedes der drei Puncte P, P' und P" schiefwinkeiig zu einander sind, in- 
dem X und y den Winkel /, % und x den Winkel /9, y und ss den Winkel a 
bilden. Daher erhalten in diesem Falle die neuen Parameter (nach §. 28, II) 
folgende Werthe : 

_ gtey^JI*H-A^*4-/?*H-2iV^cos<yH-2/fJfcos/yH-2J/A^co^ ^abcy T 

^* ■" Albc+Nea+Rab S 

^* ~" M'bc-¥N^ca'¥ä'ab '. S' 

Setzt man in diesen Ausdrücken a = /^ ^ ;/ = 90®, so gelangt man natürlich 
wieder auf die vorher gefundenen Werthe. 
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§.45. Wichtige Fotgernng fär die Krystallographie. 

Die im vorbergebenden Paragrapbes gefoadenen Resultate erlangen nun 
für die Krystali formen deshalb eine ganz besondere Wichtigkeit, weil 
nach §. 35 alle Flächen eines und desselben Formencomplexes unter dem Ge- 
setze stehen, dass ihre Parameter rationale Maltipla gewisser Grund - 
Parameter sind, durch welche dieser Formencomplex zunächst charakte- 
risirt wird. 

Bezeichnen wir also diese Grnndparameter mit a, b und e, und wollen 
wir die Resultate des vorhergehenden Paragraphen in einer, jenem krystallo« 
graphischen Gesetze entsprechenden Weise darstellen, so haben wir in ihnen 

fiir die Fläche F statt 0, b wbA c die Werthe may nb und re 

- - - F* ' a\ b' und c - - m'«, nb und re 

- - - F" - a",b" und e" - - wi"«, n"b und r"c 

. F" - a\b"'mic" . - m"'a,n"bmir'"c 
einzoschreiben. Dadurch erleiden die Werthe von a^, b^ und c^ eine kleine 
Umgestaltung ; denn es wird zuvörderst 

abc = mnrabc \ bc = nrbc, ca = rmca^ ab ss mn^ ; 

ferner erhalten die bisher mit Jf, iV, R u.s. w. bezeichneten Grössen folgende 

Werthe : 

M =a= mni\nr"'-nr)a%c ss oiAabc 
N = nn'^rm'—r'm'yatl^c =: b^abc 
R = rr'(m'n'^m"n)abc^ ac oRabc 
M' SS m"m{n"r^nr")a^bc =: aM'abc 
N' = n"n(r'm'-rm')ab^c = bN'abc 
R = r"r(m"n-m'n'')abc^ = cKabc 
M" = mfn'\nr*'~n*r)€?bc^s=. aM'abc 

R = r"r "(ift "n"'-w"V>*c*= cR"ii*c 
Führt man alle diese Werthe in die Ausdrücke von a^y b^ und c^ ein, so er- 
giebt sich, dass wenn in irgend einem, durch die Grundparameter a, b, c cha- 
rakterisirten Formencomplexe eine durch die Parameter 010, nb und rc be- 
stimmte Fläche F auf drei neue Axen bezogen we.rden soll, welche die 
Durcbschnittslinien dreier anderer Flächen F\ F" und F" desselben For- 
mencomplexes sind, dann die drei neuen Parameter a^, ^^ und c^ der Fläche 
F sich mit folgenden Werthen herausstellen : 

1. wenn das ursprüngliche Axensystem ein Ortho 6 drisch es ist: 

_ wwr/g^M^H-A^N^H-c'R* _ rnnrYT 

* ^ Mur-hNriw-i-Rjfw "" 5 



_ lWlr/a^M'^-^A^N'^■^c^R'^ _ rnnrYT 
* "" • MV-i-N'm-l-R OT« "■ S' 

_ mnr /o^M ' ^-h^' JJ'^-hc^R"» _ rnnrYT' 
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2. wenn das ursprängliche Axensyslem ein triklinoedrisches ist: 

' Miir-i-Nriii-4-Ibfiii '^ S 



^ __ mitryfl»M"4-^'N'*4-g*R^-t-26eN'R*coaa4-2cgR'M'coa^H-2ii6M\N'co>y mnrYT 

* M'nr+N'mi+R'iraR *^ S' 

^ _ mnr y fl'M'"-t>»*IS''*-t-<^a**-t>26ci^'R"coMH-2oaR*li"cos^4-2<i6M*«''eoty _ iitnr y^F' 

* M''jir+N"rm+R''mj» "" A^' 

Betrachtet man diese Werthe genau, so erkennt man sofort, dass jeder der- 
selben aus einem rationalen Factor besteht, welcher mit einem der 
drei irrationalen Pactoren i^r, oder /T', oder yT" nnitiplicirt 
ist. Denn da die Grössen m, n, r, m\ n\ r u. s. w. nach §. 35 stels ratio- 
nale Werthe haben, so gilt dasselbe auch von den Grössen M, N, R, H' 
u. s. w., und folglich auch von denen durch 5, S' und S" ausgedruckten 
Summen. 

Beziehen wir nun irgend eine zweite Fläche F^ desselben Formencom- 
plexes, welche uns in dem ursprünglichen Axtnsysteme durch die Parameter 
197^0, n^i und r^c gegeben ist, auf dasselbe neue Axensystem, so bestim- 
men sich deren neue Parameter n,, h^ nnd c^ in ganz ähnlicher Weise, 
wie folgt : 

wobei die Grösse Sy ä Mw^r, -1- Nr^wi^ -h Yim^n^ 

S/ = M'n^r^ -h N'rjifij -h IXw^n^ 

und man erkennt, dass diese drei Parameter abermals aus rationalen 
Factoren bestehen, welche in dieselben Avti irrationalen Fac- 
tor en yT^ yT' und yT\ multiplicirt sind, wie solche in den Werthen 
von ffj, b^ und c^ auftreten. 

Da nun die beiden Flächen Fund F^ zwei ganz beliebige Flächen des 
gegebenen Formencomplexes sein können, so ergiebt sich hieraus das sehr 
wichtige kryslallonomische Gesetz : dass alle Flächen, und folglich auch 
dass alle Formen eines und desselben Formencomplexes, wenn solche auf 
ein neues Axensystem bezogen werden, dessen Axqu die Durchschnitt s- 
linien irgend dreier Flächen desselben Formencomplexes sind, diese 
neuen Axen gleichfalls m rationalen VeThältnissen schneiden.*) 

Dieses Gesetz gilt ganz allgemein, es mag nun das urspriinglicbe Axen- 
system ein orthof^drisches oder ein klinoedrisches sein; es gilt allgemein, 
welche Beschaffenheit auch das neue Axensystem haben möge, und es 
liefert uns sonach den Beweis, dass ein jeder Formencomplex nach Be- 
finden auf sehr verschiedene Axensysteme bezogen werden kann, 
in deren jedem jenes and er e Gesetz (§. 35) erhalten bleibt, dass die Para- 



^) K^tpff^T gab dea Beweis Fdr dieses Gesetz in seinem Randbacbe der recboenden 
KrysUllooemie 1851, S. 491 ff. 
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meler aller Flächen rationale Multipia dreier Grundparameter sind, 
welchen wir wohl im Allgemeinen irrationale Werthe zuerkennen müs- 
sen. Denn die drei Grössen yT^ yT und yT" stellen in der That die 

drei neuen Gruudparameter dar, so wie die drei Grössen — ^, -^r 

und -^ die rationalen Factoren derselben, oder die neuen Ableitungs- 

zahlen darstellen. 

Bei der Betrachtung der einzelnen Krystallsysteme werden wir Gelegen- 
heit haben, diese Transformation der Axensysteme specielier zu ef*läulern. 



Jünfled Capitel. 
Theorie der Zwillingskrystalle. 

§. 46. Erläuterung und Begründung dieser Theorie. 

In der Krystallwelt kommt sehr häufig die Erscheinung vor, dass zwei 
gleichgestaltete Kryslalle oder Individuen derselben Species nach einem 
bestimmten Gesetze mit einander verwachsen sind. Man nennt der- 
gleichen gesetzmässig verbundene Paare von Individuen Zwillingskry- 
stalle. Das ihnen zu Grunde liegende Gesetz lässt sich aber in den meisten 
Fällen dahin aussprechen, dass beide Individuen in Bezug auf irgend 
eine Fläche des betreffenden Formencomplexes, welche die Zwillings- 
fläche genannt wird, zu einander symmetrisch gestellt sind, oder, mit 
anderen Worten, dass sich das eine Individuum in einer, um die Normale 
der Zwillingsfläche, welche die Zwillingsaxe genannt wird, durch 180^ 
verdreh t]en Stellung gegen das andere Individuum befindet. 

Dieses Stellungsgesetz der beiden Individuen ist ganz unabhängig 
von der Art und Weise ihrer Verwachsung ; es bleibt unverändert, beide In- 
dividuen mögen nur an einander, oder durch einander gewachsen sein; es 
bleibt also auch unverändert, wir mögen uns die Axensysteme beider In- 
dividuen um verschiedene Mittelpnncte, oder um einen und densel- 
ben Mittelpunct ausgebildet denken. So weit es sich daher um die Beurthei- 
lung der Stellung beider Individuen eines Zwillingskrystaii« handelt, kön- 
nen wir jedenfalls voraussetzen, dass ihre beiden Axensysteme einen gemein- 
schaftlichen Mittelpunct haben. 

Sonach ist uns in jedem Zwillingskrystalle eine Copulation zweier iden- 
tischer Axensysteme gegeben, welche um einen und denselben Mittelpunct 
dergestalt ausgebildet sind, dass beide symmetrisch gegen eine bestimmte 
Fläche liegen, welche stets eine krystallographisch-reelle Fläche des betref- 
fenden Formencomplexes ist. Von dieser Vorstellung ausgehend, können wir 
die Theorie der Zwillingskrystalle auf die symmetrische und krystallonomi- 




Fig. 13. 
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sehe Copolalion zweier idenUscher Axeosysteme gründen, und als ein ganz 
allgemeines Problem der analytischen Geometrie behandein. 

Die einfachste VorsteUnng, welche wir bei dieser Theorie zu Grunde 
legen können, ist nun die, dass anfangs die beiden Axensysteme I nnd 11 coin* 
cidiren, und dass hierauf das- eine gegen das andere um die Zwillingsaxe durch 
180« verdreht werde. Es seien MX, MY und i/Z die drei positiven Halb- 

axen des Axensystems I, und es sei MN die Zwil- 
lingsaxe. Das Axensystem II, dessen Axen wir mit 
MX\ MY' und3/Z' bezeichnen wollen, coincidirt 
vor der Drehung mit dem ersteren; nach der 
Drehung fällt jede seiner Axen in die durch die Zwil- 
lingsaxe und die gleichnamige Axe von I bestimmte 
Ebene, oder in eine der projicirenden Ebenen der 
Zwillingsaxe, also die MX' iii die Ebene NMX, 
die MY' in die Ebene NMY, und die MZ' in die 
Ebene NMZ. Auch bildet eine jede dieser Axen mit 
der Zwillingsaxe denselben Winkel, wie die gleichnamige Axe des Axen- 
systems I, so dass 

Winkel NMX' = Winkel NMX 

- A'iWr = - NMY 

- NMZ' = - NMZ 

Aus diesen Bedingungen lassen sich nun die Gleichungen der Axen des 
zweiten Axensystems in Bezug auf das erste Axensystem ableiten; ein 
Problem, dessen Lösung uns weiter auf die Erkennung des Zusammenbanges 
fuhrt, welcher zwischen den Flächen der beiden Individuen eines Zwillings- 
krystalls obwaltet, weshalb wir es wenigstens für die orthofe'driscben 
Axensysteme etwas ausführlicher behandeln und verfolgen müssen. 

§.47. Transposition des einen Axensystems auf das andere, 

bei rechtwinkeligen Axen. 

Wenn die symmetrisch copulirten Axensysteme orthocfdrische sind, so 
wird die allgemeine Lösung der Aufgabe, die Axen des zweiten Systems als 
Linien darzustellen, welche uns im ersten Axensysteme gegeben sind, in fol- 
gender Weise zu geben sein. 

Es sei die im Axensysteme I gegebene Gleichung der Zwillingsfläche 

so werden nach §. 3t die Gleichungen der Zwillingsaxe : 

b a a c CO 

öder, vollständig so geschrieben, wie es eigentlich für eine durch den Mittel- 
punct gehende Linie gefordert wird (§. 23 und §. 31, Anm.) 



^-.y =0 ---=0 i^--=0. 

bc ea ^ ab bc ' ca ab 
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unterscheiden wir non die Axen des zweiten Azensyslens ads Axen der 
x\ y und z von den Axen der x^ y nhd % des eisten AxensystemSf so ist es 
die erste Bedingung fär ihre Lage, dass eine jede derselben in eine der pro- 
jicirenden Ehenen der Zwiilingsaxe talHr; und zwar füllt 

die Axe der x in die projicirende Ebene durch x^ 
- - - y - - - - - y, 

folglich wird die eine Gleichung 

für die Axe der x \ 2. — ~ ä 

ea ab 

für die Axe der y' : -j — t- = 

für die Axe der ;»' : i ^ =0 

bc ea 

Da nun aber diese drei Ax^en gleichfalls durch den Mittelpunct des ersten 
Axensyslem« gehen, so sind wir nach §.23 berechtigt, als zweite Glei- 
chungen für sie die folgenden einzuführen : 

für die Axe der a?' : — =0 

jEt ea 

für die Axe der y' : r ^ = 

^ bc V 

für die Axe der «' : »- = 

q bc 

und es handelt sich jetzt nur noch darum, die Parameter /u, v und ^ zu finden. 
Dazu gelangen wir durch Benutzung der zweiten Bedingung für die Lage 
dieser Axen ; der Bedingung nämlich, dass jede derselben mit der Zwiilings- 
axe einen gleich grossen Winke! bildet, wie die gleichnamige Axe des 
ersten Axensystems. 

Es bestimmen sich aber die Winkel ^, v und tt welche die Axen der x^ 
y und X mit der Zwiilingsaxe bilden, nach dem in §. 30, I stehenden Aus- 
drucke 

eosfr= — ^^-— ^ -V — 



wenn wir in selbigem einerseits p=:bc^ qssca und s ss aby anderseits suc- 
cessiv p B cx^, q 9=00 und 5' ss oo setzen, wie folgt : 

w bc bc 

cosf = 1-^ =a= -i—. 



ca ca 

cosv = 



^ ab ab 

C0SC=3 ^- r= AT — -- 

Eben so erhalten wir die Winkel ^', v und t\ welche die Axen der x\ y 
und X mit der Zwiilingsaxe bilden, wenn wir in demselben Ausdrucke von 
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eos^ einerseils ßr p, q uod s die vorherigeo Wertbe, anderseils sUtt p'j q 
und s successiv die nachstehenden Wertbe eiusetsea : > 

für die Axe der x : p ssf$, q' ^sz ca^ i ss 4h 
für die Axe 4er y : p s £c, ^ = v, / s «£ - 
fSr die Axe der % x /i' = bc^ q = ca^ s =s ^ 
Auf aolche Weise bestinmt sich 

^, Qob'i'il^a^'hc^a^ 

COSL sc -^ --e-, , — 

Macht man nun die Bedingungen geltend, dass ^' = $, v ^v und ^' = ^ sein 
müssen, so ergeben sich zunächst drei Gleichungen, aus welchen mit Leichtig- 
keit folgende Wertbe von fi, v und q abgeleitet werden : 



2m 



. ^7 ^ 

Demnach werden die Gleichungen der drei Axen des Axensystems 11, weiui 
solche auf das Axensystem I bezogen werden, folgende : 

für die Axe der x : tt-s »775 — 5- — ^ aeO und ^ äO 

b^iT'-a^b^-^ir) ca ca ab 

2cet/ X s X 

Vax die Axe der y \ -s-« — .> / » — «r — t- s= und -^ -•- ^ «r 

^ fra^-^b^fr-^a^) bc ab bc 

für die Axe der s : -x^z — =--^ — 7^ — -t-säc und r-.^ — =«0 ^ 

crbr-^c^a^-^o^) bc bc ca 

norit welchen drei Systemen von Gleichungen die Grundlage für die Theorie 
aller Zwillingskrystalle orthoe' drischer Krystallformen gefunden ist/) 

§. 48. Transposition der Coordinat-Ebenen des zweiten 

Axensystems auf das erste. 

Nachdem wir die Axen des Axensystems 11 als Linien dargestellt 
haben, welche uns im Axensysteme I gegeben sind, so ist es eine sehr leichte 
Aufgabe, auch die Coordinat-Ebenen jenes Axensystems als Flächen 
innerhalb des ersten Axensystems auszudrücken. Zu diesem Ende bedarf es 
nur der Erwägung, dass eine jede dieser Ebenen die Normal-Ebene einer der 



*) V6r^. mein Lehrbncb der reinen and angewandten RrysUilJofrayfcie, il, S. JI36, 
we dieselben Behalt tte mitsetheilt worden sind. 

Naumann^s KryslaUographie. o 
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Axen, oder dass jede Axe dieCentronormale einer der gesuchten Goer- 
dinat-Ehenen ist; es ist nämlich 

die Axe der z die Centronormale der Ebene {xy) 
. . . y' - . . . {z'f) 

- - ' X - - - - (y'V) 

Man setze nun, es sei allgemein die Gleichung einer jeden dieser drei Coordi- 

nat-Ebenen von der Form : 

a b o 
so werden die Gleichungen ihrer Centronormalen allgemein : 

*V 77 """' a'y 77 ""' cV dV """• 

Da nun diese Centronormalen identisch mit den Axen der z y der y' und x 
sind, so brauchen wir nur ihre Gleichungen successiv mit denen zu Ende des 
vorhergehenden Paragraphs stehenden Gleichungen derselben Axen zu iden- 
tificiren, um für jede der drei Coordinat-Ebenen die ihr zukommenden Werthe 
von a\ V und c zu finden. Es wird also z. B. für die Axe der x' y als die 
Centronormale der gesuchten Ebenen (y'^') : 

ab ^sLüh. ca ^ ca, b c ^ si^^ 

Zbc 

Multiplicirt man die beiden ersten Gleichungen, und setzt man in das Prodnct 

dH'c' statt b'c den durch die dritte Gleichung gegebenen Werth, so findet 

man „ 2fl*i*c* 



fl^ = 



woraus sieh das Verhältniss d^ : ab' : c'd^ oder 
, ., . _ 2fl*V , 

folgern lässt, auf dessen Kenntniss es ja lediglich ankommt, weil die gesuchte 
Coordinat*Ebene (y'»') eine durch den Mittelpunct gebende Fläche ist. Durch 
dasselbe Verfahren erhalten wir nun überhaupt folgende Parameter- Verhält- 
nisse für die transponirten Coordinat-Ebenen des zweiten Axensystems : 

für die Ebene (xy)-. a'ib'ic = ^ '' ^ '' ^^t^^ZI^t^^r^ 

2bi^a^ 
für die Ebene (s'x') : d ib'ic = a : -0-5 — nv-i «t '• c 

2flÄ*c* 
für die Ebene (y%) : d ib' ic ss 7=-= — 5-^^ — 5- 1 b i c 

Anid« Betrachten wir diese Verhaltoisse etwas genauer, indem wir zu- 
gleich darauf Racksicht Dehmeo, dass die Zwillingsflache, woon wir sie ganz 
allgemein als irgend eine abgeleitete Fläche vorstellen wollen, eigentlich 
durch ein Parameter- Verhältniss ma : nb : rc bestimmt wird, dass also in vor- 
stehenden Verhältnissen diese Grossen an die Stelle von n, b und c gesetzt 
werden mflssen, so gelangen wir za der Erkenotniss, dass sich die Parameter 
a', V und c der transponirten Coordinat-Ebenen jedenfalls als rationale 
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Maltipla der drei Grandparameter des Axensystems I beraasstelleo, sobald 
nur diese Grandparameter entweder durch rationale Zahlen^ oder darch Qaa- 
dratwiirzelzahlen ausgedrückt werden kOnoen. 

Damit sind wir aber offenbar anf das Resultat gelangt, dass, bei jeder 
zwilliogsmüssigen Gopolation zweier identischer (orthoedrischer) Axensysteme, 
die drei Coordioat-Ebenen des Axensystems II dreien krystaiJographisch- 
md glichen Flachen des Axensystems I entsprechen, und vice versa. Wir 
können also in jedem Zwillingskrystalle die drei Goordinat-Ebenen des einen 
Individuams als drei krystallographisch-mögiiche Flflchen des anderen Individa- 
ums betrachten. 



§. 49. Transposition irgend einer beliebigen Fläche des 

einen Axensystems auf das andere. 

Das so eben hervorgehobene Resultat betrifft jedoch nur den besonderen 
Fall eines ganz allgemeinen Gesetzes; des Gesetzes nämlich, dass in 
allen Zwillingskrystallen orthoedrischer Formen jede Flache des «inen 
Individuums, wenn sie auf das andere Individum transponirt wird, einer 
krystallographisch-mögUchen Fläche dieses Individuama entspricht, 
indem sich ihre Parameter auch in dem Axensysteme dieses Individuams 
als rationale Multipla der Grundparameter herausstellen. 

Die Wirklichkeit dieses Gesetzes lässt sich auf folgende Weise darthun. 

Denken wir uns im Axensystem II irgend eine Fläche F' durch die Gleichung 

— ' ' ' 

^ a.y -A.^ -1 

a o c 
gegeben, so läuft die ganze Untersuchung darauf hinaus, für dieselbe Fläche 
diejenigen Parameter a^, b^ und c^ zu berechnen, welche ihr in den Axen der 
x^ der y und der s des Axensystems I zukommen. Nun haben wir bereits in 
§. 47 die Axen der x\ der y und der x' als Linien innerhalb des Axen- 
systems I bestimmt ; die vorstehende Gleichung aber sagt uns, dass solche 
Linien von der Fläche F' respective in den Distanzen a , b' und c vom Mit- 
telpnncte geschnitten werden. Bezeichnen wir also die Durchschniltspuncte 
dieser Linien mit den Buchstaben Ä\ Y' und Z', so wird unsere Aufgabe 
wesentlich darin bestehen, erstens dieGoordinatenor, y und s für jeden 
der drei Puncte X\ Y* und Z' zu bestimmen, wobei die Parameter a', V 
und c\ als die Centrodistanzen dieser Puncte, zu benutzen sind ; dann aber 
nach §. 18 die Parameter derjenigen Fläche aufeusuchen, welche durch die- 
selben drei Puncte geht, und natürlich keine andere, als die auf das Axensy- 
stem I transponirte Fläche ¥' ist. Wir wollen den ersten Theil dieser Rech- 
nung beispielsweise für einen dieser Punete, etwa für den Punct X* durch- 
fuhren, hierauf die Coordinaten für alle drei Puncte zusammenstellen, zuletzt 
aber den §. 18 in Anwendung bringen, um das Endresultat, d. h. um die Be- 
stimmung von ii|, b^ und c^ zu erhalten. 

Die Coordinaten des Punctes X' finden sich durch folgende Betrachtung. 
Für jeden Ponct der Axe der x gelten die Gleichungen : 

5* 
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ibca: 



«y =.Oundy-l=:0 



b^c^'^a\tl^-^€^) ca ca ab 

j • ^(AV— Ä*i*— c*a*) , aby 

oder a: = ^ 25-1-5 -j und z = — 2_ . 

Zabtr ac 

die GeDtrodistanz irgend eines Punctes dieser Axe wird daher 

Nun ist uns aber die Gentrodistanz des Puncles X' mit dem Werthe a gege- 
ben ; folglich wird für diesen Ponct, wenn wir seine Coordinaten mit p^ q 
and 8 statt mit x^ y nnd x bezeichnen, 

Durch ganz älioliehe Betrachtnagen bestimmeD sich für den Puaet Y' die Co- 
ordinaten: 

P — Ä-'.? =" s '' =-5^' 

und eben so fir den Pnnct Z* die Coordinaten : 

p =— j-,y Ä-j-,* =^ --g . 

Die in dem Axensysteme II durch die Parameter a\ ^ und e gegebene Fläche 
F''geht'hifn'aberdurc)i diese 4il*ei Puncte, deren vorstehende Goerdinafcea sieh 
auf das Axensystem I beziehen ; schreiben wir also ihre auf das selbe Axen- 
System bezügliche Gleichung 

^+^ + — =1 

so werden ihre in die Axen der^, dery und der s" fiiileBden Parameter «^ 
b^ und c^ durch die n^eun Coofdifiaten p, q^ Sj p' u. s. w. nach §. 18 voU- 
komiben bestimmt sein! Substituirt man nämlich in denen zu Ende von §. 18 
stehenden Ansdrficken für a^J ^^ und c^, statt /i, q^ s, p' n. s. w. ihre vor- 
stehenden Werthe, so erhält man Aach den erforderlichen Rednctionen : 

_ dhc{aH^'¥c^ a^'¥l^c^) db'cß 

* "" 2abc{cc-had)b'Mc^<^-b^c^-aH^)cd "" 2abc{cc'^ad)V''Bed 
_ a^yc(a^&^■^c^fl^^^^V) db'cS 

welches die gesuchten Parameter der auf das Axensystem I traaspönirten 
Fläche sind. 

Dass nun aber diese Parameter wirklich rationale Multipla der 
Grundparameter sind, diess wird sofort ersicbllieh, wenn wir sowohl die 
Fläche F (oder die Zwillingsläehe) als auch die Fläche F' Toder die beliebige 
Krystallfläche des Individuums II; als abgeleitete Flächen einfuhren, indem 
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wir Yoranseetseo, dass der betreffende Formeacomplez dorab 4it Grudpara- 
neler a, t oiid c cbarakterisirt sei, und demgemäss in vorstebeaden Werthen 

statt A,. ö und c die Grössen ma, nb und rcj 
• • a\'bl und c die Grössei^ ma^ nb and ro 
einsetzen. Dadorcb wird zuvörderst: 

S = m*»VÄ*H-r*Äi*cV+ÄV*V 

B « nfifaH'^—i^nf^a^^n^i^b^f? 
C = -^m^n^t^b^-^f^m^e^n^^n^iH^c^ 
und endlich : 

i. . . fnnrSü _ p 

^* "" imnr{nn'b^^rr'<^)m'a^^nrA "" 

__ tnnr'Sc ^ 

Da nun die Factoren P, j^ und R rationale Wertbe haben, sobald nur 
die Gmndparameter '^, i und c eiltweder dureh rattonsle ZaUen oder durch 
Qnadratwurzelzahlen darstellbar sind, so ergiebt sich, dass solchenfalls auch 
äyy iy ündCf iratlonäle Sliiltipla der Grundparameter des betreffen- 
den Forineheoittiilexes sind.*) 

§. 50. Transposition des einen Axensystems auf das andere 

bei schiefwinkeligen Axen. 

In den schiefwinkeligen und zumal in den triklinoödrischen Axensyste- 
men lässt uns die Tbeerie der Zwillingsbildung auf weit complicirtere Resul- 
tate gelangen, weshalb wir uns auf die Transposition der Axen beschränken 
wollen. 

Denken wir uns, in einem triklinoe'drischen Axensysteme sei die Zwil- 
lingsfläche ebenfalb durch die Gleichung 

a b c 
gegeben, so werden die Gleichungen der Zwillingsaxe, nach §. 31, II, 

^-.?=o, ^-^=0, y-fL=o 

p q s p q s 

in welchen 

p SS bc&VB^a-^abff ^^aC 

q SS cam^ß-^beC ---abA' 

s =sab8iv?y—caA-^bcB' 
und ^'scos^sin/?sin/, ITsscosAsinj^na, Cs=cosCsinasin/9. 



^) Vergl. neia Lehrbaeh der RrysUUograpUe, II, S. 240. 
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Da nun die Axcd der x\ y und js' des zweiten Axensystems ans ihrer 
anfingiichen Lage (der Coineidenz mit den Axen der or, y und %) durch eine 
halbe Umdrehung um die Zwillingsaxe in ihre neue Lage gebracht worden 
sind, so müssen sie abermals in die projicirenden Ebenen der Zwillingsaxe 
fallen, weshalb sich denn die eine Gleichung 

für die Axe der x mit = 0, 

q s 

für die Axe der v mit =0, 

^ s p 

für die Axe der ;»' mit ^ ssO 

P 9 

bestimmen wird. Auch werden sich die zweiten Gleichungen wiederum 

für die Axe der a? in der Form — = 

/* 9 

X V 

für die Axe der y in der Form «^ » 

^ p V 

s X 
für die Axe der s m der Form =0 

Q P 
einführen lassen, weil alle drei Axen durch den Mittelpuncl des Axensystems 
gehen. Zur Bestimmung der noch unbekannten Parameter ju, v und q gelan- 
gen wir abermals durch die Bedingung, dass jede Axe des zweiten Axensy- 
stems mit der Zwillingsaxe denselben Winkel bildet, wie die gleichnamige 
Axe des ersten Systems. Es ist aber nach §. 30, 11 der allgemeine Ausdruck 
für den Neigungswinkel zweier Linien in einem triklinofe'driscben Axen- 
systeme : co8^= 

>//>*+y*+#*+;^g»cosa+25/icos/S+2/i^cosy V^j»'*+y^*+»'*+2^*'co8a+'2#'p'co9/J+2/>ycos;' 

Lassen wir in diesem Ausdrucke die Buchslaben j9, q und s unverändert, wäh- 
rend wir successiv p\ q und s^ mit dem Wertbe oo einfuhren, so finden wir 
die Neigungswinkel f, t; und ^ der Axen der x^ y und z gegen die Zwillings- 
axe mit folgenden Werlhen : 

,. »-4-*cos/?-h7cosy 
cosf =s -z —^ — - 

Yk 

flr-*-*cosa-|-»cosy 
cosi;= > — '- 

Yk 

C0SL= .—-- ^ 

Yn 

in welchem K =p^-hq^'hs^-h2qscosa'^2spcosß'{-ipqcosy ist. 

Die gleichnamigen Neigungswinkel ^, v' und ^ der Axen der x\ y und 
;:;' gegen dieselbe Zwillingsaxe erhalten wir aber, wenn wir, mit Beibehaltung 
der Buchstaben /?, q und ^, successiv 



e Siereooetrie ; Theorie 4er ZwilliBgslHldmg» 71 

für die Axe der x \ p' » ju, q s q^ s s s 
fiir die Axe der y : f ssp, q' = Vy s' sss 
rür üt Axe der » i p' sspf q'^q^ s'^f 
einsetzen ; es wird nämUch 

w,__ fi(/y4-*co8/?-hycosy)-hy^-h^-t-2y#coga4-ycos/?-h/yyco8y 

Y^K y^jw*+ y^ 4-^+2jrtfCos€r+2/u«cos/^+2^ycos/ 
,_ y(y4-^cosy4-^cosa)-hJ*4-p^-h2jycos^-h/yycosy"hyjco8a 

y Äy y*+*'+/?*+2*pcos/?+2»ycosy4-2y#cosa 
w/ Q(s^qco8a'hpcosß)-hp^'^q^'^tpqcosy-^qscosa'^s pcoaß 

y Ky ^*+/i*+y*+2pycosy+2^ycosa+2f;»co8/J 
Um nun die Werthe von ju, v und ^ zu finden, dazu haben wir abernak die 
drei Bedingungen $' sx^, t;' sv und ^' ^^ geltend zu machen. Wir wellen 
beispielsweise die Rechnung für die erste Bedingung durchfuhren» dann aber 
die Endresultate mittheilen, wie sieb solche aus der ähnUehen Behandlung der 
beiden übrigen Bedingungen ergeben. 

Zur leichteren Verfolgung der Bedingung cosl'scosf setze man zu- 
vörderst 

/H-#cos/?+ycosy= f^ 
y*-*-**-h2y#cosa-h j/?cos/J-hf>yco8y Ä ^ 

so fuhrt uns die Bedingung cosf '=co8^ auf die Gleichung: 

fiF-^ fF=s /^y^/u^+y^4-f'+2y«€osa+2fi«co8/?-fr-2jMjrcosy 

oder auch, indem man das Wurzelzeichen wegschafft, 

u^r^^-Zfif^fF-h fV^^p^F^-k- F^(q^'^s*-h2qscosa'h2pscösß-k'2pqc^) 

woraus denn folgt, dass 

2pr(fr'-sco8ßr--^qcosyr) = FV+'*+Vcosa)-ir» (1) 

Substiluirt man in dem linker Hand vom Gleichheitszeichen stehenden Factor 
von 2/ii^ für F und fF ihre Werthe, so bestimmt sich 

fy^scosßF'^qcosyF'^s ^sin'y+f^sin^/?4-2ys(cosa— cos/9cosy) = L 

Man setze ferner M^= 7+A, nämlich 

y*+**+2y*cosa == T, und 
spcosß'hpqcosy = R 

so wird die bei (1) rechter Hand vom Gleichheitszeichen stehende Grösse 

A"V+**+2y*cosa)-»"*= r(f^*-r-2Ä)-iP 
Der Factor von T erhäk aber den Werth : 

f^»-r-2Ä = ;i*-L 
also verwandelt sich die bei (1) stehende Gleichung in folgende : 

Nun ist Biber p^T^lP^p^Ly folglich wird 

Setzt man in diesen Ausdruck für T und F ihre Werthe, so bestimmt sich 
endlich : 
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Behandelt man auf ähnliche Weise die Bedingangsgleiehang cost;' s= cost;, so 
findet man : 

"~ *(q^scosa^pcibsy) 
und durch dasselhe Verfahren aus der Bedingung coa^' =s cos(: 

^ i^— p^— y*— 2pyco^ 

^ "^ 2(S'hpcosß'hqcosa) 
Wir begnügen uns mit diesen Resultaten, ohne solche noch weitet* diit*ch Sub- 
stitution der Werthe von Pj ^und« zu verfolgen, weil in. den triklinoi^dri- 
sehen Krystallen die ZwUlingsfittohe in der Regel einer der Coordinat-Ebenen, 
oder auch die Zwillingsaxe riner der Axen entspricht» wodurch sieh die Sache 
sehr vereinfacht. Pur die Zwillinge monoklinoiSdrischer Krfstalle erhalten 
die Grössen p, q nni s ebenbils sehr einfache Werthe ; fir orthe^SMscbe 
Krystalle aber wird pz=:bc^ qssca, sss ab, weshalb denn (weil aüoti a s /9 
s ^ a 90^ ist) die vorstehenden Werthe von ^, v und f auf die in §. 47 ge- 
fundenen Werthe zurückkommen. 
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Zweiter Theil. 

« 

TheoretUche Xrystallographie. 



§. 51. Uebersicht der Krystallsysieme. 

Es ist bekannt, dass die sämmtlicben KrystaUfocmea otcb'd^Ben in ihren 
Symmetrie -Verbältnissen angezeigten Axensystemen in sieben Abtbeilungen 
gebracht werden können, welche man Krystallsysteme genannt hat/) 

Der geometrische Grundcharakter eines jeden krystallographischen Axen- 
Systems berafat nälhb'ch auf folgenden drei Momenten : 

1 ) auf der Zahl der Coordinat-Ebenen oder Azen, 

2) auf dem allgemeinen Neigungsverhältnisse der Coordinat- 
Ebenen, und 

3) auf dem allgemeinen Grössenverhältnisse der Axen. 

Nach der Zahl der Coordinat-Ebenen^ oder Axen zerfiillen die sämmtlicben 
Krystallformeq zuvörderst in die beiden Abtbeilnngen der trimetri sieben 
und der tetrametrischen Formen, je nachdem sie vermöge ihrer Sym- 
metrie-Verhältnisse auf ein dreizähliges, d.h. ans drei Goordinat*Ebenen 
bestehendes Akensystem, oder auf ein vierzäbliges, d. h. aus vier Coor- 
dinat-Ebenen bestehendes Axensyslem zu beziehen sind. 

Die trimetrischen Formen zerfallen weiter nach dem allgemei- 
nen Neignngsverhiltnisse ihrer Coordinat-Ebenen in vier Abtheilun- 
gen, welchen die oben in §. 12 erläuterten Axensysteme zu Grund liegen, 
weshalb denn diese Abtheilungen selbst fuglich alsorthoedrische, mono- 
klinogdrische, diklinoe'drische und triklinoe'drische Formen 
aufgeführt werden können . Die tetrametrischen Formen lassen nur das 
einzige Neigungsverhältniss erkennen, dass sich drei Coordinat-Ebenen in 
eijier und derselben Linie unter 60® schneiden, während die vierte auf ihnen 
rechtwinkelig ist. 

In Bezug auf das Gross enverhäitniss der Axen, in welchem auch 
ihr gegenseitiges Werthverhältniss begründet ist, findet nun bei den or- 
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thofe'drischen Formen eine dreifache Verschiedenheit Statt, je nachdem 
nämlich alle drei Axen als vollkommen gleiche und gleich werthige, oder 
nur noch zwei als solche erscheinen, oder endlich alle drei ungleich und 
angleicbwertbig sind. In den verschiedeneu klino^'drischen Formen schei- 
nen die drei Axen immer ungleich und ungleichwerthig zu sein, weshalb denn 
das Grössenverbältniss derselben keine weiteren Unterschiede bedingt. In 
den tetrametrischen Formen waltet stets das eine Verhältniss, dass die 
drei in einer Ebene liegenden Axen gleiche und gleichwerthige sind, während 
die vierte, auf ihnen rechtwinkelige Axe ungleich oder doch wenigstens un- 
gleichwerthig ist. 

Fassen wir nun alle Merkmale zusammen, so erhaltep wir zuvörderst 
folgende Definition: ein Rrystallsystem ist der Inbegriff aller möglichen 
Formen, welche, bei gleicher Zahl und bei demselben allgemeinen Neigungs- 
verhältnisse der Coordinat- Ebenen, dasselbe allgemeine Grössenverbältniss 
der Axen besitzen. Nach diesem Begriffe und nach den vorhergehenden Er- 
örterungen gelangen wir aber zur Anerkennung folgender sieben Krystall- 
systeme : 

A. Trfanetrisdie Formen^ 

a. Orthoedrische Formen ; 

1. Tesserales oder isometrisches Krystallsystem, 

2. Tetragonales oder nionodimetrisches Rrystalkyslem, 

3. Rhombisches oder anisometrisches Rrystallsystem ^ 

b» Kltnoädrüche Formen ; 

4. Monoklinoedrisches Rrystallsystem, 

5. Diklino^drisches Rrystallsystem, 

6. Triklinoädrisches Rrystallsystem; 

B. Tetrametrhche Formen) 

7. Hexagonales oder monotrimetrisches Rrystallsystem. 

Wir glaubten hier diese Uebersicbt der Rrystallsys lerne einschalten zu 
müssen, weil sie uns die Reihenfolge für die nun folgenden Lebren der theo- 
retischen Rrystallographie bestimmt. 

Warum wir denen, an und für sich trefflichen Namen isometrisches, mono- 
dimelrisches und iDonotnmetriscbes System die Namen tesserales, tetragonales 
und hexagonales System vorziehen, darüber werden wir uns bei der Betrach- 
tung dieser Krystallsysteme aussprechen. Der Name rhombisches System aber 
ist äusserst bezeichnend für die betreffende Abtheilung von Formen, und jeden- 
falls weit bezeichnender als der Name anisometrisches oder trimetrisches Sy- 
stem, weil dieses System die Ungleichheit aller drei Axen mit den klinoe- 
drischen Systemen gemein hat, während ihm die Eigenschaft ansschliesslich 
zukommt, dass seine Formen nach allen drei Axen rhombische Quer- 
schnitte, d.h. solche Querscbaitte liefern, welche entweder Rhomben oder 
doch solche Figuren sind, in und um welche sich Rhomben beschreiben lassen. 
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Tesserales System« 



€Tfe6 Cofiitrl. 
Holoedrische Formen des TeBaeralsystems. 

§. 52. Axensystem; Zwischenaxen. 

Gleichheit und absolute Gleich werthigkeit dreier, auf einander 
rechtwinkeliger Axen sind bekanntlich die Eigenschaften, welche das 
tesserale Krystallsystem auszeichnen, und für seine Formen den höchsten 
Grad von Regelmässigkeit bedingen, dem wir überhaupt in derKrystallwelt be- 
gegnen. Ja, es gehören sogar mehre von den regelmässigen Körpern, welche 
die (kometrie zu betrachten pflegt, mit in den Bereich der tesseralen Formen. 

Daher sind wir denn aoch fast genOtbigt, bei der Nomen da tur der 
tesseralen Formen dasselbe Prineip zu befolgen, dem die Geometrie bei der Be- 
nennung der regelmässigen Körper gefolgt ist, d. h. die Namen derselben nach 
der Zahl ihrer Flächen zu bilden. VVolUeu wir anders verfahren, so worden 
dieselben Körper in zwei so nahe verwandten Wissenschaften verschiedene Na- 
men erhalten, was sich auf dem Gebiete der Krystallographie um so seltsaiber 
ausnehmen wQrde, ab sie eine Tochter der Geometrie ist, und zwar die jüngst- 
geborene Tochter, welcher es gewiss nicht zukommt , den zweitansendjährigen 
Sprachgebrauch ihrer Mutter zu verdrffngen. Nirgends dürfte wohl die Regel, 
dass den Siteren Namen, sobald sie nur gut nnd brauchbar sind, das Vor- 
recht gebührt, mehr zur Geltung zu bringen sein, als auf dem Gebiete einer 
der Geometrie entsprossenen Wissenschaft. Und was ist wohl an den so be- 
zeichnenden Namen Tetraeder, Hexaeder und Oktaeder auszusetzen, welche 
man neulieh durch die Namen Helvinoeder, Haloeder und Magnetoeder zu er- 
setzen versucht hat? — 

Was den Namen des Krystallsystems selbst betrifft, so ziehen wir das Prli- 
dicat tesseral deshalb den (Übrigens sehr bezeichnenden) PrSdicaten isome- 
trisch oder regulär vor, weil es sich hesser zu gewissen Zusammensetzun- 
gen eignet. So kann z. B. eine hemiedrisebe Form des Tesseralsysleraes sehr 
wohl eine semrtesserale Form, aber nicht fOglieh eine hemi-isometrische oder 
semireguUre Form genannt worden. 

Aus der absoluten Gleichwerthigkeit der drei Axen ergiebt sich, dass 
ganz beliebig eine jede derselben als Hatiptaxe gelten, oder di&aufreohte 
Stellung der Formen bestimmen kann, dass also jede tesserale Form drei 
völlig gleiehwerthige Hauptaxen besitzt. Wir denken uns nun das Axen- 
system in einer solchen Stellung vor uns, dass eine seiner Axen vertical steht, 
während eine der horizontalen Axen gegen uns gerichtet ist. Die aufrechte 
Axe betrachten wir als die Axe der x^ die an uns vorbeilaufende Axe als die 
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Axe der y, und die auf uns zulaufende Axe als die Axe der » ; auch bestim- 
men wir ein für alle Mal d^n v<rrn , oben , rechts liegenden Octanten als 
den Octanten der positiven Halbaxen. 

Ausser den drei Haupttwo sind «pcb -eiaige andere, durch den Mittel- 
punct gehende Linien von Wichtigkeit, welche wir die Zwischenaxen 
nennen, und als rhombische und trigonale Zwischenaxen unterscheiden. Un- 
ter rhombischen Zwischenaxen verstehen wir nämlich diejenigen in 
den Coordinat- Ebenen enthaltenen Linien, welche mitten zwischen zwei 
Hauptaxen liegen, und folglich den Winkel derselben halbiren; unter trigo- 
nalen Zwischenaxen dagegen verstehen .wir diejemgen Linien, welche 
mitten zwischen drei Hauptaxen liegen, und also gegen jede derselben gleich 
geneigt sind. Es giebt daher 6 rhombische, uDd4.trigottale Zwischenaxen. 

Da wir ihrer oft bedürfen, so müssen wir die Gleichungen, dieser Zwi- 
schenaxen wenigstens im Octanten der positiven Halbaxen aufsuchen; aus 
der so eben mitgeCheilten Lagenbestimmung derselben ergeben sich für die 
drei rhombischen Zwischenaxen dieses Octanten die Gleichungen: 

^ = und y—js = 

y =0 und^-Ä'^O 

« = und ^— y = 
für die trigonale Zwisfchenaxe desselben Octanten aber gelten die Glei- 
chungen 

j?— y s und z—x = 
Man wird sich leicht auch für jede andere dieser Axen die ihr zukommenden 
Gleichungen bilden können. 

§. 53. Verschiedene Parameter-Verhältnisse. 

Unter einer Form überhaupt versteht man in der Krystaliographie einen 
Inbegriff von lauter isoparametrischen Flächen, d. h. von Jsdchen Flä- 
chen, welchen dasselbe Parameter -Verhältniss zukommt; man unterschei- 
det aber die Formen als holoc^drische und als hemi^drische Formen, 
je nachdem sie den vollständigen Inbegriff, oder nur die symmetrisch 
vertheilte Hälfte aller derjenigen Flächen besitzen, welche für das gegebene 
Parameter- Verhältniss möglich sind; (Anfangsgr. S. 14 und 15). Da nun die 
Eigenthümlichkeit einer jeden Form wesentlich in dem Parameter -Verhält- 
nisse ihrer Flächen begründet ist, so wird es offenbar eben so viele Arten 
von holoedrisch -tesseralen oder plenotesseralen Formen geben, als es 
wesentlicb verschiedene Parameter -Verhältnisse giebt. Allgemein sind diese 
Verhältnisse nur dreierlei: nämlich das Verhältniss der durchgängigen 
Gleichheit, das Verhältniss der Gleichheit zweier gegen einen ungleichen Pa- 
rameter, und das Verhältniss der durchgängigen Ungleichheit. Die beiden 
letzteren Verhältnisse sind jedoch verschiedener Modalitäten fähig, welche 
eine besondere Berücksichtigung erfordern. 

Betrachten wir zuvörderst das Verhältniss der durchgängigen Unf^eich- 
beit, welches sich allgemein durch m : n : 1 ausdrücken lässt, indem wir den 
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kleinsten Parameter sal setasen, den gröbsten mit m, und den mittle- 
ren mit n bezeichnen, so begründet es eine wesentliche Verschiedenheit, ob 
der grosste Parameter m noch einen endlichen Werth hat, oder ob er mit 
dem absolut grössten Werthe oo gegeben ist. Sonach kann das Verhält- 
Biss der durchgängigen Ungleichheit der Parameter in den zweierlei Moda- 
litäten 

m : » : 1 und oo : n : 1 

Torkommen, welchen zwei verschiedene Arten von Formen entsprechen. 

Das Verhältniss der Gleichheit zweier gegen einen ungleichen Parameter 
ist zonächst ein verschiedenes, je nachdem die beiden gleichen Parameter 
grösser oder kleiner als der dritte Parameter sind. Bezeichnen wir also 
wiederum den grössten Parameter mit m, und setzen wir den kleinsten s= 1, 
so gelangen wir auf die beiden Modalitäten m : m : 1, und m : 1 : 1. Beide 
diese Verhältnisse gestatten aber wiederum die Unterscheidung der Fälle, ob 
m noch mit einem endlichen Werthe, oder mit dem absolut grössten 
Werthe oo auftritt, weshalb denn das Verhältniss zweier gleicher gegen einen 
ungleichen Parameter in den vier Modalitäten 

»1 : m : 1, und oo : oo : 1, 
171 : ^ : If und oo : 1 : 1 

vorkommen kann, welchen eben so viele Arten von Formen entsprechen 
werden. 

Das Verhältniss der durchgängigen Gleichheit der Parameter, welches 
sich am einfachsten durch 1:1:1 darstellen lässt, gestattet natüriich gar keine 
weitere Verschiedenheit» und liefert auch daher immer nur eine und dieselbe 
Form. 

Hieraus ergiebt sich denn, dass im Tesseralsysteme nur sieben wesent- 
lich verschiedene Parameterverhältnisse, und folglich auch nur sieben Ar- 
ten von holoMrischen Pbrmen möglich sind; was durch die Erfahrung voll- 
kommen bestätigt wird. 

« < 

§. 54. Arten der plenotesseralen Formen. 

Denen im vorhergehenden §. nachgewiesenen Parameter -Verhältnissen 
entsprechen nun folgende sieben Arten von plenotesseralen Formen. 

1. Das HexaiSder, der Sechsfläcbner oder derWür- 
fei (tetsera) ; eine von 6 gleichen Quadraten umschlos- 
sene Form , deren 12 Kanten 90® messen, und deren 
Flächen das Parameter- Verhältniss oo : oo : 1 haben; 
diese Form ist einzig in ihrer Art, weshalb sich denn 
die verschiedenen Hexa^-der nur durch ihre Grösse und 
durch den verschiedenen Grad der Regelmässigkeit ihrer 
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Fig. 18. 
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2. Das OktaSder, oder der AohlflicliDeF ; eine 
von 8 gleichen, gleichseitigen Dreiecken' amscblossene 
Form, deren 12 Kanten 109** 'ii' messen, und deren 
Flächen das Parameter-VerhÜllDiss 1:1:1 hahen ; aneh 
diese Form ist einzig in ihrer Art, weshalb es denn 
keine wesentlich verschiedenen Oktaeder giebt, und 
ihre wirklich vorkommende Verschiedenheit nur in den 
absoloten Dimensionen, oder in der verschiedenen Voll- 
kommenheit der AasbilduDg hegrtindel ist. 

3. Das ßhombendodekat^der, oder der Zwölf- 
flächner; eine von 12 gleichen und ähnlichen Rhom> 
ben umschlossene Form, mit 24 gleichwerlhigen Kan- 
ten , welche 1*20" messen , und mit 14 Ecken, von 
denen 6 telragonal und 8 trigoiial sind.'j Die Flä- 
chen haben das Parametef-Verhällniss co:l ;1, und 
sind durch das Verhältniss ihrer beiden Diagonalen 
y2:l charakterisirt. Das ßhombendodekaSder ist, 
eben so wie das Hexat!der und das Oktaifder, einzig 
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in seiner Art, and gestattet daher keine verschiedenen Varietüten. 

4 Die Tetrakishexa^der, ViermalsechsBächner 
oder Pyramidenwürfel ; sie sind von 24 gleichscfaenke- 
bgen Dreiecken umschlossene Formen, deren Flächen 
allgemein durch das Parameler-Verhültuiss oo:»: 1 be- 
stimmt werden, und deren Geslalt sich, nach Maassgabe 
des Werthes von r, bald mehr dem Hexaeder, bald mehr 
dem Rbombendodekaüder nähert, welche als die beiden 
Granz formen derselben zubetrachlen sind. Von den 
36 Kanten fallen die 12 längeren mit den Kanten des 

eingeschriebenen Hexaeders zusammen ; die Ecke zerfallen in 6 tetragonaie 

lind 8 sechsflächige Ecke. Es giebt möglicherweise eine zahllose Menge von 

Vanetaten dieser Form. 

5. Die Triakisoktaifder, Dreimalacblflächaer, 
oder Pyranidenoktaeder ; sie sind gleichfalls von 24 
gleicbschenkeligen Dreiecken umschlossene Formen, 
deren Flächen jedoch allgemein durch das Parameter- 
Verbältniss mi\:l bestimmt werden , und deren Ge- 
stalt sich, nach Maassgabe des Werthes von m, bald 
mehr dem Oktaeder, bald mehr dem RbonibendodekaS* 
der nähert, welche als die beiden Gränzformen der- 
selben zu betrachten sind. Von den 36 Kanlen fallen die 

12 längeren mit den Kanten des eingeschriebenen Oktaedern zusavmen ; die 
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Ecke ODterscbeMleii sieb als 6 ditetragonaie und 8 irigonale Ecke. Mögiieber- 
weise kann es zahllose Varieiaten dieser Form geben. 

6. Die Ikositetrac^dcr oder Vierundzwanzigfläcb- 
ner sind von 24 Deltoiden oder symmetrischen Trape- 
zoiden umschlossene Formen, deren Flächen allgemein 
darch das Parameter - Verhältniss m : m : 1 bestimmt 
werden , und deren Gestalt sich , nach Maassgabe des 
Werthes von m^ bald mehr dem Oktaeder, bald mehr dem 
Hexaeder nähert, welche als die beiden Gränz formen 
derselben zu betrachten sind. Von den 48 Kaufen Fallen 
'^* die 24 längeren paarweise über die Kanten des eingeschrie- 

benen Oktaeders, die 24 kürzeren paarweise über die Kanten des eingeschrie- 
benen Hexa(!ders; die Ecke zerfallen in 6 telragonale, 8 trigonale und 12 
rhombische Ecke. Auch diese Form kann in zahllosen Varietäten vorkommen. 

7. Die Hexakisoktaeder oder Sechsmalacht- 
flächner sind von 48 ungleichseitigen Dreiecken um- 
schlossene Formen, deren Flächen allgemein durch 
das Parameter- Verhältniss m : n : 1 bestimmt werden, 
und deren Gestalt sich, nach Maassgabe der besonde- 
ren Werthe von m und ;f , bald mehr dieser, bald mehr 
jener der vorher aufgeführten Formen nähert, wes- 
halb denn die Tetrakisbexa^'der, die Triakisoktafe'der 
und die Ikositetraeder gewissennaassen als die er- 
sten, das Hexaeder, das Oktaeder und das Rhombendodekaeder aber als die 
letzten Gränzformen derselben zu betrachten sind. Von den 72 Kanten 
fallen die 24 mittleren paarweise über die Kanten des eingeschriebenen Oktae- 
ders, die 24 kürze^n paarweise über die Kanten des eingeschriebenen He- 
xa<^ders, und die 24 längsten einzeln über die Kanten des eingeaebriebenen 
Rhombendodekaeders. Die Ecke unterscheiden sich als 6 ditetragonale, als 
8 sechsflächige (bald ditrigonale, bald hexagonale), und als 12 rhombische 
Ecke. Es giebt möglicherweise zahllose Varietäten dieser Form. 

Anm. Unter diesen Varieiaten sind zwei Gruppen her\'oreoheben, welche 
sieh durch eine besondere Regeimissigkeit aosseichneD. Die erste Groppe be- 
greift diejenigen Hexakisoktaeder, deren sechsflächige Ecke hexagonale 
sind, oder deren längste und kflrzeste Kanten gleiches Winke Im aass 
haben; die zweite Gruppe ist dadurch ausgezeichnet, dsss ihre längsten Kan- 
ten mit den Kanten des eingeschriebenen Rhombendodekaeders zusammen- 
fallen, und folglich zu je sechs und sechs einander parallel sind. Wir wol- 
len die ersleren die isogonalen, die andern die para He Ikantigen He- 
xakisoktaeder nennen. 




Fig. 20. 



§. 55. Grundform, Ableitung und Bezeichnung. 

Zur Chrundform kann nur eine solche Form gewählt werden, deren Flä- 
chen ein dem Axenverhäitnisse entsprechendes Parameter- Verhältniss haben ; 
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(AnfaDg8(pr. S. 20). Da bud jenes VerhältniM das der diirehgäogigen Gleicb^ 
heil ist, so wird auch for die Grandform des Tesseralsystems das Parameter- 
Verhältniss 1:1:1 gefordert. 

Denken wir uds am das Axensystem fiir dieses Verhältniss den voll- 
ständigen Inbegriff aller isoparametrischen Flächen, so erhalten wir das regu- 
läre Oktaeder. Denn in jedem Raum-Octanlen ist offenbar nur eine solche 
Fläche möglich ; jede derselben wird durch ihre drei Nebenflächep als ein 
gleichseitiges Dreieck begränzt, und alle diese Dreiecke werden ein- 
ander gleich sein. Das Okta^'der ist also die Grandform des Tesseralsy- 
stems, und der Buchstabe liefert uns das krystallographische Zeichen , 
dessen Anblick unsrer Einbildungskraft die Gestalt des Okta(;ders vorführen 
soll \ (Anfangsgr. S. 21). Auch folgt hieraus, dass jede Halbaxe des Oktae- 
ders den Werth 1 oder dieselbe Länge hat, wie jeder Parameter seiner 
Flächen. 

Unter Benutzung der übrigen Parameter-Verhältnisse lassen sich nun die 
übrigen sechs plenotesseralen Formen sehr leicht durch Umschreibung 
aus dem Oktafe'der ableiten, und mit den entsprechenden krystallographischen 
Zeichen versehen. 

Man lege in jedes OktaiSdereck eine Fläche, welche den beiden, nicht 
zu diesem Ecke gehörigen Hauptaxen parallel ist ^ oder selbige in der Ent- 
fernung oo schneidet, so resultirt das Hexaeder, dessen Zeichen cx>Ooo 
wird, weil seine Flächen das Parameter-Verhällniss oo : cx> : 1 haben. 

Man lege in jede Okta(;derkante eine Fläche, welche der nicht zu die- 
ser Kante gehörigen Hauptaxe parallel ist, oder s<dche in der Entfernung oo 
schneidet, so resultirt das Rhombendodeka^der, dessen Zeichen ooO 
wird, 'weil seine Flächen das Parameter-Verhäitniss oo: 1 : 1 haben. 

Man verlängere jede Hälbaxe des Okta^'ders nach einer rationalen Zahl 
m, welche grösser als 1 ist, und lege hierauf in jede Kante zwei Flächeü, 
welche die n i c h t zn dieser Kante gehifrige Hauptaxe beiderseits in der Ent- 
fernung in schneiden, so resultirt ein Triakisoktaeder, dessen Zeichen 
mO wird, weil seine Flächen das Parameter- Verhäitniss m : 1 : 1 haben. 

Man verlängere abermals jede Hdlbexe des Okta<$ders nach einer Zahl m, 
and lege hierauf in jedes Okta^ereck vier Flächen, von welchen jede ein- 
zelne über eine Fläche dieses Eckes dergestalt fällt, dass sie die beiden zu 
derselben Fläche gehörigen Halbaxen in der Entfernung m schuldet, so 
resultirt ein Ikositetraeder, dessen Zeichen mOm wird, weil seine Flä- 
chen das Parameter- Verhältniss m:m:l haben. 

Man vergrössere jede Halbaxe des Oktaeders nach einer rationalen Zahl», 
die grösser als 1 ist, und lege hierauf in jedes Oktaedereck vier Flächen, 
von welchen jede einzelne über eine Kante dieses Eckes dergestalt fällt, 
dass sie die zu derselben Kante gehörige Halbaxe in der Entfernung» 
schneidet, während sie der nicht zu dieser Kante gehörigen Axe parallel ist, 
oder solche in der Entfernung oo schneidet, so resultirt eh^ Teti^akishe- 
xaeder, dessen Zeichen ooO;i wird, weil seine Flächen das Parameter- Ver- 
hältniss oQinil haben. 
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Mm Terlängere endlich jede Halba^e des OkUiiders Baeh swei ver- 
schiedenen rationalen Zahlen m und », von denen m>ii ist, während beide 
>l sind, nnd lege hierauf in jedes OktaMereck acht Flächen, tob welchen 
je zwei über eine Kante dieses Eckes dergestalt fallen, dass sie die zu 
derselben Kante gehörige Halbaxe in der kleineren Entfernung n, die nicht 
zu dieser Kante gehörige Axe aber beiderseits in der grösseren Entfernung 
m sehneiden, so resultirt ein Hexakisoklaisder, dessen Zeichen mOn wird, 
weil seine Flächen das Parameter- Verbältniss nunxi haben. 

Die üeberginge und Verwandtschaften der sieben plenolesseralen For- 
men lassen sich an besten ans folgendeü triangulären Schema erkennen : 

In der Mitte dieses Schemas steht 
das Hexakisoktaeder, welches als der 
eigentliche Repräsentant aller ple- 
ootesseralen Formen zu betrachten ist, 
wie ja auch in seinem Zeichen alle 
übrigen Zeichen enthalten sind. An den 
Eckpuncten des Dreieckes stehen die 
drei siogalären Formen des Tesseral- 
Systems ; jede Seite des Dreieckes aber 
wird von einer der 24fläch]gen Formen 
eingenommen, mit welchen das Hexa*- 
kisoktacfder durch unmittelbare üeber- 
gänge verbunden ist, so wie es andere, 
mehr mittelbare Uebergänge in jene drei singulären Formen erkennen lässt. 
Alle diese und manche andere Verhältnisse, so wie die numerischen Bedin- 
gungen, welche für die Ableitungszahlen m und n bei dem einen oder anderen 
Uebergänge erfällt sein müssen, lassen sich aus vorstehendem Schema mit 
einem Blicke ersehen. 




OQVdO 



§. 56. Das Hexakisoktaeder als Repräsentant aller Formen. 

Wie das Verbältniss mini\ das allgemeinste Parameter-Verhält- 
niss ist, weil ja aus ihm alle übrigen Verhältnisse hervorgehen, sobald wir 
nur für m und n gewisse besondere Werlhe einführen, so muss auch die durch 
dieses Verbältniss bestimmte Form die allgemeinste plenotesserale 
Form sein, in welcher die Bedingungen für die Existenz aller übrigen Formen 
gegeben sind. Da nun die analytisch-geometrische Methode fordert, das Be- 
sondere in dem Allgemeinen zu erfassen, so müssen wir zunächst untere 
suchen, welche Eigenschaften dieser allgemeinsten Form des Tesseralsystems 
zukommen. Wir können diese Eigenschaften in folgenden Sätzen zusammen- 
fassen : 

1) Das Hexakisoktaöder ist eine von 48 Flächen umschlossene Form ; 

2) Dasselbe besitzt dreierlei Ecke, nämlich 

a) 6 achtOächige Ecke an den Endpnnclen der Hauptaxen, 
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b) 8 sechsflächige Ecke an den Endpuncten der irigonalen Zwisehenaxen, 
und 

c) 12 rierflächige Ecke an den Endpuncten der rhombischen Zwischenaxen ; 

3) Seine sämmtlichen Flächen begränzen sich gegenseitig als lauter gleiche 
und ähnliche, ungleichseitige Dreiecke. 
Diese Sätze beweisen sich durch folgende sehr einfache Betrachtungen. 

1. Das Parameter -Verhältniss m:n:l erfordert oflTenbar in jedem Oc- 
tauten 6 isoparametrische Flächen. Nehmen wir z.B. innerhalb des Octanten 
der positiven Halbaxen den Parameter 1 in der Axe der x, so wird der Para- 
meter m einmal in die Axe der x, und einmal in die Axe der y fallen können, 
während zugleich der Parameter n in der Axe der y, oder in der Axe der x 
liegt, was also zwei verschiedene Flächen giebt. Da nun aber, bei der abso- 
luten Gleich werthigkeit aller drei Axen, die Parameter ihre Stellen beliebig 
vertauschen können, so wird der Parameter 1 auch eben so in der Axe der ^, 
oder in der Axe der or anzunehmen sein, während die Parameter m und n 
ihre Stellen respective in den Axen der z und J7, oder der y und z finden. 
Folglich wird es für das Verhältniss m:n:i im Octanten der positiven Halb- 
axen 6 Flächen, und, weil Dasselbe für jeden anderen Octanten gilt, über- 
haupt 48 isoparametrische Flächen geben. 

2. In jedem Octanten liegen an jeder Halbaxe zwei Flächen, welche 
dieselbe in der Entfernung 1 vom Mittelpuncte schneiden ; da nun eine jede 
Halbaxe zwischen vier Octanten fällt, so müssen auch um jede derselben 
acht Flächen liegen, welche solche in einem und demselben Puncto schnei- 
den. Folglich muss das Hexakisoktaeder 6 achtflächige, in deu Hanptaxen 
liegende Eckpuncte haben. 

In jeden einzelnen Octanten fallen aber überhaupt sechs Flächen, welche 
die trigonale Zwischenaxe desselben Octanten in einem Puncle schneiden. 
Im Octanten der positiven Halbaxen z. B. sind die Gleichungen dieser Flächen 
folgende : 

m n m ^ n 

n m n ^ m 

m n n m 

während die Gleichungen der trigonalen Zwischenaxe 

^ — y =sO und ä — a? = 
sind. Welche von jenen sechs Flächengleichungen wir nun mit den Glei- 
chungen der Zwischenaxe combiniren mögen, so erhalten wir für die Coordi- 
naten des Durchschnittspunctes immer dieselben Werthe 

mn 

woraus denn folgt, dass sich die sechs Flächen eines und desselben Octanten in 
einem und demselben Puncto der trigonalen Zwischenaxe schneiden, und dass 
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also das HezakisokUiSder 8 sechsflächige, in deu trigonalen Zwischeoaxen 
ii^eode Ecke haben raoss. 

An der Gränze je zweier Neben-Octanten liegen allemal vier Flächen, 
welche die daselbst befindliche rhombische Zwischenaxe in einem Pnncte 
schneiden. Diese Flächen sind z. B. an der Gränze des Octanteu der positiven 
Halbaxen gegen den darunter liegenden Octanten durch folgende Gleichungen 
gegeben : 

m n m ^ n 

m n m ^ n 

während die Gleichnugen der betreffenden rhombischen Zwischenaxe 

x=sO und y — « = 
sind. Welche von den erstem vier Gleichungen wir auch mit den Gleichun- 
gen der Zwischenaxe combiniren , so erhalten wir für die Coordinaten des 
Dnrchschniltspunctes immer dieselben Werthe 

^ «+1 

worans denn folgt, dass je vier, an der Gränze zweier Octanten liegende Flä- 
chen die dortige rhombische Zwischenaxe in einem und demselben Puncto 
schneiden, und dass also das Hexakisoktal^der 12 vierflächige, in den rhombi* 
sehen Zwischenaxen liegende Ecke haben muss. 

3. Jede Fläche trägt mit bei zur Bildung von drei Ecken und erleidet 
drei Durchschnitte von drei anderen Flächen, von welchen zwei mit ihr in 
denselben Octanten fallen, während die dritte in einen Neben-Octanten fällt; 
folglich wird jede Fläche als ein Dreieck begränzt werden. Alle diese Drei- 
ecke müssen aber gleich und ähnlich sein, weil für ein jedes derselben 
die drei Seiten in den Verbindungslinien je eines achtflächigen, eines sechs- 
flächigen und eines vierflächigen Eckpunctes desselben Octanten gegeben sind. 
Dass aber diese Dreiecke stets ungleichseitige sein müssen, diess lässt 
sich leicht zeigen. Ein jedes derselben trägt nämlich mit seinen drei Winkeln 
bei zur Bildung eines achtflächigen, eines sechsflächigen und eines vierflächi- 
gen Eckes ; nennen wir diese drei Winkel Wj w und w\ so ist nolhwendig 

jeder Winkel tc; < 45<» 

jeder Winkel to <W 

jeder Winkel w" < 90* 
Da nun aber u; + tc^' + tc^'' = 180® ist, so folgt auch, dass 

jeder Winkel w' > 45® 
sein mnss; mithin kann niemals w^sw' sein; eben so folgt aber auch, dass 

jeder Winkel w" > 75® 
sein muss, woraus sich denn ergiebt, dass w" niemals weder = w noch s=s w 
werden kann. Folglich wird das Hexakisoktacfder von 48 gleichen und ahn- 
b'chen, stets ungleichseitigen Dreiecken gebildet. 

Anm. Jede andere plenotesserale Form lässt sich als ein Qoasi-Hezakis- 
oktaeder betrachten, iodem man ihre Flachen durch Theiluogslinien in solche 

6* 
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Drcfiecke zerlegt, welche deo FISehen eines Rexffki«ekuiMeM entspreteltoD. 
Diese Redaction aller Formen auf die Vorstellong eiMS HexakisokUddeft er- 
weist sich bfel mafichea Belrachtugea sehr Tertheittiaity wie wir ba&d sehen 
werdea« 

§. 57. Berechnung des Hexakisoktaäders mOn. 

Wir haben bei der Berechnung des HexakisoktacSders besonders z w eiie r - 
lei Probleme, nänlick die Bestimmung der Zwiscbenaxen und die der Kan- 
tenwinkel zu berücksichtigen.*) 

1. Berechnung der Zwiscbenaxen. 
In §. 56 haben wir gesehen, dass sich die Coordinaten des sechsflächigen 
Eckpunctes im Octanten der positiven Halbaxen mit den Werthen 

mn 

bestimmen. Da nun dieser Eckpunct zugleich der Endpunct der trigonalen 
Zwischenaxe ist, so wird uns seine Centrodistanz die Grösse der halben 
Zwischenaxe liefern. Nach §. 28, 1 ist die Centrodistanz eines durch seine 

Coordinatea o?, y und x gegebenen Penctes s= f/j^+y^-f-^f* ; diess wird im 
Topliegenden Falle ^»xy%\ folglich bestinnt sich T, oder die halbe trigo- 
nale Zwischenaxe des HexakisoktaSders mO», durch 

Wir fanden femer in §. 56, dass sieh die Coordinaten eines vierflächigen 
Eckpuftctes mit den Werthen 

^ «-hl 

bestimmen. Da mxn dieser Eckpunct zugleich der Endpunct einer rhombi* 
sehen Zwischenaxe ist, so liefert uns die Centrodistanz desselben die Grösse 
R der rbembischen Halbaxe mit dem Werthe y /2, oder 

n-hl 
Im Oktacfder wird also T^ y^^, und R^Y\\ betrachten wir diese Cros- 
sen der beiderlei Zwiscbenaxen als die Grund werthe derselben, so werden 
die Zahlen t und r, mit welchen selche Grund werthe multiplicirt werden müs- 
sen, um wieder auf die allgemeinen Werthe von 7 und R zu gelangen, 

t = 



r = 



71+1 



*) Die Einheit, welche diesen und allen folgeaden Berechnaogen tesseraler For- 
men za Gniode liegt, ist die L8nge der halben Hauptaxe. Die Berechnung der Kanten- 
linien habe ich nicht mitgetheilt, und verweise ich deshalb auf mein Lehrbuch der Rry- 
stallographie, wo alle fregränzungk-Blewente der Formen bereehntt werden sind. 
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Diese beMen ZaMeo i und r nemien wir die Co^fficienten der Zwiscben- 
axeo. 

Anm. In Rhombendodekaeder wird tss^; da nun in den parallelkan- 
tigen Hexakisoktaedern (§. 54 Anm.) die längsten Kanten mit denen desRhom- 
bendodekaeders zosammenfallen , und da die Lage dieser Kanten wesentiicb 
durcb die Grösse der trigonalen Zwischenaxe beslimmt wird, so mnss in diesen 
Hexakisoktaedera i genau denselben Wertb beben, oder es mnsi 

imn ^ 

MB 

sein. Daraus folgt m/tssm+M« oder a=b -; die parallelkantigen Hexa- 

kisoktaeder stehen daher unter der allgemeinen Zeicbenlarm 

m 



mO- 



— 1 
und man kann es auf den ersten Blick erkennen, ob ein darcb sein Zeicben ge- 
gebenes Hexakisoktaeder die in Rede stehende Bigenschafk besitzt. So sind 
z. B. die Varietäten 30^, 40^, 640f| parallelkantig. 

2. Berechnung der Kautenwinkel. 

Bezeichnen wir in eineni jeden Hexakisoktaeder i7iO;i die längsten 

Kanten mit ^, die mittleren Kanten mit B, die 
kürzesten Kanten mit C, so sind in beistehender 
Figur F\ F" und F"' diejenigen drei Flächen, wel- 
che mit der Fläche F eine Kante ^, B und C bilden. 
Setzen wir also in dem allgemeinen Ausdrucke iur 
den Cosinus des Neigungswinkeis zweier Flächen 
(§.32) 

zuvörderst fär a, b und c die Parameter*) der Fläche 
F, also Mf n und 1, dann aber iur q\ b' und c' soccessiv die Parameter der 
Fläche F\ F" und F*'\ indem wir berücksichtigen, dass in dej» Auadnicke 
von cos^ unln* a, b' und c die, respective in der Axjeder ^, y nnd g liegen- 
den Parameter gemeint, und solche durchgängig positiv vorausgesetzt sind, so 

erhalten wir folgende Werthe : 

mn(mn'i'2) jw«(i»«+2) 




cos^ == — 



w>(ii*-hl)-h«* K 



mV+1)-«* ffiV+1)-«' 

^ ii(2m*-|-ii) iiC2»i*+») 
eosC wi — — 4 V * ■ 4 V : — I ^ — 7» — ^ 



*) Else jede Pliohe des HexakUoktaHers kat allemal itn klein stea Paraaeter 1 
ia dlerjeatgen Halbaxe, mit welcher sie nomittelbar eqdi DurcbsebDitte kommt; ihre mitt- 
lere Kante verweist uns aof diejenise Halbaxe, in welcher der mittlere Parametern, 
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Derselbe Ausdruck von cos/F verhilft uns auch zur BesÜMiiiuiig der halben 
Kantenwinkel, deren Kennlniss oft noch wichtiger ist. Die Fläche F bildet 
nämlich 

die Kante ^^4 mit der Fläche, deren Gleichung x—y = 
- . iB Är = 

^C - - - - - y — ZssO 

Setzen wir also in dem Ausdruck von eos^ ein für alle Mal : 

a SS niy b ^ fij c = 1, 
und successiv a' = 1 , A' = — 1, c' = oo, 

a =0, Ä' = oo, c = oo, 

fl' = oo, A' = l, c' = — 1, 
so ergeben sich die Werthe : 

cos^^ = ■ 

COSiAss 1 

C0S4 C = — ^-^^- 
|/2ff 

in welchen R = m\n^'^l)'¥'n^ ist, und aus welchen die Proportion 

cos^^ : cos^^A : cos^C = iw— « : n Y% : to(«— 1) 
folgte mittels welcher man leicht aus einem dieser Winkel die beiden andera 
berechnen kann. 

Eine Gleichheit der Kaotenwinkel kann mdglicherweise nur ftir die 
beiden Kanten A und C eintreleD, und es folgt aus den Werthen von cos|^ 

und cosi^C, dass für solche Gleichheil die Bedingung n =s r erfüllt sein 

wH-i 

muss. Daher wird 

m\} 

171+1 

die allgemeine Zeichenform ftlr alle isogonalen Hexakisoktaeder (§. 54 Anm.), 
zu welchen also z. B. 30f , 50f a. a. gehören. Die Varietät 30|- besitzt die 
merkwürdige Eigenschaft, sowohl isogonal als auch parallelkantig zu sein. 

§. 58. Berechnung der übrigen plenotesseralen Formen. 

Wir könnten die Berechnung der übrigen plenotesseralen Formen unmit- 
telbar auf ähnliche Weise vornehmen, wie solches in §. 57 für die Hexakis- 
okta^'der geschehen ist. Da sich aber (nach §. 56 Anm.) eine jede dieser For- 
men als ein Hexakisoktafe'der vorstellen lässt, und da ihr Zeichen in dem all- 
gemeinen Zeichen mOn enthalten ist, so gelangen wir weit kürzer zum Ziele, 



und ihre kürzeste Kante anf diejenige Halbaxe, io welcher der g rös st e Parameter m 
liegt. Man wird hiernach leicht für jede Flüche ihre Gleicbuog aus der Figor ablesen 
können. 
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wenn wir in denen far das HexakisokU^der gefundenen Resultaten statt m 
and n diejenigen Werthe einsetzen, welche irgend einer anderen Form zu- 
kommen. 

a. Berechnung der Ikositetrai^der mOm. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 57 ii=ot, so gelangen wir auf die 
zur Berechnung der Ikositetraeder dienenden Formeln. 

1. Cofffficienten der Zwischenaxen. 



3m Zm 

t 3= — -Tz^ r s= 



2. Kantenwinkei. 



m<4-2' m+t 

cos^ = — 1 

cos A =s — 



2. Kantenwinkei. 



m*+2 
^ 2m+l 

•^»^ m*^ 

Die Kante A extstirt also nicht mehr als solche, weil sie ISO^misst; 
ihre Rantenlinie entspricht der symmetrischen Diagonale der Deltoide, zu 
denen sich je zwei Flächen des Hexakisoktai;ders vereinigen, indem sie in 
eine einzige Ebene fallen ; die Ikositelraeder lassen sich daher als solche He- 
xakisoktai!der vorstellen, deren längste Kanten 180^ messen. 

b. Berechnung der TriakisoktaSder mO. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 57 /i s= 1, so erhalten wir die zur 
Berechnung der Triakisoklaeder dienenden Formeln. 

1. Coefficienten der Zwischenaxen. 

3m . . 

2ot —1 

*"^ — 2^?TT 

COsCss — 1 

also verschwindet die Kante C\ ihre Kantenlinie entspricht der Höhenlinie 
der gleichschenkeligen Dreiecke, zu welchen sich je zwei Flächen des Hexa- 
kisoktaä'ders vereinigen, indem sie in eine Ebene fallen; die Triakisoktac^der 
sind daher solche Hexakisoktaeder, deren kürzeste Kanten 180® messen. 

c. Berechnung der Tetrakishexaeder ooOit. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 57 m =: oo, so ergeben sich die For- 
meln zur Berechnung der Tetrakishexacfder. 

1. Coefficienten der Zwischenaxen. 

3ii 2n 

n-f-l »+1 
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2. KanCeDmnkel. 

ff' 

€08^ » — 1 

r 2« 

Hieraus fol^, dass die Kanten B verschwinden ; ihre Kautenlinien erscheinen 
nur noch als die Höhenlinien der gleichschenkeligen Dreiecke, zu welchen sich 
je zwei Flächen des Hexakisoktaäders vereinigen, indem dasselbe in ein Te- 
IrakishexacSder übergeht; diese Tetrakishexa^der lassen sich daher als solche 
Hexakisoktaf^der betrachten, deren mittlere Kanten 180** messen. 

Da cos^ = cosC wird, wenn »s2 ist, so ist die Varietät oo02 isogo- 
nal, d. h. ihre zweierlei Kanten haben gleiches WinkeLnaass, und ihre sechs- 
flächigen Ecke sind hexagonal. 

d. Ber.echnung des RhombendodekaSdcrs ooO. 

Setzt man ia den für ooO;i gefundenen Formeln «»!, so ergiebt sich 
für 4as Rbombeadodekaeder : 

6os^ s - i, folgUch A » 120^ 

cosB » — 1 

cosC=s — 1 
Die Kanten B und C verschwinden also ; je vier an einem rhombischen Ecke 
des Hexakisoktaeders liegende Flächen fallen in eiae Ebene, und bilden einen 
Rhombus, dessen halbe Diagonalen noch die Kanten B und C repräsentiren. 
Das RhombendodekaiSder lässt sifih daher als ein HexakisoktaSder vorstellen, 
dessen mittlere und kürzeste Kanten 180® messen. 

e. Berechnung des Oktaeders 0. 

Setzt man in den für mO, oder auch in den für mOm gefundenen Formeln 
m =s 1, so erhält man für das Oktaeder : 

f=l, r = l 

COS.^9 — *» \ 

cosB = - i, also 2) « IW 28' 16'' 

COsCss — 1 

Es fallen also je 0, zq einem sechsflächigen Eckpuncte des HexakisoktaMers 
gehörige Flächen in eine Ebene, und bilden ein gleichseitiges Dreieck, des- 
sen Höhenlinien uns noch die Kanten A und C vergegenwärtigen. Das Ok- 
iaLÜißv iässl sich daher als ein Hexakisoktaeder betrachten, dessep längste 
und kürzeste Kanten 180® messen. 

f. Berechnung des Hexaöders ooOoo. 

Setzt man in den für fTtOm gefundenen Formeln m = oo, oder auch in 
den für ooOn gefundenen Formeln n =s oo, so erhält man für das Hexa^'der : 
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twB « — 1 

Demnach fallen je 8, za einem achtflächigen Eckpnncte dea HexakisoktaiBdera 
gehörige Flächen in eine Ebene» und bUdeo ein Quadrat, dessen Diagonalen 
und Transversalen uns noch die Kanten A und B vergegenwärtigen. Das 
Hexaeder lissi sich daher als ein Hexakisokta«$der deuten, dessen längste 
und mittlere Kanten 180® messen. 



3mtxUii^ Captttl. 

Hemi«dri8che und tetartoödrische Formen des Teaaeral- 

nyatems. 

§. 59. Uebersicht der semitesseralen Formen. 

In der Natur sind bekanntlich bis jttzt sechs wirklieh kemii^'drisohe 
Formen des Tesseralsystems nachgewiesen worden, von welcben vier ge- 
neigtflächig und zwei parallelflächig sind, was einen wichiigen Un- 
terschied begründet, weil an derselben Species nie zugleich geneigtflächig- 
und parallelflächig-semitesserale Formen auftreten. Von jeder dieser Formen 
giebt es übrigens zwei, einander vollkommen gleiche und ähnliche, und nur 
durch ihre Stellung verschiedene Gegenkörper. 

A. Geneigiflächig-semitesserale Formen. 

1. Das Tetraeder oder der 
Vierflächner ; eine von 4 gleich- 
seitigen Dreiecken umschlossene 
Form , deren 6 Kanten 7W 32' 
messen, und deren Flächen das 
Parametenrerhältniss 1 ; 1 : t ha- 
ben. Diese Form ist ihrer Ge- 
Fi^. 227 staltung nach einzig in ihrer 

Art, obwohl ibrer gegenseitigen 
Stellung nach zwei Tetraöder zu unterscheiden sind. 

2. Die Trigondodekae'der; sie sind von 12 gleichsohenkeligen 

Dreiecken umschlossene Formen, 
deren Flächen das Parameter- Ver- 
hältniss m;mil haben, und sich, 
nach Maassgabe des Werthes von 
Hl, bald in 4 dreizäblige, bald in 6 
zweizäfalige Flächensysteme gruf- 
piren, weshalb denn auch die 6e- 
Fis. 23. stalt selbst bald mehr dem TetralS- 
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der, bald mehr dem Hexaeder genähert ist, welche als die beiden Gränzfor- 
m e n derselben zu betrachten sind. Von den t8 Kanten fallen die 6 längeren 
mit den Kanten des eingeschriebenen Tetraeders zusammen ; die Ecke sind 
4 trigonale und 4 sechsflächige. Es kann zahllose Varietäten dieser Form 
geben i 

3. Die Deltoiddodekaii'der; sie sind von 12 Deltoiden oder symme- 
trischen Trapezoiden umschlossene 
Formen, deren Flächen das Para- 
meter-Verhältnis Hl : 1 : 1 haben, 
und sich, nach Maassgabe des Wer- 
thes von m, mehr oder weniger 
auffallend in 4 dreiflächige Systeme 
gruppiren, weshalb auch die Ge- 
stalt bald mehr dem Tetra^'der, 

^'*9' ^^' bald mehr dem Rhombendodekae- 

der genähert ist, welche als die beiden Gränz formen derselben zu betrachten 
sind. Von den 24 Kanten fallen die 12 längern paarweise über die Kanlen 
des eingeschriebenen Tetrae'ders ; die Ecke sind 4 spitzere und 4 stumpfere 
trigonale, sowie 6 rhombische. Möglicherweise giebt es zahllose Varietäten 
dieser Form. 

4. Die Hexakistetra(;*der oder Sechsmaivierflächner ; sie sind von 
24 ungleichseitigen Dreiecken umschlossene Formen, deren Flächen das Para- 
meter-Verbältniss minii haben , und einer sehr verschiedenen Gruppirung 

fähig sind, weshalb denn auch die 
Gestalt bald mehr dieser, bald mehr 
jener Form genähert ist, und die 
Trigondodekaeder, die Deltoiddo- 
dekafe'der sowie die Tetrakishexa- 





(;der als die nächsten, das Te- 
traeder, das Hexaeder und das 
Rhombendodekaeder als die letz- 
Ftg. 2». t e n Gränzformen derselben zu be- 

trachten sind. Von den 36 Kanten fallen die 12 mittleren paarweise über die 
Kanten des eingeschriebenen Tetraeders. Die Ecke unterscheiden sich als 4 
spitzere und 4 stumpfere sechsflächige, sowie als 6 rhombische. Es können 
zahllose Varietäten von dieser Form existiren. 

B. Parallelfläcbig-semitesserale Formen. 

1. Die Pentagondodekaeder; sie sind von 12 symmetrischen Pen- 
tagonen umschlossene Formen, deren Flächen das Parameter -Verhältniss 
CO: 71:1 haben, und sich, nach Maassgabe des Werlhes von «, mehr oder 
weniger auffallend in 6 zweizählige Systeme gruppiren, weshalb auch die 
Gestalt bald mehr dem Hexaeder , bald mehr dem Rhombendodekaeder ge- 
nähert ist, welche als die beiden Gränzformen derselben zu betrachten 
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Fig. 26. 



siml. Von den 30 Kanten fallen 
die 6 regelmässigen (längeren oder 
kürzeren) über die Flächen des 
eingeschriebenen Hexaeders; die 
Ecke zerfallen in 8 trigonale, und 
in 12 anregehnässig dreiflächige. 
Es giebt möglicherweise zahllose 
Varietäten. Das reguläre Penta- 
gondodekaeder der Geometrie bt 




zwar als Krysiallfonn unmc^lich, bildet aber doch die ideale Gränz form 
zwischen den beiden Gruppen, in welche die Pentagondodeka^'der überhaupt 
zerfallen, je nachdem die fünfte Seite ihrer pentagonalen Flächen grösser oder 
kleiner ist, als jede der vier übrigen. 

2. Die Dyakisdodekaeder oder ZweimalzwölfBäthner; sie sind von 
24 gleichschenkeligen Trapezoiden oder auch Trapezen umschlossene Formen, 

deren Flächen das Parameter- Ver- 
hältniss minil haben und sich, 
nach Maassgabe der Werthe von 
m und n, verschiedentlich, meist 
aber zu zweizähligen Flächensy- 
stemen gruppiren, weshalb denn 
die allgemeine Gestalt bald dieser 
bald jener Form genähert ist, und 
^»tf« ^7. ilie Pentagondodekaeder, die Iko- 

sitetraeder, sowie die Triakisoktaeder als die nächsten, das Hexaclder, das 
Oktaeder und das Rhombendodekaeder als die letzten Gränzformen der Dya- 
kisdodekaeder zu betrachten sind. Von den 48 Kanten fallen die 12 längsten 
über die Flächen, die 12 kürzesten paarweise über die regelmässigen Kanten 
des eingeschriebenen Pentagondodekaeders. Die Ecke unterscheiden sich als 
6 rhombische, 8 trigonale und 12 unregelmässig vierflächige Ecke. Es sind 
zahllose Varietäten möglich, unter welchen diejenigen, deren Flächen Trapeze 
sind, in jedem Flächenpaare drei parallele Kanten besitzen, weshalb sie 
parallelkantige Dyakisdodekaeder genannt werden können. 

Anm. Die Kantpn, welche hier die kürzesten genannt worden sind, 
pflegen es in der Regel auch wirklich zu sein. Eigentlich aber ist diese Be- 
zeichnung nicht ganz richtig, weil es Dyakisdodekaeder gehen kann, in welchen 
dieselben Kanten länger sind, als die unregelmässigen Kanlen. Genauer wttrde 
es daher sein, die Kanten der Dyakisdodekaeder zuvörderst als symmetri- 
sche und als unregelmässige, dann aber die ersteren als längere und 
als kürzere symmetrische Kanten zu unterscheiden, welche Benennungen 
in allen Fällen richtig bleiben. Der Kürze wegen behalten wir jedoch einstwei- 
len noch die obige, allen bis jetzt in der Natur nachgewiesenen Dyakisdode- 
kaedern entsprechende Unterscheidung bei. 
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§.60. Verschiedene Arten der Hemie'drie im Tesseral- 

systeme. 

Wollen wir die verschiedenen Modalitäten and Gesetze der Hemi^rie 
des Tessenlsystems ganz allgemein und sicher erkennen, so haben wir solche 
ZQOäehst für das Hexakisoktafe'der aufzusuchen. Denn was von dieser 
¥wm giity das wird auch, motatis mutandis, von jeder anderen plenotessera- 
len Form gelten müssen, weil selche jedenfalls auf die Vorstellung eines He- 
xakisoktaMers zuriickgefiilurt werden kann (§. 56 Anm.), und weil doch voi^ 
auszusetzen ist, dass jede Form der HemU^drie oBterliegen wird, sobald diess 
fSr eine Form der Fall ist. 

Unter Berücksichtigung des allgemeinen Gesetzes der Hemife'drie (An^ 
fangsgr. S. 16), kraft dessen für die bleibenden Flächen jedenfalls eine 
ringsum symmetrische Vertheilung um das Axensystem erfordert wird, 
erhalten wir nun für das Hexakisoktafe'der folgende Resultate. 

1. Das flexakisoktaeder ist der Hemi($drie Tähig nach den abwechselnden 
einzelnen Flächen. Die dadurch entstehende Form ist, wie sich leicht 
zeigen lässt, ein von 24 unregelmässigen Pentagonen umschlossener Körper. 
Diese Art der Hemife'drie wurde jedoch bis jelzt noch nicht beobachtet, wes- 
halb wir sie auch hier als eine mögliche zwar erwähnen, als eine in Wirk- 
lichkeit noch unbekannte aber weiter nicht berücksichtigen. 

2. Das Hexakisokta(Sder ist der Hemie'drie fähig nach denen an den ab- 
wechselnden mittleren Kanten gelegenen Flächenpaaren. Denken wir 
uns die so bestimmten Plächenpaare allein ausgebildet, so verwandelt sich 
das Hexakisoktaifder in ein Dyakisdodeka^'der. Nach dem einfachsten 
Resultate, welches diese Hemi^drie liefert, können wir sie auch die dode- 
kaSdrische Hemiedrie nennen. 

3. Das Hexakisokta^der ist endlich der Hemiedrie fähig nach den vier 
abwechselnden sechszähligen Flächensystemen, oder nach denen 
in den vier abwechselnden Octanten gelegenen Flächensystemen. Denken wir 
uns diese Flächensysteme allein ausgebildet, so verwandelt sich die holoö- 
driscbe Stammform in ein Hexakistetra^der. Nach dem einfachsten Re- 
sultate, welches diese Art der HemUsdrie liefert, können wir sie auch die 
tetraö driscbe HemicSdrie nennen. 

Eine andere Modalität der Hemiedrie, als die drei hier genannten, kann 
am Hexakisoktaeder und also im Tesseralsysteme überhaupt nicht vorkom- 
men, weshalb wir uns denn auch, sofern wir nur die wirklich nachgewiese- 
nen Modalitäten berücksichtigen, nur mit der tetraedrischen und dodekaädri- 
schen Hemiisdrie zu beschäftigen haben. 

§.61. Tetra^drische oder geneigtflächige Hemiedrie. 

Dass wirklich ein jedes Hexakisoktal^der mO/t, sobald nur seine ab- 
wechselnden sechszähligen Flächensysteme ausgebildet sind, in ein Hexakis- 
tetraeder übergehen müsse, diess lässt sich sowohl durch Rechnung als auch 
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inOii 
durch CoDstruction sehr leicht beweisen/) Daher wird deoo -^— das allge« 

meine Zeichen eines HexakistetraSders. Da jedoch keine der beiden Flä- 
chenhälften ein Vorrecht vor der andern besitzt, da also die Natur bald die 
eine, bald die andere, bisweilen aadi beide zugleich zur Ausbildung gebracht 
hat, so werden auch die beides durch ihre Stellung verschiedenen hemie- 

drischen Gegenkörper als —s— und —s- , oder als -i- —^ und ^ 

zu unterscheiden sein, bei welcher letzteren Unlerscheidongsweise jedoch das 
Vorzeichen -i- ohne Nachtheil weggelassen werden kann. 

Lassen wir nnn dasselbe Gesetz der HemUSdrie auch für die übrigen 
sechs Arten von plenotesseralen Formen in Erfüllung gehen, so gelangen wir 
auf folgende Resultate. 

Die Triakisoktae'der mO, deren dreizählige Flächensysteme die 

Aequivalente der sechszähligen Fläcbensysteme der Hexakisokla^'der sind, 

verwandeln sich in Delloiddodekaeder, welche daher das allgemeine 

mO 
Zeichen -^ erhalten müssen. 

Die Ikositetrae*der mOm, deren dreizählige Flächensysteme gleich- 
falls die Aequivalente der sechszähligen Fläcbensysteme von mOn darstellen, 
verwandeln sich in Trigondodekae'der, für welche also das Zeichen 

^ gefordert wird. 

Das Oktae'der 0, dessen einzelne Flächen die sechszähligen Pläcfaen- 
systeme von mOn repräsentiren, wird nur mit seinen abwechselnden Flächen 
ausgebildet erscheinen, und folglich als Tetraeder auftreten, dessen Zeichen 

daher ^ i^'* 

Die drei noch übrigen plenotesseralen Formen, nämlich ilie Tetrakishe- 
zaeder, das Rhombendodekaeder und das HexaiSder sind zwar ^eichfalls die- 
ser Hemi($drie unteryvorfen, ohne jedoch eine wirkliche Gestaltveränderung 
zu erleiden, weshalb sie gerade so erscheinen, als ob sie holoedrisch geblie- 
ben wären. Desungeachtet sind auch sie als hemiedrische Formen zu beur- 
theilen, sobald sie an einem Minerale vorkommen, welches Telra(!der, Tri- 
gondodekaeder u. a. tetraedrisch - semitesserale Formen zeigt; sie sind nur 
noch scheinbar holoedrische Formen, an denen gleichfalls die Hälfte der 
Flächen verschwunden ist, was jedoch die Gestalt unverändert läs^, weil die 
rueksläiidigen Flächen mit den verschwundenen Flächen in dieselben Ebenen 
fallen. Diess wird besonders einleuchtend, wenn man sich eine jede der drei 
Formen durch angemessene Tbeilung ihrer Flächen in ein Quasi-Hezakisok- 



*) Verft. Mein Lebrbach 4er Rrystallosrapbie, I, S. 127 f. 
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taüder verwandelt, und dann aach für sie biichsläblicfa genau das Gesetz der 
HemtCdrie zur Verwirklichung bringt. 




ooO« 

T~ 

Id vorsiefaeoden drei Pigaren stellen die (chwaraen Tbeile diejenigen Fll- 
chettfelder vor, welche eigentlich als verschwundea zu denken, wGhrend die 
weiss geUsseneD Flachenfelder die wirklich rQckslSndigea sind. Da dqd aber 
jedes verschwindcDde FUchenfeld mit einem bleibenden FlScbenfelde in eine 
Ebene ßlllt, so wird in der geametrischen Erscheinnngs weise dieser 
Formen gar nichts geändert werden, obgleich die Bedeatung ihrer FlScfaea 
eine ganz andere ist. Im Hexaeder z. B. besieht jede PISche streng genommen 
nur nach sns zweien, an einer Diagonale anliegenden quadratischen Feldern, 
welche sich aber, weil sie in eine Ebene fallen, zur vollständigen Hexaeder- 
Sache anidehnen; und auf ähnliche Weise verhalt es sich im Rhomhendodekae- 
der und Telrakishexaeder. Diese drei Formen sind also da, wo sie zugleich mit 
Tetraedern vorkomioeD, wenn auch nicht ihrer Erscheinung, so doch ihren 
Wesen nach als hemie'drische Formen zn deuten, was auch durch die Berech- 
nung, und überdiess noch dadurch vollkommen bestätigt wird, dass in dem all- 
gemeinen Schema des Tesseralsystems (S. 8f) der gegenseitige Zusammenhang 
and die üehergange der Formen ganz nngesldrl erhalEen bleiben , wenn mau 
darin diejenigen vier Formen, welche durch die letrae'driscfae Hemiedrie eine 
wirkliche Geslallverandening erleiden , mit ihren hemiedrischen Zeichen ein- 
sehreihi. 

§. 63. Berechnang der HexakistetraSder. 

Gleichwie -=— das allgemeinste Zeichen einer tetraedriscb-semitesse- 
rolen Form ist, so sind die Hexakistetragder als die allgemeinen Repräsentan- 
ten dieser Formen zu betrachten, weshalb denn auch die Berechnung zunächst 
für sie auszuführen ist. 

1. Berechnung der Zwischenazen. 

Was nun zuvörderst die Zwischenaxen der tetraädrisch-semileue- 
ralen Pormen überhaupt belrifit, so gehen die rhombischen Zwischenaxen 
unverändert aas der holoedrischen Stammform in die hemiüdrische Form 
über; sie bilden daher auch keinen neuen Gegenstand der Berechnung, haben 
aber überhaupt wenig Bedeutung, weil ihre Gndpancte in den wirklich he- 
miüdriscb umgestalteten Formen gar nicht raefar als Pnncte von besonderer 
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Lag« ausgezeichnet sind. Die trigonalea Zwiacbenaxen dagegen erleiden 
in den telrac^risch-Beniilesseralen Formen eine eigenthümliche Veränderung, 
welche man als das Eintreten eines polaren Gegensatzes ihrer beiden 
Halbaxen bezeichnen kann, wie ja überhaupt diese ganze Hemiedrie als ein 
Gegensatz cbarakterisirt ist, der sich zwischen je zweien Gegenoctanlen des 
Axensyslems geltend macht. 

Jede trigonale Zwischenaxe zerfällt nämlich in zwei ungleiche und 
daher ungleichwerthige Halbaxen, indem die eine Halbaxe ihre nr* 
sprüngliche Grösse behauptet, während die andere eine angemessene Verlän- 
gerung erleidet. In den tetra^drisch-semitesseralen Formen haben wir daher 
fiir jede trigonale Zwischenaxe die holo Sdrische und die hemiedrische 
Halbaxe zu unterscheiden, und diese letztere noch besonders zu berechnen. 

Im Hexakistetrat^der werden die holoedrischen Halbaxen von den stum- 
pferen, die bemiedrischen Halbaxen von den spitzeren sechsflächigen Eck- 
puncten begränzt. Vergleichen wir das in §. 57 (S. 85) stehende Bild des 
HexakisoktaSders mit dem S: 90 stehenden ersten Bilde des HexakistetraS- 
ders, so ergiebt sich, dass wir die Grösse der hemiödrischen Halbaxe finden 
werden, wenn wir z. B. die Gleichung der Fläche F' mit den Gleichungen 
der, in dem links anliegenden Octanten fallenden trigonalen Zwischenaxe 
eombiniren ; denn der Durchschnittspunct jener Fläche mit dieser Zwischen- 
axe ist ja der Endpunct ihrer bemiedrischen Halbaxe. Nun ist die Gleichung 
der Fläche F' 

— -I- — -I- « = 1 

n m 
und es sind die Gleichungen der erwähnten Zwischenaxe 

jr 4- y =s und % — j? = 
Fährt man die Bedingungen dieser letzteren Gleichungen in die Gleichung 
voD F' ein, so erhält man 

mn 

^ mn'^m — n 

als die Coordinalen des gesuchten Endpunctes ; seine Centrodistanz,. oder die 
Grösse der bemiedrischen Halbaxe wird daher 

llWI-f-l»— ?i 

Nennen wir die Zahl, mit welcher die halbe trigonale Zwischenaxe des Oktae- 
ders multiplicirt werden muss, um auf den Werth von T' zu gelangen, den 
Co(ffficienten der hemiödrischen Halbaxe, und bezeichnen solche mit 
T, so bestimmt sich endlich 

wogegen furdieholoödrische Halbaxe der oben in §.57 gefundene Werth 

^ Smii 

"" mii-*-»i-+-« 
unverändert geltend bleibt. 
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2. BereehDHBg der Ran itn. 

Bei der Vergrösserang; der abwechselnden secbszSbligen FUebenflysteme 
von mOn Wefdeir nartfirlieh die beiden Kanten A und C ihrem Wiiricelamasse 
nach unverändert ans der holo^drischeii Stammform auf die hemii^drische 
Form übergeben, und nur ihrem Linearmaasse nach, dnrcb die Verhlngerang 
der Kanten C, in das entgegengesetzte Verhältniss treten, so dass jetzt die 
Kante C als die längste, die Kante ^ als die kürzeste Kante erscheint. 
Wir müssen daher auch beiden Kan4eD dieselbe Bnehstaben-Signatur lassen, 
wollen sie aber mit einem Aecente versehen, um anzudeuten, dass sie als 
Kanten der hemiedriscben Form gedacht werden sollen« 

Die Kanten B verschwinden durch die Hemi^drie ; an ihrer SieRe ersefaei« 
nen aber neae Kanten, als die mittleren Kanten des Hezakistetraeders, für 

welche wir nun füglich den Buchstaben B mit einem 
Aecente benutzen können. Demnach werden A\ B' 
und C die Signaturbucbstaben der kürzesten, der mitt- 
leren und der längsten Kanten eines jeden Hexakisle- 
tratfders. 

Da nnn Ae Winkel ^' und C dieselben Werthe 
haben, wie ^4 und C im Hexakisoktaeder, so ist auch 
nur noch die Kante B' zu berechnen. Eine solche ßante 
Flg. 29. ist z. B. diejenige, welche in beistehender Figur die 

Fläche F' mit der Fläche F" bildet, welche erstere die obige Gleichung hat *), 
während die andere durch die Gleichung 

m n 
gegeben ist. Setzt man also in dem allgemeinen Ausdrucke für Q,o^fV (§. 32) 

tf =ss 71, = /TZ, C =£ 1 

a =s — wi, b' ^ — «, c' = 1 
so erhält man den Werth von cosB' ; überhaupt aber bestimmen sich für die 
drei Kantend", B' und C, wennwiederum iw*(«*-+-l)-+-ii* = /if gesetzt wird 

»Ml(»l7t-|-2) 




COS^'sa — 
COsfl'=: — 

cosC = - 



K 
R 



R 

Will man den Cosinus der halben Kante B' haben, so beachte man nur, 
dass die so eben berechnete Kante B ' durch diejenige Fläche halbirt wird, 



*) Jede FlXehe eines Hexakistetraedtfrg hat ihren kleinsten Pararmeter 1 in der^ 
jenigen Halbaxe, an welcher ihr rhombischer Eekpnnct liefet; von diesem Pnncte aus ver- 
weist uns eine^ rechtwinkelig gegen die längste Kante gezogene Linie auf die Halbaxe, in 
welcher der mittler e Parameter n liegt ; die längste Kante selbst aber verweist uns auf 
die Halbaxe, in welcher der gr$sste Parameter m enthalten ist. 



FMBieD. 97 

deren Gleichung j? -i-y = ist. Behält man also für a^ b and c ihre vorigen 
Werthe, und nimmt a' ae t, b' ^l und e ss oo, so folgt aus dem Ansdracke 
von eosfF: 

eosl^il a= , 

nnd es gilt daher die Proportion : 

Anm. Vergleicht man diese Werthe nater einander, so ergiebt sich 

2ia 
dass ^' as C\ weoD » s= ; , wie oben in §. 57 Anm. 

nnd dass B' = C, wenn n ä r* 

m — 1 

Es giebt daher zweierlei isogonale Hezakistetraeder ; in den einen sind die 

stumpfen, in den anderen sind die spitzen sechsflächigen Ecke hexagonal. 

§.63. Berechnung der übrigen tetrac^drisch- semitesseralen 

Formen. 

Fuhren wir in den Resultaten des §. 62 für m und n die den übrigen 
tetraSdrisch-semitesseralen Formen entsprechenden Werthe eio, so gelangen 
wir auf die zur Berechnung dieser Formen dienenden Ausdrücke. 

a. Berechnung der. Trigondodeka^der — ^. 
1. Coefficienten der ZwischenaaLcn. 



2. Rantenwinkel. 



3wi « 

cos^' » - 1, also A' = 180® 
cosfl' = — 



m*+2 

eosC = -?^ = cosC (§. 58a) 
m*+2 

Setzt man co$B' sseosC'y so ergiebl sich für m der Werth 3; folglich ist 

303 

-^ diejenige Varietät, deren Rauten gleiches Winkelmaass hahen, und deren 

aechafliciHge Ecke hezagonale sind. 

flnO 

b. Berechnung der Deltoiddodekaifder -^. 

1. Coc^fBcienten der Zwischenaxen. 

3m 3in 

2. Kantenwinkel. 

cos^' = _ ^^^ = co8^(§. 58b) 

Nanmaoo*« KrysUllogriphie. ' 
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cosC' = -l, also C' = 180*. 
Eine Gleichheit der Kanten j4' und B' kann nicht vorkommen. 

c. Berechnung des Tetraeders ^. 

1. Coefficienten der trigonalen Zwischenaxen. 

2. Kantenwinkel. 

cos-^' = -l, al8o^' = 180^ 

cosfi' =i, also 5' =70«3r44" 

cosC' = -l, also C' = 180«. 
Setzen wir ferner in denen für das Hexakistetra^'der gefundenen Resultaten 
flisscx), so gelangen wir genau auf die in §. 58, bei c fär das Tetrakis- 
hexaeder erhaltenen Resultate^ was offenbar beweist, dass auch diese 
Formen als hemiedrische Formen oder als Quasi-Hexakistetrae'der zu inter- 
pretiren sind, sobald sie mit Tetrae'dem und anderen geneigtOächig-semitesse- 
ralen Formen auftreten. Dasselbe gilt für das Rhombendodekaeder und Hexa- 
e'der, wenn man in denen für das Hexakistetraeder geltenden Ausdrücken 
m = cx), und n=t oder auch = co setzt. Diese Ergebnisse liefern also einen 
mathematischen Beweis für die Richtigkeit der zu Ende von §. 61 gegebenen 
Deutung der Tetrakishexaeder, des Rhombendodekaeders und des Hexa^'ders 
in den tetrae'drisch-semitesseralen Krystallreihen, und bestätigen zugleich die 
Behauptung, dass eigentlich das ganze Kryslallsystem mit allen seinen 
Formen dieser Hemil^drie unterworfen ist. 

§.64. DodekaSdrische oder parallelflächige Hemie'drie. 

Der Beweis dafür, dass sich ein jedes Hexakisokta^'der wirklich in ein 
Dyakisdodeka^der verwandeln müsse, sobald nur die an seinen abwechselnden 
mittleren Kanten gelegenen Flächenpaare ausgebildet sind, ist sehr leicht zu 
geben.^) Die Dyakisdodekaeder, als hemiedrische Formen des Hexakisokta(;- 

der, fordern daher gleichfalls das Zeichen — a^; um sie jedoch von den He- 

xakistetraedern in der Bezeichnung zu unterscheiden, wollen wir ihr Zeichen 

in ein paar parallele Klammern schliessen, und also — ^ schreiben. 

Kenugott bedient sich des Zeichens ===9 in welchem uns die beiden pa- 

ralielen Trennungsstriche gleichfalls darauf verweisen , dass die parallelflächig- 
hemiedrische Form des Hexakisoktaeders gemeint ist. 



^) Vergl. mein Lehrboch der Rrystallographie, I^ S. 131 f. 
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üatersaeh«n wir nun, welehen Einfloss dieselbe Art der Hemii^'drie auf 
die librigeB seehs Arten von plenotesseralen Formen ausübt, so gelangen wir 
auf folgende Resultate. 

Da die einzelnen Flächen des Tetrakishexa^ders als die vollgil- 
tigen Aeqaivalente der an den mittlereü Kanten gelegenen Flächenpaare 
des Hexakisoktaeders zu betrachten sind, so werden die Tetrakishexaeder ge- 
nau demselben Gesetze der Hemiedrie unterliegen, wenn wir sie uns nur mit 
ihren abwechselnden einzelnen Flächen ausgebildet denken ; sie« verwandeln 
sich dadurch in Pentagondodekaeder, deren allgemeines Zeichen daher 

ooOn ... j 

— ^ — gescbneben werden muss. 

Alle noch übrigen plettotesseralen Formen, also die IkositetraSder, die 
Triakisoktae'der, das Rhombendodekaeder, das Oktaeder und das Hexaeder 
werden zwar gleichfalls derselben Hemiedrie unterliegen, ohne jedoch irgend 
eine wesentUche Gestaltveränderung zu erleiden. Von der Richtigkeit dieser 
Behauptung wird man sich am leichtesten überzeugen, wenn man diese fünf 
Formen durch eine angemessene Theilung ihrer Flächen in Quasi-Hexakis- 
oktae'der verwandelt, und dann auch für sie buchstäblich genau das- 
selbe Gesetz in Erfüllung bringt, nach welchem die Dy akisdodeka^'der aus dem 
Hexakisokta^der abgeleitet werden ; das Gesetz nämlich , dass nur die an 
den abwechselnden mittleren Kanten gelegenen Flächenpaare allein ausge- 
bildet sein sollen. Man erkennt dann, dass die bleibenden und die verschwin- 
denden Flächenfelder immer zu je zwei oder mehren in eine Ebene fallen, 
weshalb denn die Hemiedrie scheinbar gar keinen Erfolg hat, obgleich streng 
genommen die Bedeutung der Flächen eine wesentlich andere^ gewor- 
den ist. 

Ficr. 30. 
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In vorstehenden Figuren eotsprechen die weiss gelassenen Fläche nfelder 
den bleibenden , die schwarzen Flächenfelder dagegen denjenigen Flächenpaa- 
ren, welche eigentlich als verschwunden zu denken sind. Da nun aber auf jeder 
Fläche diese beiderlei Flächenfelder in einer Ebene liegen, so bleiben schein- 
bar die ganzen Flächen, und die Hemiedrie lässt die Formen unverändert in 
ihrer Erscheinungsweise, während doch das Wesen derselben nun anders zu 
bearlheilen ist. Im Hexaeder z. B. sind eigentlich von jeder Fläche nur zwei 
gegenüberliegende von den vier Dreiecken geblieben, in welche diese Fläche 
durch ihre beiden Diagonalen getheilt wird, welche Dreiecke sich jedoch zu den 
beiden Rectangeln ausgedehnt haben, aus denen die Hexaederfläche besieht; 
und ähnliche Verhältnisse gelten für die übrigen Formen. Daher werden denn 

7* 
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a«eh alle iiew Fomen aa salchea Mia»raliea, welcba Peatagondodekaa^er und 
Dyakisdodekaeder zeigaa, als panillelflicbig*heaiiedriseka Pamiea a dcvteB 
sein; ja, sie siad hemie drisch, wenn auch nicht qaoad phlAomeBOB, so 
doch qaoad nooomenon. Durch die Berechnung wird diess eben so bestitigt, 
wie durch das allgemeine Schema des Tesseralsystems in §. 55, in welchem 
alle CebergAnge und Verwandtschaften der Formen völlig ungestört bleiben, 
wenn man diejenigen beiden Formen, welche eine wirkliche GestaltverSndening 
erleiden, mit ihren hemiedrischen Zeichen einschreibt. 



§. 65. Berechnung der Dyakisdodekaeder. 

1. Berechnang der Zwischenaxeu. 

Die Zwischenaxeo gehen anverändert aus den HexakiaoktaMem in die 
DyakisdodekaSder über, und bedürfen daher keiner abermaligen Berechnang; 
auch gilt für die DyakisdodekaSder die schon bei den HexakistetralMern ge- 
machte Bemerkung, dass die rhombischen Zwiscbenaxen durch keine sin- 
gul&ren Puncto bezeichnet und daher gewissermaassen bedeutungslos sind. 

Für jedes Dyakiadodekaeder 1 — ^ ist also : 

t = , und r 



mn-i-fn-i-i» n+l 

2. Bestimmung der unregelmässigen Eckpuncte. 

Statt der Endpuncte der rhombischen Zwiscbenaxen gewinnen dagegen 
die unr«€gelmässigen Eckpuncte eine grosse Wichtigkeit, welche zwar 
noch innerhalb der Coordinat-Ebenen , aber ausserhalb jener Zwiscbenaxen 
gelegen sind, daher sie für jedes Dyakisdodekaeder unmittelbar durch ihre 
Coordinaten bestimmt werden müssen. Diese Bestimmung ist sehr leicht 
zu geben. Da nämlich ein jeder solcher Eckpunct in eine der Coordinat-Ebe- 
nen fallt, so ist allemal eine seiner Coordinaten =0; die beiden anderen 
Coordinaten aber finden sich, indem mau die gleichnamigen Intersectio- 
neu (§. 22) zweier in demselben Octanten und an derselben Coordinat- 
Ebene liegender Flächen, z. B. der beiden Flächen F und F" in nachfolgen- 
der Figur, mit einander verbindet. Die Gleichungen der Interseclionen {xs) 
für diese beiden Flächen sind folgende : *) 

tävF y»0und--«-5sl 
färF"y = Ounda? + - =1 



*) Jede Fliehe eines Dyakisdodekaeder« hat allemal ihren kleinsten Parameter 1 
io derjenigen Halbaxe, mit welcher sie oomiltelbar zum Darcbschoitte kommt, oder in 
dem rhombischen Bckpnocte, den sie mit bilden hilft; von diesem Eckpuncte ans ver- 
weist uns ihre kürzeste Kante auf diejenige Halbaxe, in welcher der gros st e Para- 
meter m, und ihre längste Raute auf diejenige Halbaxe, In welcher der mittlere Pa- 
rameter n zu finden ist. 




Plenotaiterale Forneb: . 101 

- m " - 
• • • • 

Combinirt man diese Gleichungen, bo erbäU manr'yönäpjist die Goordinaten 

des in dem Axenquadranten (spz) gelegenen anregelmäsigeu Eckpnnctes, 

deren Werihe jedoch ganz aligemein auch für jeden anderi^'Sotehen Eckpanct 

gellen ; setzen wir also überhaupt die gröss-ere Coerdinate 'dieser Bckpuncte 

sss, und die kleinere Goordinate a/, so werden 

•- .•' - • 

8 = jr und s = j- 

die Goordinaten der unregelmässigen Eckpuncte. •'•'/ 

3. Kantenwinkel. 

Was die Kanlenwinkel der Dyakisdodekaikier betrifft, so ist zuvörderst 
einleuchtend, dass die Kante B ihrem Winkelmaasse nach unverändert aus der 

holoedrischen Stammform in die hemilSdrische Form 
übergeht, obwohl solche ihrem Linearmaasse nach 
eine Verlängerung erfahrt; daher werden wir auch 
dieser Kante, welche die längste Kante des Dyakis- 
dodekaeders geworden ist, den Signaturbuchstaben 
B lassen müssen, wollen ihn jedoch mit zwei Accen- 
ten versehen. Dagegen verschwinden die Kanten A 
und C der holoedrischen Stammform, und statt ihrer 
Fis- 31. bilden sich zwei neue Kanten aus, welche die kür« 

zesten und die mittleren Kanten des Dyakisdodekaeders sind. Wir wol- 
len die kürzeste Kante mit A"^ und die mittlere oder unregelmässige Kante 
mit C" bezeichnen, so dass also A" y B" und C" die Signaturbuchstaben der 
dreierlei Kanten eines jeden Dyakisdodekaeders werden. 

Um die Gosinus dieser Kanten zu finden, brauchen wir nur für eine jede 
derselben auf die Lage derjenigen Flächen zu achten, von welchen sie gebil- 
det wird. Nehmen wir z. B. die Fläche F, so bildet mit ihr die Fläche F' 
eine Kante A'\ und die Fläche F" eine Kante C" \ die Kante fi" bedarf 
keiner Berechnung, weil sie identisch mit der Kante B in §. 57 ist. Setzen 
wir also in dem allgemeinen Ausdrucke für cos^ (§. 32) 

und successiv 

erst a' = m, &' = —«, c' = 1 
dannn a' = 1 , A' = ot, c' == « 
so folgen die Werthe von cos^'^ und cosC, und so erhalten wir, mit Hin- 
zufügung des Werthes von cosJB", wenn wiederum m*{n*-hl)-h»* = /f ge- 
schrieben wird : 

.„ »!*(«*— 1)-Mi^ 

cosA = ji 
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4« ParallelkaoHTC'Dyakisdodekae'der. 

Noch habea iiv^if/die Bediagong aofeusucben, unter welcher ein Dyakis- 
dodekaSder e^tf*|fa*fallelkaiitiges, oder ein solches sein wird, welches 
nicht voir.Trapezoiden, sondern von Trapezen begränzt ist (§. 59). Dann 
mussen«.in jeder Fläche die Kantenlinie B" und die ihr gegenüberliegende 
Kant6o){^* C" einander parallel, und folglich die Centroparallelen beider Li- 
men: identisch sein. Nun sind z. B. für die Fläche F die Gleichungen der Gen- 
.- Ifopärallele der Kantenlinie £ " 

a? = und ^ -♦- j» = ; 
n 

die Gleichungen der Centroparallele der ihr gegenüberliegenden Kantenlinie C 
aber finden sich durch Combination der Gleichung von F mit der Gleichung 
von F", wie folgt: 



• . • • 



X 



i' «Ound.-X^ + ^^ =0 



«*— iw (iwTt— 1)« ^ (mn—l)m n?—n 

Sollen nun beide diese Linien coincidiren, so muss offenbar 

rf^m =0 

und (jwn— l)in : »i*— n =«:1 
sein, welche Bedingungen beide für m den Werth r? ergeben. Folglich wer- 
den alle diejenigen Dyakisdodekaeder parallelkantig sein, für welche die grös- 
sere Ableitungszabl gleich ist dem Quadrate der kleineren Ableitungszahl; 

[4021 
-^ erfüllt ist. 



§.66. Berechnung der übrigen dodekaedrisch-semitesse- 

ralen Formen. 

Setzt man in denen für die Dyakisdodekafe'der gefundenen Ausdrücken 
jn = oo, so erhält man die zur Berechnung der Pentagondodekafe'der 
geeigneten Werthe. 

1. Co^fficienten der Zwischenaxen : 

3;i 2ii 

t = . s r = 



2. Coordinaten der unregelmässigen Eckpuncte : 



3. Kantenwinkel : 



n 



COS^ =—-j-^ 

cosÄ" = ~l, alsoB" = 180« 
cosC =3 — 



««+1 
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Der Werlh von cosA'' lehrt, dass die Kanten B" im PentagondodekaMer 
nicht mehr als solche vorhanden sind ; sie werden nur noch ihrer Lage nach 
durch die Höhenlinien der pentagonalen Flächen repräseotirt. 

In dem regulären PentagondodekalSder der Geometrie würde A" ^ss. C" 
sein müssen, woraus sich für die betreffende Ableitungszahl der Werth 

1 + /5 



n 3= 



ergiebt. Da nun dieser Werth irrational, ist, so kann auch das reguläre 
Pentagondodekaeder als Kryslallform nicht vorkommen. 

Setzen wir in denen für — »— gefundenen Ausdrücken n = m, oder 

n= 1, so gelangen wir genau auf dieselben Formeln, welche oben in §. 58 
für mOm und mO gefunden worden sind, woraus denn folgt, dass diese For- 
men, eben so wie die Pentagondodekae'der, wirklich als Gränz formen der 
Dyakisdodeka($der betrachtet und in den Bereich der parallelflächig semites- 
seralen Formen gezogen werden müssen. Dasselbe gilt aber auch für ooOoo, 
cx>0 und 0, auf deren Formeln uns die für die hemii^'drische Form be- 
rechneten Ausdrücke gelangen lassen, wenn wir in ihnen die entsprechenden 
Werthe von m und n einsetzen. Und hiermit wäre denn die zu Ende von 
§. 64 aufgestellte Ansicht über die Bedeutung aller dieser Formen vollkom- 
men gerechtfertigt. 
f 

§.67. Tetartoedrische Ausbildung des Tesseralsystems. 

Die Möglichkeit einer tetartol^drischen, d. h. einer nur mit dem vier- 
ten Theile der Flächen vollbrachten Ausbildung der tesseralen Formen wurde 
schon lange anerkannt; die Wirklichkeit der Erscheinung ist aber erst 
kürzlich durch Rammelsberg^s Beobachtungen über die Rrystallformen des 
chlorsauren Natrons dargethan worden, welche in der Tbat als tetartoedrische 
Combinationen des Tesseralsystems zu betrachten sind. 

Wir gewinnen die einfachste Vorstellung von dieser Tetartoedrie, wenn 
wir sie als eine wiederholte Hemie'drie, und zwar als eine geneigtflächige He- 
miedrie der parallelflächig-semitesseralen Formen aufTassen \ das heisst^ wenn 
wir uns die D vakisdodekacfder nur mit ihren in den abwechselnden 
Getauten liegenden Flächen ausgebildet denken. Sie verwandeln sich da- 
durch in ganz ejgenthümliche, von 12 unregelmässigen Pentagonen begränzte 
Formen, welche wirmitJ/oA« tetrae'drische Pentagondodeka($der 
nennen können. Da nun die Dyakisdodekal^der bereits hemic^drische oder 
semitesserale Formen sind, so müssen diese Pentagondodekae'der viertel- 
flächige, tetartoedrische oder quadrantotesserale Formen sein, und folg- 
lich das Zeichen —> — erhalten. 

4 

Anm. In Bezug auf seine eigentliche holoedrische Stammform mOn lässt 
sich das tetraedriscbe Pentagondodekaeder auch als diejenige Form erkISren, 
welche durch Vergrflsserong der abwechselnden einzelnen Flächen inner- 
halb der abwechselnden sechszahligen Plächensysteme entsteht. Dass 
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Obrigens dieselbe Form aacfa aas dem Hexakistetraeder, dnreh Verg;r6sse- 
nliig der abwecbseloden einzelnen Piaehen, ond ans dem in §. 60 erwSbo-* 
ten Pentagon-Ikosiletrae'der, dnrcb VergrOsserung der abwechselnden 
dreizabligen Flaehensysteme erbalten werden kann, diess ist bereits von 
Moks gezeigt worden. Sonach liefern denn alle drei hemiedrische Fornea den 
Hezakisoktaeders eine ond dieselbe tetartoedrische Form. 

Diese tetraSdrischen Pentagondodekaeder steilen recht unsymmetrische 
Körper dar. Ihre Flächen sind Pentagone mit zwei Paaren von gleichen Sei- 
ten, aber mit lauter verschiede- 
nen Winkeln. Sie haben dreier- 
lei Kanten, welche insgesammt 
den Charakter von ilnregel- 
mässigen Kanten besitzen, und 
von denen sechs (2i) durch die 
Endpnncte der Hauptazen ge- 
hen, während die übrigen, 
einestheils als 12 schärfere 
^'^f- ^^' (0), andern theils als 12 stum- 

pfere (C) zu je drei von den Endpuncten der trigonalen Zwischenaxen auslau- 
fen. So entstehen denn dreierlei Ecke, nämlich4spitzereund4stttmpferetrigonale 
Ecke, welche respeclive in die Ecke und über die Flächen, so wie 12 unregel- 
mässig dreiflächige Ecke, welche paarweise über die Kanten des eingeschrie- 
benen Tetrai^ders fallen. Die merkwürdigste Eigenschaft je zweier corre- 
later, d. h. aus einer und derselben hemiedriscben Form abgeleiteter sol- 
cher Pentagondodekaeder ist, dass sie sich zu einander als ein rechts und 
als ein links gebildeter Körper verhalten, oder dass sie in der Lage und Ver- 
knüpfung ihrer (übrigens völlig gleichen) Begränzungs-Elemente dieselbe Ver- 
schiedenheit darbieten, wie z. B. der rechte und der linke Handschub eines 
nnd desselben Paares. 

Anm. Diese Verschiedenheit Aes rechts und links Gebildetseins, welche 
schon Mohs an den tetraedrischen Pentagondodekaedern hervorhob, ist eine Er- 
scheinong, der wir aoch in anderen Kry^stallsystemen begegnen, weshalb es nicht 
Qnzweekmflssig sein dflrfte, solche mit einem bestimmten Namen zu belegen. 
Wir bringen dafdr das Wort Enantiomorphie In Vorschlag, welches den 
absohitett, durch keine StellnngsSnderung auszugleichenden Gegensatz der übri- 
gens ganz identischen Formbildnng ansdrUcken soll. Je zwei correlate tetrae- 
driscbe PentagondodekaSder sind abo enantiomorpb. Da non jedes Heza- 
kisoktaeder, als holoedrische Stammform, vier dergleichen Pentagondodekae- 
der liefert, so wird es darunter zwei rechts, und zwei links gebildete geben, 
von denen zwar je zwei gleichnamige durch blose Stellungsandemng zur Con- 
gmenz gebracht werden kOnnen, wahrend solches f&r je zwei ungleichnamige 
ganz unmöglich ist. Fig. 32 giebt das Bild eines rechten und eines Unken 
Exemplars. 

Es entsteht nns nun die wichtige Frage, welche Wirkung die Tetartoe'- 
drie auf die übrigen pltnotesseralen Formen ausüben wird, weil sich doch 
a priori voraussetzen lässt, dass auch dieses Bildungsgesetz, gerade so wie 
die eine oder die andere Hemi^drie, das ganze Tesseralsystem beherrschen. 
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und dah^r alle seine Formen ergreifen and £a qnadrantotesseralen 
Formen umgestalten mass. Mögen wir nan diese Tetartoedrie unmittelbar als 
eine solche, oder mögen wir sie als eine wiederholte Hemife'drie semitesseraler 
Formea betrachten, jedenfalls erhallen wir für die übrigen holoe'drischen For- 
men folgende Resultate. 

Wie sich die Hexakisoktaeder in tetraedrische Pentagondodekaeder, so 
verwandeln sich 

die Ikositetrae'der in TrigondodekafSder, 

die Triakisoktaeder in Deltoiddodeka^der, 

die Tetrakishezaeder in Pentagondodeka^der und 

das Oktaeder in Tetraeder, 
während das Rhombendodekaeder und das Hexal^der scheinbar unver- 
ändert bleiben. 

Also liefert diese Ansbildungsweise des Tesseralsystems das sehr merk- 
würdige Ergebniss, dass das Tetrae'der und das Pentagondodeka^der aber- 
mals, und zwar beide zugleich zum Vorscheine kommen, dass beide als 
tetartoedrische Formen eben so nothwendig eoexistiren und zusam- 
mengehören, wie sie als hemiedrische Formen sich gegenseitig aus- 
schliessen und unmöglich machen. Der Gegensatz der beiden Arten von 
Hemiedrie findet sonach in der Tetartoedrie seine Ausgleichung. 

Obgleich übrigens diese tetarto(;drischen TetraMer und Pentagondode- 
kaeder in ihrer Erscheinungsweise mit den gleichnamigen hemiMri- 
schen Formen übereinstimmen, so ist doch die Bedeutung ihrer Flächen 
eine wesentlich verschiedene geworden. Denn, streng genommen, wird nun 
jede TetraSderfläche nicht mehr von einer ganzen Fläche des Oktaeders, 
sondern nnr von drei abwechselkiden Feldern einer solchen Fläche gebildet; 
und eben so ist jede Fläche des Pentagondodeka^ders eigentlich nur noch mit 
ihrer einen Hälfte vorhanden; auf ähnliche Weise verhalten sich auch die 
telartoedrischen Trigondodeka^der und Deltoiddodeka($der'^). Für alle diese 
Formen aber, sowie für das Hexa()*der und das Rhombendodekaeder, als die zwei 
scheinbar unveränderten Formen, macht sich die Enantiomorphie geltend, 
indem der Gegensalz von rechts und links ein durchgreifendes Verhältniss 
ist, welchem sich keine Form entziehen kann, wenn er auch in der geometri- 
schen Erscheinungsweise derselben nicht hervortritt. 

Aom, Diess bestätigen die interessanten BeobacbtQDgen von Marbach^ 
welchen zufolge sich diese Eoantiomorphie an allen Krystallen des Chlorsäuren 
Natrons durch die Erscheinung der circularen Polarisation des Lichtes zu er- 
kennen giebt.*^) Die optischen Eigenschaften entsprechen also vollkommen den 
morphologischen Eigenschaften und den allgemeinen Resultaten, auf welche ans 
die conseqnente Verfolgung der Tetartoedrie in ihren Wirkungen auf die ver- 
schiedenen plenotesseralen Formen gelangen ISsst. 



*) Zor ErliateroBi^ dienen die Bilder in Fig. 30, S. 99. 
**) Mit Recht hebt Biot diese Entdeckung Marbaeh*s als eine sehr wichtige hervor ; 
aneh ist es wohl sehr wahrscheinlich, dass das bromsaure Natron and das essigsaure 
Uranoxyd-NatroD gleichfalls tetartoedrisch krystallisireo. 
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§.68. Berechoang der quadrantolesseraleo Formen. 

Da die tetraedrischen Pentagondodekaeder die allgemeinsten Formen dar- 

Stellen und in ihrem Zeichen —j— die Zeichen aller übrigen tetartoSdrischen 

Formen begreifen, so brauchen wir anch nur sie zu berechnen. 

Was nun zuvörderst die Zwischenaxen betriA, so gilt für sie das- 
selbe, was oben in §. 62 von den Zwischenaxen des Hexakistetraeders ge- 
sagt wurde, d. h. die rhombischen Zwischenaxen sind gar nicht indicirt, 
während die trigonalen Zwischenaxen in zwei ungleichwerthige Hälften 
zerfallen, deren Längen genau dieselben sind, wie im Hexakistetraeder. 

Ausnahmsweise wollen wir für diese Formen auch die Kanten linien 
berechnen, weil sich aus den Werlhen derselben mit der gross ten Evidenz 
diejenigen Folgerungen ableiten lassen, welche zu Ende des §. 67 über die 
anderweiten Effecte dieser Tetartoedrie ausgesprochen wurden sind. Wir 
unterscheiden die dreierlei Kanten als Haaptaxenkanten, als schärfere und als 
stumpfere Zwischenaxenkanten, weil sie an den Endpuncten der Hauptaxen« 
der hemicSdrischen und der holoedrischen trigonalen Halbaxen liegen; wir 
bezeichnen aber 

die 6 Hauplaxenkanten mit ;2l, 

die 12 schärferen Zwischenaxenkanten mit 0, 

die t2 stumpferen Zwischenaxenkanten mit C. 

In beistehender Figur ist also z^ B. RR' eine Hauptaxenkante, RT' eine 
schärfere, und RT eine stumpfere Zwischenaxenkante. Da nun diese drei 
Kanten von den Puncten T, T\ R und It begränzt werden, so bedürfen wir 
zur Berechnung derselben nach §. 29 die Coordinaten dieser Puncto. Nun 

haben der stumpfere trigonale Eckpunct 7, und 
der spitzere trigonale Eckpunct T dieselbe Lage, 
wie im Hexakistetraeder $ folglich werden, wenn 
JCj Y und Z die Endpuncte der drei positiven 
Halbaxen sind, die Coordinaten 




für r, ar=y = « = 

für T\ Xs=:yssz=: 



mn 



tmi'^Tn'^n 



mn 



mn^m — n 

^iff- 33. und zwar die drei ersteren alle positiv, von 

den drei letzteren dagegen o? negativ. Wir haben nun noch die Coordinaten 
der Puncto R und Ä' zu bestimmen. Es ist aber R der Durcbschnittspunct der 
Kantenlinic Ä/?' mit der Fläche F\ und es ist R der Durcbschnittspunct der- 
selben Linie mit der Fläche F"\ während diese Kantenlinie von den beiden 
Flächen Fund F" gebildet wird. Eine aufmerksame Betrachtung lehrt, dass 
die Gleichungen der vier Flächen F, F\ F" und F'" folgende sind : 

y 



ffir F, - 
m 



n 



^=1 
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furF', jr4-^+-=:l 

m n 

m n 

rurr",-a;-.^-- = l 

m n 

Gombiniren wir die Gleichungen von F und F*\ so erbalten wir als die Glei- 
chungen der Kantenlinien RR 

— h ^ =5 0, und .5 = 1; 
m n 

worans sich ergiebt, dass die Hanptaxenkanten den Coordinat-Ebenen paral- 
lel sind. Gombiniren wir nun ferner diese Gleichungen der Linie RR mit 
der Gleichung der Fläche F\ so ergeben sich die Coordinaten des Punctes R 
mit folgenden Werthen : 

_ m^( n—\) _ m{n—\) _ - 

Da nun die beiden Puncte R nnd R zu der Axe der s und zu der Coordinat- 
Ebene {xx) eine ganz symmetrische Lage haben, so gelten für den Punct R 
dieselben Coordinaten, nur erhalten x und y die entgegengesetzten Vor- 
zeichen. 

Aus den so bestimmten Coordinaten der Puncte R und R, so wie aus 
den oben stehenden Coordinaten der Puncte T und T' berechnen sich nun 
nach §. 29 die Längen der dreierlei Kanten wie folgt : es ist 

n{nr^n) 



Kante B = z : — r: — « ;^ 



Kante C = 7 -7—0 ^^ " 

tiijan-^m — n){mr — n) 

Ans diesen Werthen ersieht man sogleich, dass für ;i = 1 die Kanten 21 ver- 
schwinden , und folglich die Flächen Deltoide werden ; dass für /i = m die 
Kanten 6 verschwinden, und folglich die Flächen gleichschenkelige Dreiecke 
werden, und dass für m = 00 die Kanten 6 und C einander gleich, und folg- 
lich die Flächen symmetrische Pentagone werden. 

Wir haben nun noch die Winkel dieser Kanten zu berechnen. Es sind 
aber die Kanten C offenbar identisch mit den Kanten C " der Dyakisdodekae'- 
der, und folglich aus §. 65 bekannt. Die Kanten JX und 6 dagegen (z. B. die 
Kanten RR nnd RT m Fig. 33) bilden einen neuen Gegenstand der Berech- 
naog, und finden sich aus dem allgemeinen Ausdrucke von cosff^ in §. 32, 
wenn man in solchem statt a, b und c die Parameter der Fläche F, für a\ V 
und c aber successiv die Parameter der Flächen F** und F"* einsetzt ; man 
erhält so 
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cosÄ = — 



ni?n^^m^'~'n^ 



K 



^ m«(»i— «— 1) 
COS0 = ^— g - 

cosC = ^ — i. = cosC m §. 65. 

11 

wobei wiedemm /ir = m'(»^-i-l)-hn* lat. Setzt man in diesen Ausdrücken 

statt m und n die den übrigen Formen zukommenden Werthe, so gelangt man 

für n =siR auf die Kanten der Trigondodekacfder, 

für ;i = 1 auf die Kanten der Deltoiddodekaeder, 

für /;i SS oo auf die Kanten der Pentagondodeka^der, 

für m s oo und » =s 1 auf die Kanten des Rhombendodekaeders, 

für m = n xs 1 auf die Kanten des Tetraeders, und 

füri» = ;t =s oo auf die Kanten des Hexaeders, 

wodurch denn die, zu Ende von §. 67, i}ber die Wirkungen dieser Tetartoe- 

drie mitgetheilten Ergebnisse abermals ihre vollkommene Bestätigung erhalten. 



SDrittes Cctpttel. 
Combinationen der tesBeralen Formen. 

§.69. Eintheilung derselben. 

Bekanntlich können die Formen des Tesseralsyslems zu zweien, dreien 
und mehren an einem und demselben Krystalle zugleich ausgebildet vor- 
kommen, oder mit einander zu Combinationen verbunden sein. Dabei findet 
jedoch das Gesetz Statt, dass die combinirten Formen entweder holoedrische, 
oder hemiedrische, oder tetarto(^drische, und im zweiten Falle entweder tetrae- 
drisch- oder dodekaedrisch-semitesserale Formen sind, weil niemals die eine und 
die andere Ausbildungsweise des Systems zugleich angetroffen wird. Daher sind 
denn die Combinationen des Tesseralsystems, eben so wie seine einfachen 
Formen, als plenotesserale, semitesserale und quadrantotesse- 
rale, die semitesseralen aber als tetrae drisch- und als dodekae- 
drisch-semitesserale Combinationen zu unterscheiden. Dass sie übri- 
gens nach der Zahl der combinirten Formen als binäre, ternäre, quaternäre, 
oder ab zweizählige, dreizählige, vierzählige Combinationen u. s. w. unter- 
schieden werden, ist bekannt. 

Indem wir die gewöhnlichen Combinationen des Tesseralsystems als 
bekannt voraussetzen, oder wegen ihrer auf die Anfangsgründe der Krystallo- 
graphie (S. 73 ff.) verweisen, wollen wir gegenwärtig nur in atter Kürze die 
aligeme ine Theorie der binären Combinationen mittheilen, weil solche 
die Grundlage für die Beurtheiiung und Entwick^lung aller Combinationen 
gewährt. Denn jede ternäre oder mehrzähligeCombination lässt sich auf binüre 
Combinationen zurückführen, indem man immer nur das Verhältniss je zweier 
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ihrer Ponnen in das Ange iktst. Wer also die biaareB CombinatioBen enU 
wickeln kann, der wird sieh auch in. den mehrzShligen Gonibinataonen znrechl 
finden, für deren Entwiekelung wir noch überdieas im vierten Gapitel ein 
äusserst wichtiges Hilfsmittel kennen und benutzen lernen werden. 

Anm. Da die qnadrantotesseralen Formen und GombtaatioDeD bis 
jetst nur am chlorsaarea Natron naebgewieseo worden sind, und za den sehr 
seltenen Erscheinnogeo gebflrea, so werden wv ans aneh aar mit den plenotes- 
seralen nnd senitesseealen Combioatiooen beschlftigen. Die in den §§. 67 and 
68 mitgetbeiitenBetraehtoiiffeB werden den Leser hiDreichend in den Stand setzen, 
die Eigentbflmlicbkeit der qoadrantotesseralen Combinationen zu lieortheilen. 

§.70. Theorie der plenotesseralen Combinationen. 

Da die Hexakisoktaeder die Repräsentanten aller plenotesseralen For- 
men sind, so werden wir die allgemeine Theorie der binären plenotesseralen 
Combinationen nur dadurch erhalten, dass wir die Verhältnisse aufsuchen, 
unter denen irgend zwei Hexakisoktaöder mit einander combinirt sein können, 
und dass wir die diesen Verhältnissen entsprechenden Bedingungen ermittein. 
Dabei wollen wir der leichteren Vorstellung wegen voraussetzen, dass das 
eine Hezakisoktae'deriT^On als vorherrschende, und das andere mOn 
als untergeordnete Form ausgebildet ist; zur Vereinfachung der Rech- 
nung aber denken wir uns desungeachtet beide Formen auf gleich grosse 
Hauptaxen reducirt, so dass die Halbaxen einer jeden den Werth 1 haben. 
Eis fragt sich also, welcheriei Veränderungen wird die vorherrschende Form 
durch die untergeordnete erleiden können? Die Antwort auf diese Frage lau- 
tet dahin, dass es überhaiytt sechs verschiedene Modificationen sind, 
welche in der Erscheinungsweise eines vorberrscfaenden Hexakisoktaeders 
durch die Flächen eines untergeordneten Hexakisokta^sders verursacht werden 
können; «nd zwar sind diese Modificationen folgende: 

1. eine Zuschärfung der längsten Kanten A^ 

2. eine Zuschärfung der mittleren Kanten £, 

3. eine Zuschärfung der kürzesten Kanten C^ 

4. eine achtflächige Zuspitzung der diletragonalen Ecke, 

5. eine sechsflächige Zuspitzung der sechsflächigen Ecke, und 

6. eine vierflächige Zuspitzung der rhoinbischen Ecke. 

Die Bedingungen, welche diese sechs verschiedenen Modificationen 
bestimmen, beruhen wesentlich auf den Verhältnissen der Co^fficienten t und 
r, /' und r der Zwischenaxen beider Formen, wie ans Folgendem erhellt. 

1. Zuschärfung der längsten Kantend. Sie erfordert die Er- 
füllung der beiden Bedingungen, dass die Kanten A beider Hexakisoktaeder 
einander parallel sind, und dass dieselbe Kante in der untergeordneten 
Form stumpfer ist, als in der vorherrschenden Form. Denken wir uns also 
beide Formen auf gleiche Hauptaxen reducirt, so wird die erste Bedingung 
durch Qpincidenz der beiderseitigen Rantenlinien A^ und folglich durch Gleich- 
heit der trigonalen Zwischenaxen beider Formen erfüllt sein, während der 
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zweiten Bedingang dadareh Genäge geleistet wird, dass die rbombische Zwi- 
scheoaxe von mOn grösser ist, als jene von mOn. Eine Zoschärfnng der 
längsten Kanten von mOn wird daher jedenfalls Statt finden, wenn t' a= t und 
r'^-r ist. 

2. Zuschärfung der mittleren Kanten 0. Sie erfordert zn- 
vörderst einen Parallelismus der beiderseitigen Kanten B^ und folglich, bei 
gleichen Haaptaxen, eine Coincidenz derselben, also Gleichheit der beider- 
seitigen rhombischen Zwischenaxen. AusseiMem aber muss dieselbe Kante in 
mOn stumpfer sein, als in mOn, was nur dann der Fall sein wird, wenn die 
trigonale Zwiscbenaxe von mOn grösser ist, als jene von mOn. Eine Zu- 
schärfung der mittleren Kanten von mOn wird daher jedenfalls Statt finden, 
wenn r =ir und ^' > t ist. 

3. Zuschärfung der kürzesten Kanten C Sie erfordert er- 
stens einen Parallelismus der beiden Kanten C, und folglich, weil die Lage 
dieser Kanten durch die Endpuncte der trigonalen und rhombischen Zwischen- 
axen bestimmt wird, eine Gleichheit der Verhältnisse f i r und t:r^ nennen 
wir also diese Quotienten q' und q, so ist q' = q die erste Bedingung, welche 
erfüllt sein muss. Zugleich muss aber die Kante C in m'On' stumpfer sein, 
als in mOn^ was bei gleichen Hauptaxen durch die Bedingung r '^r erreicht 
wird. Eine Zuschärfung der kürzesten Kanten von mOn muss demnach Statt 
finden, wenn q' ==q und r' < /* ist. 

4. Achtflächige Zuspitzung der ditetragonalen Ecke. Sie 
wird jedenfalls eintreten müssen, wenn zugleich f' > ^ und r y>r ist ; dabei 
werden die Combinationskänteii den kürzesten Kanten von mOn parallel, 
wenn q '=^q ist. 

5. Sechsflächige Zuspitzung der sechsflächigen Ecke. Eine 
einfache Betrachtung lehrt, dass die ihr entsprechenden Bedingungen durch 
die Grössenverhältnisse t' <^t und q' <,q ausgedrückt werden ; dabei werden 
die Combinationskanten für r =:r den mi ttl e re n Kanten von mOn parallel. 

6. Vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke. Man 
erkennt leicht, dass eine solche jedenfalls Statt finden muss, wenn r <,r und 
q'^q ist; sind die Combinationskanten den längsten Kanten von mün 
parallel, so muss ^ = ^ sein. 

Aus vorstehenden Betrachtungen ergi^bt sich also, dass es lediglich auf 
die Verhältnisse der Coefficienten ^ und r, t' und / ankommt, ob diese 
oder jene von den überhaupt möglichen Combinations-Erscheinungen eintre- 
ten soll. Benutzen wir nun bei diesen Gleichungen und Vergleichungen die 
oben in §. 57 stehenden Werthe von t und r, indem wir die entsprechenden 
Werthe von i und r mit accentuirten Buchstaben schreiben, so ergiebt sich 
nach einigen Reductionen, dass 

f w ^ ^ mn ^ mn 

t> = <t, wenn -7— -7 > = < - - 

r' > a= < r, wenn «'>=<» 

y > = < y, wenn -^—, — <- > = < -^^ ^ 

n n 
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Sttbstitmrt man in die obigen sechs Sätze diese Werthe, so erhält man die 
Bedingnogen, welche die Combinationen zweier Hexakisoktac^der mOn und 
m'On beherrschen, anmittelbar als Functionen der Ablekungszahlen ausge- 
druckt. Es erleidet daher mOn, als vorherrschende Form, durch ein 
zweites untergeordnetes Hexakisoktaeder mOn 

1. eine Zuschärfung der längsten Kanten ^, 

m n mn , / ^ 

wenn -> 7 = » nnd « > « 5 

tn ■+» wi+w 

2. eine Zuschärfung der mittleren Kanten B^ 

wenn n = /i, und m' > j7i ; 

3. eine Zuschärfung der kürzesten Kanten C, 

jwV-hI) m(«-|-l) , , ^ 

wenn — ^ — 7 — - = — ^ , und » < « ; 

n n 

4. eine acht flächige Zuspitzung der ditetragonalen Ecke, 



vin mn 



wenn —7 > > , und n ^n\ 

5. eine sechsflächige Zuspitznng;der sechsflächigen Ecke, 

m'n mn , . m'(n+\) ^iw(«+l) 
wenn —, , < , und , — < ; 

6. eine vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke, 

wenn « < «, und — ^ — -, — - > . 

n n 

In* diesen sechs Sätzen ist die Theorie aller binären plenotesseralen Combina- 
tionen enthalten. Denn, welche andere zwei Formen auch gegeben sein 
mögen, man wird durch Anwendung dieser Sätze allemal bestimmen können, 
welche von jenen sechs CombinaUons- Verhältnissen für sie möglich sind, 
nnd welche Bedingungen das eine oder das andere Verhältniss erfordern. 
Nor wird natürlich die Beschreibung der Combinationen angemessene 
Veränderungen erleiden, wie solche durch die besondere Beschaffenheit der 
jedesmal gegebenen Formen nöthig gemacht werden. 

Ein Beispiel wird diess hinreichend erläutern. Man will wissen, welche 
Veranderangen ein vorherrschendes Ikositetraeder mOm durch ein untergeord- 
netes Tetrakishexaeder ooOn erleidet. 

An dem Ikositetraeder existiren nur noch die Kanten B nnd C; die dite- 
tragonalen Ecke sind nur tetragonale, die sechsflächigen Ecke nur trigonale 
Ecke; die untergeordnete Form hat nur 24 Plflchen, die Znschflrfungen der 
Kanten gehen daher in Abstumpfungen, die achtflächigen Zuspitzungen der Ecke 
in vieraflchige, die vierflachigen Zuspitzungen in Zuscbarfungen der Ecke 
über. Da nun ;i = m, und m' = 00 ist, so folgt aus einer Vergleichung der ent- 
sprechenden Bedingungen, dass die drei Fälle 1, 3 und 5 unmöglich sind, nnd 
dass also ein Ikositetraeder durch die Flächen eines Tetrakishexaeders nur fol- 
gende Veränderungen erleiden kann : 

a) eine Abstumpfung der Kanten /?, wenn n ^=.m\ 

b) eine vierfläcbige Zuspitzung der tetragonalen Ecke, bei welcher die Za- 
spitznngsflächen auf die Kanten aufgesetzt sind, wenn ir' > m ; 
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c) eJM Zoteblrfnng der rbtmbiMheD Ecke, bei weldier die ZoMlrilrhJiKc 
fliehen >uf i'it Kuten S «QfgeMtzt liad, weaa m < m. 
Dank Ihpliefae Betrjicliliing;eii wird maa für je iwei udere FormeB etia ib«! 
krysUllograpbiacheii Zeieheo, «ater BerücksiehtigiMig ihrer beswideren GmUI- 
tang, die fOr aie mOglicben CoDbiaatiAu-VerlidllDisse erschlieisen kOoDea. 

§.71. Tfaeorie der geneig tflächig-semitesaeralea 
Combinationen. 

Da uns die HezakistetraCder gewissennasseD das ga uze Tesseralsystem 
in seiner tetraf^drischen Hemitidrie repräseatiren, so werden wir auch in der 
Combinalion irgend zweier llexakijtetraeder die sümmtlichen tetraS- 
driseh-semitesseraleD Combi nat Ionen erfassen. Die Theorie dieser Combina- 
ijoiieti beruht also auTder LntersuchnDg der Verbältnisse, nnter denen sich 

zwei verschiedene Hexakistelrneiler -s— und — = — mit einander verbinden 

können. Dabei isL jedoch der bei allen heuJSdrischen Combinationea sehr 
wesentliche unterschied zu berücksicbtigeD , ob sieb die beiden combinirten 
formen in gleicher oder iu verwendeter Stellang befinden, weghalb 
wir jeden dieser Fälle besonJers in Betrachtung ziehen müssen. 

I. Combination zweier Hr.rakisletrai'der von gleicher SteUung. 

Indem wir abermuls die eine Form als vorherrschend, 4ie andere 

als autergeordnet, übrigens beide auf gleiche Hauptaxen reductrt 

denken, lässt uns eine Betrachtung der möglichen Verscbiedeabeitea der Pia- 

cheolage auf das allgemeine HesullAt gelangen, dass ein vorherrschendes He- 

xakistetraSder —^ durch die FlSchen eines anderen, untei^cordneten, aber 



schiedene Hodificationen erleiden kann; 

1. eine Zaschärfung der kürzesten Ranten A', 

2. eine Zuschärfung der mittleren Kanten B', 

3. eine Zuschärfnog der längsten Kanten C", 

4. eine vierDäcbige Znspitzuag der rhombischen Ecke 

5. eine sechsflaclü'ge Zuspitzung der stiuupfereu sechsBächigeD Ecke, und 

6. eine sechsflächige Zuspitzung der spitzeren sechaflachigen Ecke. 

Die Bedingungen, denen diese sechs Comhinationen anlerworfen sind, beruhen 
wesentlich auf den GrössenverhältniBsen der boloMriscben und der hemiüdri- 
schen trigonalen Halbaxen (§. 62) beider Formen, mithin auf den Verbältnissen 
der CoSfficienten t und j, i und r', wie aus folgenden Betrachtungen eriiellt. 
1. Zuschärfung der kürzesten Kanten A' . Eine solche tx- 
fordert erstens einen Parallelismus oder, hei gleichen Hauptaxen, eine Coin- 
cidenz der beiderseitigen Kanten .r^', und zweitens einen stumpferen 
Winkel für diese Kauten in der untergeordneten Form ; die erste Bedingung 
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wird durch die Gleichheit der beiderseitigen boloi^drischeD Halbaxen, die 
zweite BedinguDg durch das Deberwiegeo der hemilfdrischeii Halbaxe der 
antergeordneten Form in Erfnilang gebracht. Eine Zuschärfung der kürze- 
sten Kanten findet also jedenfalls Statt, wenn ^ = / und %^% ist, woraus 

zugleich folgt, dass q' <,q sein müsse, wenn i^ir — ^^ q und -7 =s / setzen. 

%• Zuschärfung. der mittleren Kanten B\ Sie setzt voraus 
ParalleUsmus oder Goincidenz der beiderseitigen Kanten B\ und eine 
grössere Amplitude oder eine stumpfere Beschaffenheit derselben Kanten 
in der untergeordneten Form ; Bedingungen, von denen die erstere durch die 
Gleichheit der beiden bemic^driscben Halbaxen, die andere durch das Ueber- 
wiegen der holof!drischen Halbaxe der untergeordneten Form erfüllt wird. 
Demnach findet eine Zuschärfung der mittleren Kanten allemal Statt, wenn 
t' SS T und ^ > / ist, woraus zugleich q "> q folgt. 

3. Zuschärfung der längsten Kanten C. Sie erfordert ausser 
dem Parallelismus der beiderseitigen Kanten C", welcher durch die Be- 
dingung q'ssq erfüllt wird, auch noch ein grösseres Winkelmaass 
derselben Kanten in der untergeordneten Form, welches durch die Bedingung 
^ < f gewährleistet wird. Folglich niuss die vorherrschende Form jedenfalls 
eine Zuschärfung ihrer längsten Kanten erleiden, wenn zugleich q' ssq und 
x' < / ist, woraus sich zugleich ergiebt, dass auch t' < t sein wird. 

4. Vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke. Eine 
solche wird jedenfalls eintreten müssen, wenn zugleich /' > ^ und r > t ist, 
wobei übrigens das Verhältniss von q' und q ein sehr verschiedenes sein kann, 
und für q' s=:q ein Parallelismus der Gombinationskanten mit den längsten 
Kanten der vorherrschenden Form Statt findet. 

5. Sechsflächige Zuspitzung der stumpferen sechsflächi- 
gen Ecke« Sie wird allemal Stattfinden, wenn zugleich £'<^und^'<^ 
ist, wobei das Verhältniss von r und t ein verschiedenes sein kann, für r=iT 
aber die Gombinationskanten den mittleren Kanten der vorherrschenden 
Form parallel werden. 

6. Sechsflächige Zuspitzung der spitzeren sec|bsflächi- 
gen Ecke. Sie wird sich nolhwendig herausstellen, wenn zugleich r < t 
«nd jr'> q ist, wobei das Verhältniss von ^ und i sehr verschieden sein kann, 
und für f' = ^ ein Parallelismus der Gombinationskanten mit den kürzesten 
Kanten der vorherrschenden Form eintritt. 

V^ir haben nun noch die, zwischen den Goefficienten der beiderseitigen 
irigonalen Halbaxen obwaltenden Bedingungen als Functionen der Ablei- 
tungszahlen m und Ttj m und n auszudrücken, um es sogleich aus den 
krystallographiscben Zeichen je zweier Formen erkennen zu können, welche 
von den verschiedenen Gombinations-Erscheinungen für sie Statt finden wird. 
Setzen wir für t und l', für t und %' ihre in §. 62 stehenden Werthe, so er- 
hielten wir für jene Bedingungen folgende aequivalente Ausdrücke : es ist 

Nanmaoa^s Krysullograpbie. o 
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Svbstitairen wv diese Wertbe in die obigen sechs Sitae, sn gelangen wir 

Aich einigen Rediietionen endlieb anf folgende ResnlUte. Ein viorbemebeD- 

ntOii 
des Hei^tkisteiraiSder — ^ erfährt durch ein zweites, antergeordnetes Hexa- 

m'On 
kistetraeder — ^ — » hei gleicher Stellang heider Formen : 

1. eine Zaschärfung der kürzesten Kanten A\ 

»I « mn . , ^ 

wenn —7 — > ä , und « > w « 

%. eine Zaschärfung der mittleren Kanten B\ 

mn mn % /^ 

wenn —, >- = , und « > « ; 

m — « m— » 

3. eine Zuschärfung der längsten Kanten C\ 

j»V+l) «•(«+!) . /^ 
wenn ^ , — ' =s — ^ ^, und » < « ; 

n n 

4. eine vierflächige Zuspitzung der rhomhischen Ecke, 

mn ^ mn , , ^ 

^^'^'^ «.^-i,^/ > ;rx::> nod n >i»» 

5. eine sechsflächige Zuspitzung der stumpferen sechsflächigenEcke, 

m'n ^ mn . wiV«'+l) ^iw(iH-l) 
wenn —7 , < , und — ^ — , — '- < — ^ ; 

6. eine sechsflächige Zuspitzung der spitzeren sechsflächigen Eckt) 

mVn'-hl) ^ »i(ii-l-l) , mV ^ mn 

wenn — ^ -, — - > — ^^ ~ , und —7 ? < ; 

n li m — « «— n 

mit welchen Resultaten die Theorie der binären, tetreiSdriscb-semitesseraleB 

Combinationen für den ersten Fall, der gleichen Stellung beider Fonneo 

erledigt ist. 

II. Combination zweier Hexakütetraeder von verwendeter Stellung' 
Wenn sich die beiden HexakistetraMer in verwendeter Sidllang bef ndes, 
wenn also ein — o~~ ^^^ einem ^ — combinirt ist, dann wird allerdings 



die Zahl der möglichen Cembinations-Verhältnisse geringer. Da nämhch is 
diesem Falle die hemiMrisohen Halbazen der einen Form in die boWMn- 
sehen Halbaxen der andern fallen , und vice versa , so sind die Verhält- 
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johw VOD r and t^ vm t' und v 
sa yergleiohen» wekhe ttaifirlicb 
nicht so manehfaltige sein können, 
weü inner r > ^ nnd r' > l' sein ig 
mnss. Diese beschränkenden Be- 
dingungen gestatten überhaupt nur 
folgende Combinationen ; es eriei- 

- . mOn , . m'On 
det —s— durch ^ — 

7. eine Zoscharfhng der mittleren Kanten B\ wenn ^'a=T und r >^; 

8. eine vierfläehige Zuspitzung der rhombi sehen Ecke, wenn l' > t; 

9« eine sechsflächige Znspilsung der spitzeren sechsflächigen Ecke, 
wenn Z' < t, wober die Cosobinationskanten den kürzesten Kanten pa- 
rallel werden, wenn t =Bt ist. 

Drücken wir diese Bedingungen als Functionen der Ableituugszahlen aus, so 

erhalten wir 

r > » <T, wenn > . > > « < 



-h« 



um 



^^^ ^ "" ^ JW-I-« 



T > = < ^, wenn 

und folglich findet Statt: 

7. eine Zusehärfung der m i 1 1 le r e n Kanten B \ 

mn mn 

wenn - , — , = ; 

in-i-ii w— « 

8. eine vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke, 

m'n mn 
wenn , ^ / > 5 

JOS +» Wl— II 

9. eine sechsflächige Zuspitzung der stumpferen sechsflächigen Ecke, 

mn ^ mn 

wenn , , < 5 

m ■+« m — n 

womit denn auch der zweite Fall erledigt ist, da sich die beiden combinirten 

Formen zu einander in verwendeter Stellung befinden. 

Dass nun aber in diesen neun Sätzen wirklieh die Theorie aller semi- 

tesseralen Combinationen gegeben ist, davon überzeugt man sich leicht, wenn 

man irgend zwei andere Formen herausgreift, um deren Combinatioos-Er^ 

scheinung zu bestimmen. 

Es sei z. B. die vorhemehende Fora ein Trigondodekaeder —^% und die 

m'O . 

untergeordnete Form eia DeltoNldQdeka^der -^ ; man ersieht sogleich, dass in 

z 

diesem Falle t immer < r sein wird, woraus sieh denn ergiebt, dass die Falle 
3, 5 nod 6 die einzigen noch möglichen sind. Da nun aber beide Formen jetzt 
ZwOHflSchner sind, so eriahren natflrlich die Bosch reibungsformefn der Combi- 
nationen eine aogemessene VeräDderong, und man findet endlich, dass ein Tri- 
gondodekaeder durch ein Deltoiddodekaeder von gleicher Stellung nur folgende 
Veränderungen erleiden kann : 

8* 
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a. eiBeAbstompfoDg der (jetzt) kfirzestee Raoten C\ wenn iR'=<|{m-|-i),* 

b. eine dreifliichige Zospitzuog der trigoDaleo Ecke, wenn m ^i-Cm-f-i); 

c. eine dreiflächige Znspttzong der sechsflaebigen Ecke, wenn m'>^m-|-l). 
Das in beiden letzteren Fällen die Zospitzungsflächen anf die Kanten C anfge- 
•etzt sein müssen, diess lehrt schon eine Vergleicbong beider Formen in der an- 
gegebenen Stellung. 

Oder es sei die nntergeordnete Form ein Tetrakbhezaeder ooOn'« so ist 
ebenfalls t < r, zogleich aber aach q >> q^ folglich kann nnr noch der Fall 6 
vorkommen, d. h. ein Trigondodekaeder erleidet darch ein Tetrakishexaeder 
jedenfalls eine sechsflächige Zuspitzung seiner sechsflächigen Ecke. 

§. 72. Theorie der dodekac^drisch-semitesseralen 

Combinationen. 

Die Theorie der parallelflächig-semitesseralen Combinationen bemht auf 
der Untersuchung der Verhältnisse, unter welchen sich irgend zwei Dyakis- 
dodekaeder combiniren können, weil ja eine jede andere Form gewisserroaas- 
sen als ein Dyakisdodekaeder zu betrachten ist. Da aber zwei Dyakisdode- 
kaeder sowohl in gleicher, als auch in verwendeter Stellung combina« 
tionsfahig sind, so haben wir abermals zwei verschiedene Fälle in Betrach- 
tung zu ziehen. 

I. Combination zweier Dyakisdodekaeder von gleicher Stellung. 

• Wir denken uns wiederum die eine Form als die vorherrschende, die 
andere als die untergeordnete, beide aber von gleicher Länge der Hauptaxen. 
Die Zahl der möglichen Combinations-Erscheinungen ist etwas grösser, als 
bei zwei Hexakisoktafe'dern oder zwei Hexakistetrafe'^ern, weil die Dyakisdo- 
dekae'der vierseitige Flächen besitzen , deren jede von dreierlei Kanten und 
von dreierlei Ecken begränzt wird. Um daher unsere Betrachtung zu verein- 
fachen, wollen wir uns nur auf die wichtigeren Combinationen beschränken, 
als welche sich folgende Veränderungen herausstellen, die ein vorherrschen- 

—5— durch die Flächen eines untergeordneten Dya- 

kisdodekaeders — ^ — erleiden kann. 

1. Eine Zuscbärfungder kürzesten Kanten A'\ wenn m'ssin, und i9'>n. 

2. Eine Zuschärfung der längsten Kanten B'\ wenn n=^n^ nnd m > m. 

3. Eine Abstumpfung der unregelmässigen oder mittleren Kan- 
ten C'\ Sie erfordert erstens, dass. m <,m^ und 
zweitens, dass die Flächen der untergeordneten Form 
in die Zonen dieser Kanten fallen ; nun ist in der bei- 
stehenden Figur 

die Gleichung der Fläche F: ^ -i-^ -h a? = 1 




m n 



Fig. 34. 
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dab(!r erhallen in der allgemeinen Zonengleiehnng (§• 36) 

M N R_^ 

^" » T" "■■■ " 
a D c 

die CoeiBcienlen M, N und R folgende Wer4he : 

M = ay\b'c"^b"c') = - »i(»i-n*) 
iVs= VV'ip'd' —c'd) s=s '^Mn(mn — 1) 
R = cc\db"^d'b) = »(m*— «) 
und die Zonengleichung selbst wird in vorliegendem Falle : 
m(m^n^) mff(mn^l) n(m^^n) g. 
a b c 

Nun kann aber die Fläche, welche die Kante C abstumpft, entweder eine der 
Ff oder eine der jF' analoge Lage haben; hiernach ergeben sich also für die 
Abstnmpfopg der unregelmässigen oder mittleren Kanten zwei Fälle, welche 
wir dadurch unterscheiden, können, dass wir sagen, die AbstompfungsBächen 
seien entweder auf die Kanten ji'\ oder auf die Kanten B" aufgesetzt, oder 
auch, die Abstumpfung erfolge entweder von den Kanten B" her, oder von 
den Kanten A" her; 

im ersten Falle ist a=sm\ b^=n\ c s= 1, 
im zweiten Falle ist a = 1, b^^m y c=: n\ 
welche Werthe man, nach Maassgabe der Aufsetzung der Abstnmpfungsflä- 
chen, in die vorstehende Zonengleicbung einzusetzen hat. 

4. Eine vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke, wennm'>i7i 
und »' > «. 

5. Eine dreiflächige Zuspitzung der trigonalen Ecke; die eine Bedin- 
gung, welche sie fordert, ist die, dassm'<»» sein muss. Unter den 
mancherlei Arten, wie diese Zuspitzung Statt finden kann, sind nun be- 
sonders die zwei durch besondere Regelmässigkeit ausgezeichnet, da die 
Anfsetzungskanten entweder den Kanten B'\ oder auch den gleicbschen- 
keligen Diagonalen der Flächen der vorherrschenden Form parallel 
werden. 

a. Sind die Aufsetzungskanten den Kanten B" parallel, so ist n =:n, 

b. Sind die Aufsetzungskanten parallel den gleichschenkeligen Diagonalen, 
oder denen durch die beiden unregelmässigen Eckpuncte jeder Fläche ge- 
henden Linien, so müssen die Zuspitzungsflächen in die Zonen dieser Li- 
nien fallen. Die auf die Fläche F aufgesetzte Zuspilzungsfläche würde also 
in die Zone der Linie ab fallen, welche die beiden Puncto a und b ver- 
bindet. Nun lässt sich leicht zeigen, dass die Centroparallele einer Linie, 
welche durch zwei Puncte geht, deren Coordinaten./?, ^, r und p\ q'j r 
sind, die Gleichungen 

P^P 9 — 9 ^ — '' P^P 

haben muss. Es sind aber die Coordinaten des Punctes a (§. 65) 

mn — m g^ mn — n 

P ^ z:z — r > y = *'» ^ = 7^ — i ' 



i 
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und die Goordinaten des Puneles b 

folglich werden die Gleichungen der geiucbten Zonenlinie : 

1 ^—r- = und «= 

mn — m mn^n m — n mn^fn 

woraus sich denn die Zonengleichung 



m — n 



O 



m n 

ergiebt, welche zwar zunächst für die auf die Fläche F aufgesetzte Zu- 
spitzuagsfläcbe erhalten worden ist, uns aber doch im AHgemeineB lebrt, 
dass die in Rede stehende Zuspitzung nur von solche Djakisdodekae^ 
dem hervorgebracht werden kann, deren beide Ableitiingszahlen m' und 
n dieser Bedingungsgleichung Genüge leisten. 
6. Eine Zuscbärfnng der unregelmässigen Ecke. Auch bei dieser M<h 
dificalion, für welche im Allgemeinen m' < » > m sein kann, sind swei 
Fälle zu unterscheiden, je nachdem die ZuschärfiiDgsfläcben auf die 
Kanle A" und deren anliegende Kante C'\ oder auf die Kante B" und 
deren anliegende Kante C" aufgesetzt sind, 
a. Findet die Aufsetzung der ZuspitzungsOächen auf B" und C" Statt, so 
muss jedenfalls n' <,n sein, und dann sind besonders die beiden Fälle zu 
merken, da die Aufsetzungskante der ungteichsehenkeligen Diagonale, oder 






auch der Kantet parallel ist: im ersten Falle ist —; t = 1 im 

andern Falle m' s m. 

b. Findet die Aufsetzung der Zuspitznngsflächen auf A" und C" Statt, so 
muss n' > it und m <,m sein, und dann wird besonders der Fall interes- 
sant, da die Aufsetznngskante der ungleichschenkeligen Diagonale parallel 
ist, welchem abermals dieselbe Bedingung entspricht, wie vorher. 

II. Combination zweier Dyakisdodekaeder von verwendeter Stellung, 
Wenn sich die beiden Formen in verwendeter Stelking befMen, 

wenn also ein — ^ mit einem — — ^ — 1 verbunden ist , so können nur 

noch folgende Combinations-Erscbeinungen vorkommen. 

7. Eine Zuschärfung der kürzesten Kanten A'\ wenn n' ssm. 

8. Eine Abstumpfung der unregelmässigen oder mittleren Kanten C'\ 
Für diesen Fall, bei welchem die Abstumpiungsflächen stets von der Kante 
B" her aufgesetzt sind, gilt zuvörderst die Bedingung n' < m, dann aber 
die unter Nr. 3 entwickelte Zonengleichang, in welcher a = n\ b' s= m 
und c ^ 1 zu setzen ist, also 

iw(w— «*)m'-i-iiiii(»i«— l)i/— «(m*— ii)i«V sa 

oder m = --r-^ — ^"7 7 r^ = ^ 

n{mr — n)n — m{m — n*) 
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9. Eine vierfläebige Zuspitzuttg der rhombischen Ecke, wenn n > m. 

10. Eine unregelmSssige dreiflächige Zuspitzung der trigonalen Ecke, 
wenn n < m, und m' < P' ; sind die Aufsetznngskanten den Kanten B" 
parallel, so ist m 9 n« 

11. Eine Zuschärrung der unregelmässigen Ecke, wenn n <^m und 
«'>P'. 

Dass die vorstehenden 11 SStze das Wichtigste enthalten, was zur Be- 
urtheilang der CombiDationen auch je zwei anderer Fdnnen erforderlich 
ist, sobald nur dabei auf die besonderen Verhältnisse dieser Formen Rücksicht 
genommen wird, diess ist einleuchtend, und mag nur noch durch ein Beispie! 
erläutert werden. 

odOm 
Die vorberrscbende Form sei ein Pentagoododekaeder — ^ — « ^°' ^ °^~ 

tergeordnete Form eia Dyakisdodekaeder — - — | so ist offenbar m' < m, und 

n <m, folglich könneo, bei gleicher Stellang beider Formen, nur noch die 
Falle 3, 5 ood 6 vorkommen. In der vorberrsebenden Form ezistiren die Kan- 
ten B" nicht mehr als solche, sondern nur ab die Höhenlinien der Flächen, noch 
bilden je zwei Kanten A" nur noch eine einzige Kante. Daher erleidet ein 
vorherrschendes Pentagondodekaeder durch ein in gleicher Stellung befindliches 
Dyakisdodekaeder 

a« eine Abstumpfung der unregelmässigen Kanten, und zwar sind die 
Abstompfnngsfläcben 

«• von den ROberiKnien der Pentagone her anfgeaetzt, wenn n — , , 

m«— 1 

/?. von den regelmässigen Kanten der Pentagone her aufgesetzt, wenn 

, nin 

m -§-«* 

b. eine dreiflächige Zuspitzung der trigonalen Ecke, und zwar sind die 
Aufsetznngskanten der Zospitznngsffäcben 

a. parallel den Bobeulinien der Pentagone, wenn n = n, 

ß. parallel den gleiehscbeakeligen Diagoiialen, oder den Verbindungslinien 

zweier anregelmässiger Eckpuncte, wenn n =r — ; -• ; 

c. eine Zuschärfong der unregelmässigen Ecke, und zwar ist jede 
Znschärfongslläcbe 

a. auf eine regelmässige mid die anliegende anregelmässige Kante gesetzt, 
wenn «' > ä und m'^y-r 
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ß. auf elAe Höhenlinie und die anliegende anregelmässige Kante gesetzt, 
wenn // < n und m > j ist. 



n — n 



Iff» 
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Zonenlebre des TeBseralsystems. 

* t » » 

§. 73. Bestimmung der Flächen aus den 2onen. 

Es wurde dchon in §. 37 bemerkt, dass die Bestimmung unbekannter Flä- 
chen, und also auch unbekannter Formen, mittels der Zonen eine sehr 
wichtige und häufig vorkommende Aufgabe der Krystallographie bildet. Auch 
in den Combinationen des Tesseralsysiems findet sie oftmals ihre Anwen- 
dung, weshalb wir an einem Beispiele diese zonale Bestimmung der Flächen 
erläutern wollen. 

Der allgemeinste denkbare Fall für eine Fläche F, welche in eine be- 
kannte Zone fällt, ist ofl^enbar derjenige, da diese Zone durch irgend zwei 
andere Flächen F' und F" bestimmt wird, deren Parameter a'j h' and c', 
a\ b" und c" sind, von denen wir immer voraussetzen, dass solche respec- 
tive in den Axen der x^ y und % liegen. Für diesen Fall gilt nach §. 36 die 
Zonengleichung in ihrer allgemeinsten Form 

M N 
a b 
worin Jlf==flV(*'c'-*V), N^Vy\cd'^c"a'), Ä = c (?"(«'*'-«"*'). 

In jedem besonderen Falle hat man nun für a , V und c , für a", b'* und 
c" die ihnen, nach Maassgabe der Lage beider gegebenen Flächen, zukom- 
menden besonderen Werthe einzusetzen, um die für die drei Parameter 
ff, b und c giltige Bedingungsgleichung zu erhalten, welche für jede andere, 
in die Zonen der Flächen F' und F" fallende Fläche F erfüllt sein muss. 
In beistehender Figur, welche eine fünfzäblige plenotesserale Gombina- 

tion darstellt, sind nur zwei Formen unmit- 
telbar bestimmt, nämlich das Oktaeder, dessen 
Flächen mit o, und das RhombendodekaiSder, 
dessen Flächen mit r bezeichnet sind. Von 
den übrigen drei Formen lehrt uns die unmit- 
telbare Anschauung nur so viel, dass sie ein 
IkositetraSder (/9), ein Tetrakishexaßder {y) 
und ein Hexakisoktae'der (e) sein müssen. Die 
vollständige Bestimmung dieser drei unterge- 
ordneten Formen wird uns nun aber durch 
die Zonen gewährleistet, in welchen ihre Flä- 
chen mit einander und mit den Flächen der 
beiden bekannten Formen verbunden sind. So 
£, /, §!\ e und r in eine Zone, welche bekannt 
ist, weil die zwei mit o und r bezeichneten Flächen ohne weiteres als die 
des OktacSders und Rhombendodeka^'ders erkannt werden. Nehmen wir die 
erstere als die Fläche F', die andere als die Fläche F\ und setzen wir, 
wie immer, den oberen, rechten, vorderen Raum-Octanten als den der positi- 
ven Halbaxen, so gelten für die Fläche o' die Parameterwerthe : 




Fig. 35. 

fallen z. B. die Flächen o 
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und fir die Flädic r' die Weribe4 

Fähren wir diese Werthe in die Ausdrücke für Af, N und R ein, so wird die 
Zoneng eichnng 

a 6 c 
in welcher Form sie für alle Flächen der Zone dr Giltigkeit hat. Da nun 
allemal eine der drei Grossen a, b und c den Werlh 1 erhält, so sind in die- 
ser Gleichung überhaupt nur noch zwei unbekannte Grössen enlhallen. Be* 
finden sich also in der Zone die Flächen von solchen Formen, welche die 
Renntniss nur einer Ableitungszahl erfordern, so reicht die Gleichung voll- 
ständig zu deren Bestimmung ans. Diess ist in vorstehender Figur der Fall 
mit den Flächen / und /?', welche durch die unmittelbare Beobachtung als die 
Fische eines TetrakisbexaiSders ooOn und eines IkositetraSders mOm erkannt 
werden. Die Fläche y erfordert aber nach ihrer besonderen Lage die Para- 
meter 

folglich wird n = 2 ; eben so fordert die Fläche ß' die Parameter 

folglich wird m=s3. Die beiden gesuchten Formen sind daher oo02'und 303. 
Von derjenigen Form, deren Flächen mit s bezeichnet sind, und welche 
nothwendig ein HexakisoktacSder mOn sein muss, fallen nun aber zwei Flä- 
chen e in die betrachtete Zone; die links liegende Fläche b fordert nach 
ihrer besondern Lage die Parameter 

a^tif b^ — m, c = l 
woraus sich die Zonengleichung 2in = mitH-i» ergiebt; die rechts liegende 
Fläche d dagegen fordert nach ihrer Lage die Parameter 

ffssm, Asse», C^l 

Wonach die Zonengleichung die Form 2m =s mn — m erhält. Wir haben also 
zwei Gleichungen mit zwei unbekannten Grössen, aus welchen sich die Wer- 
the m s 5 und 71 SS f bestimmen. Die drei unbekannten Formen sind daher 
lediglich aus dieser einen Zone als cx>02, 303 und 50f bestimmt worden. 

Auf ähnliche Weise wird man in jedem anderen Falle verfahren. 

Fällt die Fläche einer unbekannten Form in zwei verschiedene 
Zonen, so wird man die Zonengleichnng snccessiv für beide der gegebenen 
Zonen einrichten, und dadurch zur Bestimmung der unbekannten Fläche ge- 
langen. So können wir z. B. in obiger Figur die rechts liegende Fläche e 
tnch dadurch bestimmen, dass sie zugleich in die Zone o'r , und in die Zone 
or' fällt. Vermöge der ersten Zone gilt für sie, wie vorher, die Gleichung 

a b c 
Vermöge der zweiten Zone aber ergiebt sich für sie die Gleichung 

a b c 
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Setzen wir in beiden Gleichungen abermals aasm, bssn und cs=l, so er- 
halten wir wiederum die Wertbe m =s 5 und nsaf^ durch wekbfe das Heica- 
kisokta($der als 50f bestimmt 



§.74. Wichtigste Zonen des Tesseralsjstems; Kaiiteiitonen 

des Hexaeders. 

Obgleich sich in den Combinaüonen der tesseralen Formen viele und sehr 
verschiedene Zonen ausbilden können, welche theils unmittelbari durch ihre 
parallelen Combinalionskanten, theilt mittelbar, durch eine der graphischen 
Melhoden (§. 39 und 40) zu erkennen sind, so giebt es doch einige Zoneni 
denen eine so häufige Ausbildung zukommt, dass sie gewöhnlich besonders in 
Betrachtung gezogen werden. Es sind diess die Kantenzonen des Hezaöders, 
des Oktafe'ders und des Rhombendodekaöders, so wie die DiagonalzooeB des 
OkUöders. 

Die Rantenzonen des Hexaöders sind diejenigen, deren Flächen 
den Kanten des Hexaeders, oder den Hauptaxen parallel sind, weshalb dmb 
sie auch füglich die Zonen der Hauptaxen nennen kann. Es giebt nur drei 
dergleichen Zonen, welche jedoch als gleichartige Zonen völlig dieselben Ei- 
genschaften besitzen, so dass die Betrachtung einer derselben hinreichend 
ist. Wählen wir dazu diejenige, welche der aufrechten Axe, oder der 
Axe der x entspricht, so ist die Zonenlinie identisch mit dieser Hauptaxe; 
folglich werden ihre Gleichungen (§. 16) 

y asO, und j9 = 0. 

Vergleichen wir diese beiden Gleichungen mit den allgemeinen Gleichun- 
gen der Zonenlinie (§. 36), 

^-y=Oundi!-^«.0, 

so erkennen wir, dass fi = oo sein muss ; daraus folgt die Zonengleichung 

~ SS 0, oder a s=s oo. 
a 

Faßlich können zu der Zone nur solche Flächen gehören, deren in die Axe 
der X fallender Parameter den Werth oo hat, wie sich diess ja ans dem Be- 
griffe der Zone von selbst ergiebi. 

Die Entwickelung der Zone ist hiermit von selbst gegeben; denn 
oSeabar muss für alle tautozonale Flächen das Parameter- Verhältniss ooikic 
gelten, statt dessen wir oo : ;t : 1 setzen können, mit den Gränzwerthen oct 
und 1 fiir M ; folglich werden die Tetrakishexa^der ooOn, das Rhombendode- 
kaeder ooO und das HexaSder ooOco diejenigen Formen sein, Welche Flächen 
zu diesen Zonen liefern« 

Die Tangente des Neigungswinkels je zweier Flächen dieser Zone 
findet sich, wenn wir in dem allgemeinen, für orthoedrische Axensysteme 
giltigen Ausdrucke (§. 41) 

aa ob -hcc aa 'hbb cc 



M 

for k den Werth — benolzen, in welchem Mtsiaa'{ic^b'c) ist, und darauf 

Sr ft, « uni tl 4m Wfliih oo eiBführea ; dam wird 

"^^^^ sin^ 

ein Ausdruck, mitteis dessen man für irgend zwei tautozonale Flächen ihren 
Neigungswinkel berecIineB kann, indem man für b und c, für h' und c die- 
jenigen Ableilungszahlen einfuhrt, welche ihnen zukommen ; wobei natürlich 
die Vorzeichen zu berücksiebligen sind. 

§. 75. Fortsetzung; Kantenzonen des Oktaeders. 

Die Kanlenzonen des OktaMers sind diejenigen, deren Flüchen je nweien 
Geg^flkanten des Oklal^ers, oder je einer rhombischen Zwischenaxe parallel 
sind, weshalb man sie auch die Zonen der rhombischen Zwischenaxen nennen 
kann. Es giebt sechs dergleichen Zonen, und es ist gleicbgillig, welche der- 
selben wir betrachten wollen. Wählen wir als Zonenlinie diejenige rhombi- 
sche Zwischenaxe, welche im Octanten der positiven Halbaxen zwischen den 
Axen der y und % liegt, so werden die Gleichungen derselben : 

^ SS 0, und y — jv = 0. 
Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie in 
§• 36, so ergiebt sich, dass ^ = 0, und y s= ^ sein muss, woraus denn die 
Zonengleichung 

b c 
folgt. Diese Gleichung ist nur dann möglich, wenn b und c gleich e Werthe 
und entgegengesetzte Vorzeichen haben. Da nun die Gleichheit zweier 
Parameter allgemein nur entweder für die beiden grössten, oder für die bei- 
den kleinsten Parameter vorkommen kann, so werden sowohl b als auch c 
entweder den Werth m, oder den Werth 1 haben; im ersten Falle wird a=l, 
im zweiten Falle a = m sein. Daher können nur Formen von den Parameter- 
Verhältnissen m:m:l, oder m:l:l, folglich allgemein nur IkositetraSder 
mO»t, oder Triakisoktai^der mO Flächen in die Kantenzonen des Oktaeders 
liefern ; weil jedoch ooOoo, und ooO die Gränzformen dieser Gestalten 
sind, so werden sie gleichfalls denselben Zonen tributär. 

Die Tangente des Neigungswinkels je zweier FJächen dieser Zone fin- 
det sich, wenn man zuvörderst in dem aligemeinen Ausdrucke für tang^ 

N 
(§. 41) jti =s und fmsv setzt, darauf den Werth k^s*^ einführt, in welchem 

N =^ bb\ca -^c d) ist; man erhält so zunächst 

^ aabb'^ccad^bb cc 

Berücksichtigt man nun noch, dass für jede Fläche der Zone die Bedingungen 
6 SS — . Cy und b' ss^c erfüllt sein müssen, so. reducirt sich dieser Ausdruck 
auf 
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mittels dessen man den Neigungswinkel irgend zweier tautozonaler Flächen 
berechnen kann, indem man für a und c, für a und c die ihnen entsprechen- 
den Ableitnngszahlen, unter gehöriger Beachtung der Vorzeichen, einsetzt. 

§.76. Fortsetzung; Kantenzonen des Rhombendodekalfders. 

Die Kantenzonen des Rhombendodekaeders sind diejenigen Zonen, deren 
FiMchen den Kanten des Rhombendodekaeders parallel sind; da nun diese 
Kanten zu je sechs einer der trigonalen Zwischenaxen parallel laufen, so kann 
man diese Zonen auch die Zonen der trigonalen Zwischenaxen nennen. Es 
giebt demnach vier solcher Zonen, welche nicht selten ausgebildet sind. 

Wählen wir als Zonenlinie diejenige trigonale Zwischenaxe, welche im 
Octanten der positiven Halbaxen liegt, so erhalten wir als Gleichungen der- 
selben : 

a? — y = 0, und jff— 07 = 0. 

Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie, so 
folgt, dass fissvssQ sein muss, woraus sich denn die Zonengleichung 

a ö c 
ergiebt. Wenden wir uns nun zu der Entwickelung der Zone (§. 38), so 
lehrt uns diese Gleichung zuvörderst, dass es keine Flächen in denjenigen 
beiden Octanten geben kann, innerhalb welcher die Zonenlinie selbst enthalten 
ist. Die Gleichung ist nur möglich innerhalb der übrigen sechs Octanten, und 
fordert^ dass von den Parametern n, b und c stets zwei mit entgegengesetzten 
Vorzeichen auftreten, wie der dritte. Folglich werden von den Gliedern der 
Gleichung stets zwei zusammen so gross sein, wie das dritte Glied allein. 
Derjenige Parameter, welcher als Divisor dieses einzelnen Gliedes auftritt, 
muss also den kleinsten Werth 1 haben, und sämmtUche Flächen der Zone 
stehen daher unter der Bedingungsgleichung 

m n 
woraus sich denn weiter ergiebt, dass nursolcheFormen, welche unter dem all- 
gemeinen Zeichen iwO , ^| begriffen sind, oder dass nur parallelkantige 

Hexakisoktaclder (§. 57) Flächen zu diesen Zonen liefern können ; da nun 
aber das IkositetralSder 202 und das Rhombendodekaisder ooO demselben 
Zeichen entsprechen, so werden auch diese beiden Formen der Zone tributär. 

Die Tangente des Neigungswinkels je zweier Flächen dieser Zone 
finden wir aus dem allgemeinen Ausdrucke für tang^ (§. 41) indem wir 

M 

^ SS y s ju setzen , und dann für k den Werth — substituiren, in welchem 

M=s aa'{bc^b'c) ist; dadurch wird 
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Man kann diesen Werth ancb etwas anders ausdrucken, wenn man die Bedin- 
gungen berücksichtigt, dass ftc=r— tf(&+c), udd 6Vss — aY^'+e) sein 
mnss, und demgemäss im Nenner statt des Productes bb'cc das Product 
aa(6-hc)(6'-l-c) einsetzt, wodurch ad im Zähler und Nenner eliminirt, und 

t,„^ff.„ {bc-b'c)VZ 

""»'^ - W+cc -i-(«+c)C*'+c') 
gefanden wird. 

I 

§.77. Fortsetzung; Diagonalzonen des OktafSders. 

Zu den wichtigsten Zonen desTesseralsystems gehören diejenigen, welche 
durch die Höhenlinien der Oktat^derflächen bestimmt werden und von 
fVeiss die Diagonalzonen des Oktaeders genannt worden sind. Da sie 
in der Zahl zwölf vorhanden sind, so bedingen sie viele sehr regelmässige 
Combinationen. 

Wäbl^n wir zur Zonenlinie diejenige, auf der positiven Oktais'der- 
fläche gelegene Höhenlinie (oder Diagonale), welche von der Aze der x aus- 
läuft, so bestimmt sich solche zunächst als die Durchschnittslinie der Fläche 
^ •!- y -h ^ = 1 mit der Fläche y — j^ as ; und führt man die Bedingung der 
letztern Gleichung in die erstere ein, so ergeben sich 

2 -«-y = 0» undy- :? = 

als die Gleichungen der auf den Mittelpunct traasportirten Zonenlinie ; ver- 
gleichen wir solche mit den allgemeinen Gleichungen dieser Linie (§. 26), so 
gelangen wir auf die Folgerungen, dass 

ju SS 2y, und ^ = y 
sein muss, woraus denn die Zonengleichung 

2 11 

a b c 
folgt, welcher alle tautozonale Flächen Genüge leisten müssen. 

Was nun die allgemeine Entwickelung der Zone betrifft, so ist zu- 
vörderst einleuchtend, dass die Zonengleichung für alle in den beiden Getan- 
ten der -t-o?, — y und ^s^ der ^jr, -t-y und -^z liegende Flächen unmög- 
lich ist. Dagegen sind in den übrigen sechs Octanten Flächen möglich, und 
zwar wird die Zonengleichung 

im Octanten der -t-d?, -f-y und -t-;», und im Gegen-Octanten : 

a b c 
im Octanten der -h^', H-y und ^Zj und im Gegen-Octanten : 

-i+i 1=0 

a b c 
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im OcUnien der + J?^ -^y md -i*jb, und im Gegen-Octanten : 

a 6 (T 
Man erkennt leicht, dass diese Gleicbungen nor «Bter felgenden B^ognngea 
reaiisirt werden fcönnea i 

die erat^y weoa a den mitUeren Wertb n bat, 

die zweite, weno b den kleinsten Werth 1 hat, 

die dritte, wenn c den kleinsten Werth 1 hat. 
Giebt man nun den anderen Parametern respective die Werthe m und 1, oder 
m und n, so erhält man endlich die Resultate, dass im Oclanten der positiven 
Halbaxen 

zwei Flächen der Formen mO =■ , 

in jedem der beiden anderen Oetanten aber 



zwei Flächen der Formen mO ^ — s und 

Um 
zwei Flächen der Formen mO 



»1-1 ' 

überhaupt aber, dass in der Diagonalzone des OktaMers nur Pläeben solcher 
Formen vorkommen können, welche unter einem der vorstehenden drei Zei- 
chen begriffen sind. Diese Zeichen bestimmen uns also ganz allgemein die- 
jenigen HexakisoktaMer, welche Flächen in jene Zone liefern ; da nun aber 
in dem ersten Zeichen auch das Oktaler und das TetrakishexaMer ooOS, un 
dem zweiten Zeichen auch das Rhombendodekaffder und das IkositetraäderSOS, 
so wie in dem dritten Zeichen abermals oo02 und 303 enthalten sind, so 
werden diese Formen gleichfalls zu der Zone beitragen. Dagegen ist es na- 
möglich, dass noch Flächen anderer Formen vorkommen. 

Um die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Flächen dieser 
Zone zu finden, dazu haben wir in dem allgemeinen Ausdrucke von tang^ 

N 
(§. 41) ju = 2v^ und ^ SB y, hierauf Ar =v — zu setzeu, wodurch 

\M£fr^ —TOT ' ' LV > 

^ aa bb "^-ccaa-^bb cc 

gefunden wird, weliober Ausdruck noch in einer etwas anderen Form geschrie- 
ben werdien kann, wenn man die Bedingungen geltend macht, dass ab^hca 
^2bc B7 0, und eben so ab'^^ea'^^b'c « sein muss. 

§. 78. Allgemeine Betrachtung der Zonen des TesseraU 

systems. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen erläuterten Zonen sind nur die 
einfachsten Fälle einiger allgemeineren Zonen, welche sich überhaupt als die 
Kantenzonen des Tesseralsjstems bezeichnen lassen, weil sie jedenfalls 
den eigen thümlichen Kanten der verschiedenen tesseralen Formen entspre- 
chen, welchen Kanten die Zonenlinien parallel sind. Da nun die Kanten der- 
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jenigan Pom , weldie sieb bei der jedeiiwuHgen AnebiUoiipiwttifla des Tes- 
senlsysiems als die allgemeinste Form herausstellt, die Kanten aller übrigen 
Formen reprasentiren, so sind es auch die KaQtenzonen dieser allgemeinsten 
Form, welche i—iehst in Rflcktioht komoMi. 

Bei holoedrischer Ansbildang sind es also die Kantenzonen des Hex a- 
kisokta^ders, in welchen uns die wichtigsten Zonen aller plenotessera- 
len Formen gigeben siiid. Da« He^i^isoktaMer hat aber dreif^rlei Kanten;' 
folglich werden auch drei Arten von Kaatan^onun, nämlicb 

die Zonen der lä ngsten Kanten A^ 

die Zonen der mittleren Kanten B^ und 

die Zonen der kürzesten Kanten C 
za unterscheiden sein. 

1. Zonen der längsten Kanten A. 
Fassen wir im Oetanlen der positiven Halbaxen irgend eine Kante A, 
z. &• diejenige ins Auge, welche an der Axe der » anliegt, nnd also von der 
Fläche F(Fig. 21, S. 85) gebildet wird, so können wir solche als die Durch- 
scbnittslinie dieser Fläche, deren Gleichung 

- + ^ + « = 1 
m n 

int, mit derjenigen Fläche bestimmen, welche die Gleichung «-"-y«<0 hat. 

Um nach §. 36 die Zonengleichung zu finden, ist also 

a := m, 6' :=- n, C sss 1, 

«" = 1, r = -l, c' = oo 
za setzen, wodnrch sich 

Msssmn, Nssmn^ i?=s — (m+ii) 
nnd folglich die Zonenf^ickong 

mn jnn m+ii ^ 

a b c ^s| 

ergiebt. Man erkennt sofort, dass diese Gleichung für jede Fläche unmöglich 
ist, welche in den Octanten der -hör, -hy und — jv, so wie in den Gegen-Oc- 
tanten fällt; folglich wird es für jede Zone einer Kante ji in denjenigen bei- 
den Octanten keine Flächen geben, auf welche diese Kante in ihrem Ver- 
laufe zunächst gerichtet ist. 

In dieser Kantenzone des HexakisoktaSders sind nun aber zugleich 
noch folgende Zonen mit begriffen : 

a. Die Diagonalzone der IkositetraSder mOm, deren Zonengleichung 

m m /C g\ 

- -i-TT ssO; 

a c 

b. die Kantenapne der TriakisoktaiSder mO, deren Zonengleichuog 

e. die Kantenzone der TelrakisbexaiSder ooOn, deren ZoneDgleichnog 
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d. die Kantenzone des RbombendodekaSders ooO, depea Zoneegleichang 

übe 

e. die Diagonalzone des Oktac^ders 0, deren ZoDeDgleicinng 

' ^* * n 

a b c ^ 

f. die Diagonalzone des Hexaeders ooOoo, welche mit der Kantenzone des 

Oklaä'ders identisch ist^ und deren Zonengleiohung 

1 1 

i + 1 *0 

a b 

wird. 

2. Zonen der mittleren Kanten B, 

Die in Fig. 21 von der Fläche F gebildete Kante B lässt sich als die 
Durchschnittslinie dieser Fläche mit der Goordiaat- Ebene {yz) betrachten; 
daraus folgt die Zonengleichung 

"1=0 

b c 
deren Bedentung sehr einfach ist. In derselben Zone sind aber zugleich noch 
folgende mit begriffen : 

a. Die Zone der längeren Kanten der Ikositetra^der mOm^ mit der Zonen- 
gleichung 

b. die Diagonalzone der Tetrakishexa^der ooOn, deren Zonengleichnng die 
obige bleibt ; 

c. die Kantenzone des Oktaeders 0, mit der Zonengleichung 

«1.« 

b c 

3. Zonen der kürzesten Kanten C 

Die von der Fläche F(Fjg. 21, S. 85) gebildete Kante C können wir als 
die Durchschnittslinie dieser Fläche mit derjenigen Fläche vorstellen, deren 
Gleichung y — j? =0 ist; demgemäss haben wir 

a s= 171, b =sn^ .c =1 
a ^ cx>, =1, c = — 1 
zu setzen, um die Co^fficienten M, Nnni R zu finden, und gelangen so auf 
die Zonengleichung : 

m(w-f-l) >» ^»_Q 
a 6 c 

deren Discussion uns die Entwickelung der Zone verschafft. Mit derselben 
Zone sind aber auch noch folgende Zonen erfasst worden : 
a. Die Zone der kürzeren Kanten der IkositetraiSder mOm, deren Zonen- 
gleichung 

m-hl 1 1 n 
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b. die Diagonekoae der TriakisoktaMer mO, dereo Zonengleichung 

a 6 <?"" ' 

c. die Dtagonalsooe des Oktaeders 0, deren Zonengleichung 

a b c "' 

1 

d. die Rantenzone des Hexafe'ders ooOoo , mit der Zonengleichung - sr 0. 

Auf ähnliche Weise wird sich der Leser leicht auch die Rantenzonen der 
semilesseralen Formen bestimmen können, von welchen bei den Hexakis- 
tetrafe'dern nur noch die Zone der Kanten B\ bei den Dyakisdodeka^'dem nur 
noch die Zonen der Kanten j4" und C" zu berücksichtigen sind, welche letz- 
tere bereits oben in §. 72, I, 3 behandelt worden ist. 



Sntifttn^ Capitf l. 
TranBfonnation der Azen und Zwillingskrystalle. 

§.79. Beziehung des Tesseralsystems auf ein hexagonales 

Axensystem. 

Zwar wird man im Tesseralsysteme, wie überhaupt in denjenigen Kry- 
stallsystemen, wo die Axen eine absolut bestimmte Lage haben, nur selten 
Veranlassung finden , dem in der Erscheinung so entschieden angezeigten 
Axensysteme irgend ein anderes zu substituiren , und für das gewöhnliche 
Bediirfiiiss der praktischen Krystallographie dürfte eine solche Veranlassung 
kaum jemals eintreten. In theoretischer Hiosicht aber kann es bisweilen von 
Interesse sein, die tesseralen Formen auf ein anderes, als das von der Natur 
zunächst gebotene Axensystem zu beziehen. Namentlich lässt es das herr- 
schende Gesetz der Zwillingsbildung und die damit oft verknüpfte abnorme 
Formen -Ausbildung als eine interessante Aufgabe erscheinen, die tesseralen 
Formen auf ein hexagonales Axensystem zu bezieben, oder das Tesseral- 
system in seiner holoedrischen Ausbildungs weise als eine rhomboedrische 
Rrystallreihe darzustellen. 

Bei dieser Darstellung haben wir das Hexaf^der als ein Rhomboä'- 
der zu betrachten, und so aufrecht zu stellen, dass eine seiner trigonalen 
Zwischenaxen die verticale Hauptaxe repräsentirt, während die drei auf 
ihr normalen rhombischen Zwischenaxen die drei horizontalen und sich 
unter 60^ schneidenden Neben axen bilden (§. 51). Von diesen Neben- 
axen braochen wir jedoch für unsern gegenwärtigen Zweck nur zwei zu 
berücksichtigen. Um uns nun aber die Lage dieser Axen leichter vorstellen 
zu können , wollen wir solche am Oktaeiler , als der eigentlichen Grundform 
des Tesseralsystems, bestimmen, indem wir auch diese Form nach einer tri- 
gonalen Zwischenaxe aufrecht stellen. Wählen wir dazu die in den Octanten 

Naimano's KrysUUograpfaie. 9 
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der positiven Halbaxeii fallende Zwischenaxe £r, so 
erscheint das Oktaeder wie in beistehender Figur, als 
^y die Combination eines Rhomboe'ders mit der Basis, nod 
so bildet die Linie Ldie Hanptaxe des neuen Axen- 
J' Systems , während die drei Linien L\ L" und L'" die 
Nebenaxen desselben vorstellen, von welchen wir 
aber nur die beiden ersteren zu berücksichtigen haben. 
Die ursprünglichen, d. h. die auf das tesse- 
rale Axensystem bezogenen Gleichungen dieser neuen 
Axen sind nun aber folgende : 
furdieAxeL, ar— y=:0, und« — j?=sO, 
für die Axe L', o: = 0, und ^ + j? ^^ 0, 

für die Axe L'\ y = 0, und :f -i- j» = 0. 

Vergleichen wir diese Gleichungen mit denen in §. 44 stehenden allgemeinen 
Gleichungen der Linien L, L' und L'\ so ergiebt sich, dass in gegenwärti- 
gem Falle 

für L die Bedingungen M = iV = i?, 
für Ü die Bedingungen M' =0, und N' ^^R\ 
für L" die Bedingungen iV" = 0, und 11"= - Ä" 
erfüllt sein müssen. Daraus ergeben sich denn sofort für irgend eine, im 
tesseralen Axensysteme durch die Parameter a, b und c bestimmte Fläche 
F^ ihre in dem neuen Axensysteme giltigen und respeclive in den Axen Z#, 
L' und L" gelegenen Parameter a^, b^ und c^ mit folgenden Werthen : 

^ abc yZ 

* ^ ab-^-ca+bc 
bcY2 

Die Grundparameter des neuen Axensystems haben also die Werthe y^3 und 
y12, welches ja auch die Grössen der trigonalen und der rhombischen Zwi- 
schenaxe des Hexaeders sind. Die Aufgabe ist zwar hiermit wesentlich ge- 
löst, jedoch in einer so allgemeinen Weise, welche uns die eigentlichen Ver- 
hältnisse zwischen den tesseralen und rhombofe'drischen Formen noch nicht 
hinreichend klar erkennen lässt. Dazu werden uns die Betrachtungen des 
folgenden Paragraphen verhelfen. 

§.80. Deutung der tesseralen Formen als Glieder einer 

rhomboedrischen Krystallreihe. 

Um von den gefundenen Werthen der neuen Parameter a^ b^ und c^ 
einen angemessenen Gebrauch zu machen, müssen wir untersuchen, wie sich 
irgend ein Hexakisoktafe'der mOn in der dem hexagonalen Axensysteme 
entsprechenden Stellung verhält. Dasselbe erscheint ganz allgemein als eine 
Combination von vier Skalenoe'dern, wie die nachstehende Figur lehrt. 
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Beriieksichtigen wir nur die oberen Flächen dieser vier Skaleno^der, so be- 
stimmen sich dieselben, wie folgt: es wird gebildet 

Nr. I von den sechs obersten Flächeni deren eine 
^^ mit 1 bezeichnet ist ; 

Nr. II von den ersten Nebeuflächen der vorigen, deren 

eine mit 2 bezeichnet ist ; 
Nr. III von den zweiten Nebenflächen der obersten, 

deren eine mit 3 bezeichnet ist; 
Nr. IV von den dritten Nebenflächen der obersten, 
Fi;. 37. deren eine mit 4 bezeichnet ist. 

1. Setzen wir zuvörderst, die Fläche Fsei die Fläche 1, so ist 

iraiifi, ^ssn, cxsl; 
folglich wird das Verhällni.ss der neuen Parameter 

. mnYi n m 

gg • n • /» — ^ * • • _ _- 

* ' * mn-^m-hn «—1 wi— 1 
Da nun aber, nach der im Hexagonalsysteme gebräuchlichen Ableitung und 
Bezeichnung, von den beiden Parametern b^ und c^ der kleinste ss 1 genom- 

m— 1 

men werden muss, so sind alle Glieder dieses Verhältnisses mit zu mul- 

m 

tipliciren, und es werden also 



nm^hm^^-n m{n — 1) 
die Abieitungszahlen des SkalenofSders Nr. I. 

2. Die dem Skaleno^der II angehörige Fläche 2 hat die Parameter 

ass — m, bsszn^ c=l; 
folglich wird für sie das Verhältniss 

, ^ mu y J ^ n ^ m 

Om i Oa l Ca ^— — — — ^— — ; - i 

* * * mn^rn—n «—1 iw-f-1 

oder es werden, weil der kleinste in die Nebenaxen fallende Parameter ss 1 
sein muss, 

die Abieitungszahlen des SkalenoMers Nr. II. 

3. Die dem Skaleno^'der III angehörige Fläche 3 hat die Parameter 

folglich wird für diese Fläche 

, mnY% m n 

weil nun das letzte Glied den kleinsten Werth hat, so werden 

mCw-f-l) .in(n-|-l) 
-^ und -j / 

die Ableitungszahlen des Skalenoöders Nr. III. 

9* 
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4. Die dem Skaleao(^er IV angehörige Fläche 4 endlich bat die urspräng- 
lichen Parameter 

a=— «, b=s — m, c = l 
erhält daher die neuen Parameter 

. mnVi m n 

* * * mn-^m^n m-l-l «-Hl 
aas welchen sich denn für das Skalenoeder IV die Ableitongszahlen 

I7?(»+1) .iw(«-f-l) 

^ und 



will— m— « «(iw-f-l) 
ergeben. In welchen Fällen das eine oder das andere der Skalenofe'der I, II 
und III eine hexagonale Pyramide, oder das Skalenoi^'der IV ein dihexagona- 
les Prisma werden wird, diess, so wie die Stellung der Skalenoeder ist 
leicht aus einer näheren Betrachtung der gefondenen Ableitungszahlen zu be- 
urtheilen. 

Diese Ableitungszahlen beziehen sich nämlich auf die ursprüngliche 
Ableitung und Bezeichnung der Skalenoilder, welcher zufolge sie als hemie- 
drische Formen dihexagonaler Pyramiden dargestellt werden; (Anfangsgr. 
S. 164). Setzen wir nun diese Pyramiden aligemein ss m'9n\ so mass n 
eigentlich stets <2 sein, (Anfangsgr. S.160) und in allen Fällen, da es gros- 

ser als 2 erhalten würde, mit dem Werthe-7 — 7 verlauscht werden, womit 

n —1 

zugleich die Bedingung verbunden ist, dass sich dann das Skalenoeder gegen 
das Grundrhombo^'der R in verwendeter Stellung befindet. Ist dagegen 
«' = 2, so verwandelt sich das Skalenoeder in eine hexagoaale Pyramide 
der zweiten Art, während dasselbe nur für «'<2 ein Skaleno^'der von 
gleicher Stellsng mit der Grundform R (oder dem Hexaeder) bleiben wird. 
Berücksichtigen wir diese, aus dem geometrischen Gmndcharakter des Hexa- 
gonalsystems folgende Verhältnisse, so erhalten wir für die vier Formen, als 
deren Gombinalion sich das HexakisoktaMer mOn herausstellt, folgende Re- 
sultate. 

1. Für die Form Nr. I. Ihr entsprechen allgemein die Ableitungszablen 
/ n(iw— 1) / «(wi— 1) 

171 ^ n s= — j- 

mn-t-m-i-» m{n — 1) 

Nun wird die Zahl n' < = > 2, je nachdem n > ss < ist; im ersten 

Falle ist sie unmittelbar die gesuchte Ableitungszahl, und die Form I ein Ska- 
lenoeder von gleicher Stellung mit R; im zweiten Falle wird die Form die 
hexagonale Pyramide i!»'P2; im dritten Falle aber wird sie ein Skalenoeder 

von verwendeter Stellung, für welches statt»' die Grösse -, — |- als Ab- 

leitungszahl einzuführen ist; überhaupt also wird die Form Nr. I : 

das Skalenoeder —^ — , wenn n > 



2 » -^wi+l 

die hex. Pyramide m'P2 ,...= ... 
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fnP-i — i- 2«! 

das SkalenolSder — » ""* , wenn n< 



2 



m+t 



2. Für die Form Nr. IL Ihre Ableitungszahleo fandeo wir: 

, ii(m+l) , it(in+l) 

m ^ , n = —7 i- 

mn-han — » »ifii— 1) 

2m 
Es wird aber die Zahl n' < 9 > 2, je nachdem 1» > s < j-, und sie ist 

im letzteren Falle mit -, — . zu vertaaschen ; folglich wird die Form Nr. 11 : 

mPn 2m 

das Skalenoeder — ^ — , wenn n > 



2 ' -^ iw-1 

die hex. Pyramide m'P2^ . . . « aä , . . 

mP—, — r 
das Skalenogder ^ w — i ^ . < . . . 

2 

3. Für die Form Nr. IH. Als ihre Ableitungszablen bestimmten sich 

, iw(«+l) , iw(ii+l) 

da nun die Zahl n' < a= > 2 wird , je nachdem n > = < ^ ist, und da 

sie im letzteren Falle mit -7 — ^ yertanscht werden moss , so wird die Form 

» — 1 

Nr. III: 

das Skalenoeder — s— , wenn 1»' > s 

2 jw— 2 

die hex. Pyramide 7yi'P2, .... = ... 

«ir-7 — r 
das Skalenoeder — n — 1 ..<... 

2 

4. Für die Form Nr. IV. Ihre Ableitungszablen sind allgemein: 

/ »1(114- 1> / m(«+l; 
»III — m — n ii(wn-l) 

In diesem Falle ist die Zahl n imme^ < 2, und daher unmittelbar die gesuchte 
Ableitnngszahl ; allein die Zahl m wird + 9 oq oder — ^ je nachdem mn > 
SS < »1+71 ist; IblgKch wird die Form Nr. IV : 

das Skalenoeder — j.— , wenn n > =• 

Z m— 1 

das dihex. Prisma ooPn', . . . . s= . . . 
das SkalenocSder ^ — ? ...<... 

Hiermit hätten wir denn die Zuräckfuhrung aller tesseralen Formen auf eine 
rhombo(!drische Krystallreihe gewonnen , weil unter dem Zeichen mOn jede 
beliebige plenotesserale Form enthalten ist. 
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§. 81. Fortsetzung. 

Die Resultate des vorhergebenden Para;;raphen bezieben sieb auf die ur- 
sprüngliche oder primitive Bezeichnung der Skalenocfder; gewöhnlich aber ist 
es vortheilhafter, statt der primitiven die secundären Zeichen zu gebrauchen. 
Die Verwandlung jener in diese ist leicht zu bewerkstelligen, weil bekannt- 
lich mit dem primitiven Zeichen — g — das secundäre Zeichen — ^—7 — ^R^ , 

aequivalent ist; (Anfangsgr. S. 166;. Führen wir diese Umwandlung der 
Zeichen aus, so erhalten wir endlich folgende definitive Resultate. 

Ein jedes Hexakisoktaeder mQn wird sich, aufrecht gedacht nach 
einer trigonalen Zwischenaxe und auf das Hexaeder als Grundform R bezogen, 
als eine Combination von vier rhomboSdrischen Formen darstellen, welche 
sich, nach Maassgabe der Werlbe von m und n, bestimmen wie folgt : 
Die Form Nr. 1 (Fläche 1 und correlate Flächen in Fig. 37) wird 

A GL 1 M «(Wl+l)— 2»l «(»1 — 1) 2»l 

das Skalenoeder -^; i R i -r- wenn n > 

n(in-i-l)-i-OT «(wi-i-l)— *»» iw-hi 

die hex. Pyramide /'("'7^> Fgoder'^^""— !JP2 ...= ... 

das Skalenoeder / ^w^' ^ ^y^ ^f.J^\\ ....<..• 

Die Form Nr. II (Fläche 2 und correlale Flächen in Fig. 37) wird 

^ Ol I A «(jw— 1)— 2//I w(iw-hi) ^ 2iw 

das Skalenoeder -^; {-^ R , ., ' wenn n > 



n{m — l;-l-//< w(wi — 1) — 2iii m — 1 

die hex. Pyramide J'^'^t^^ P2oder ^i'""^lJ P2. .. = ... 



|}(/A— l)-|-m 2iw— »(iw— i) ' 

Die Form Nr. HI (Fläche 3 und correlate Flächen in Fig. 37) wird 

. nt 1 ^-jx w(m— 2)— iii„ iw(n+l) . m 

das Skalenoeder -f rr R , .,. wenn n > 



;i(jw-l-l)— »w «(wi— 2)— m »1—2 

die hex. Pyramide -JÜ<^)-.p2oder?^^P2 . . = . . . 

J OL I "J »I— «(»i— 2)-, »/(« + i) ^ 

das Skalenoeder ; t\ — - R 7 «: .•..<... 

ii(»i-l-l) — fn m — n{m—Z) 

Die Form Nr. IV (Fläche 4 und correlate Flächen in Fig. 37) wird 
das Skalenofeder -7 s^ R . , "^ > wenn > 



«(m— 1)— »I »1(11— l)-i-2ii' m— 1 



das dihex. Prisma 00P-7 t{ 

«(»1+1) 



. • • • 
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die übrigen Formen ergeben sich hieraus folgende Resultate. 

Ein jedes Ikositetra^der mOm stellt sich ab die Comhinalion von 

drei rhomboSdrisohen Formen darf denn es wird 

m— 1 

die Form Nr. I stets das Rhomboeder ^^R; 

m-h2 ' 

die beiden Formen Nr. H und Nr. III fallen in eine einzige zusammen, 
welche sich bestimmt als 

das Skalenoäder ^ R 5 wenn iw > 3 

die hex. Pyramide f P2, ....=.. 

das Skalenoeder R ^ ,....<•. 

die Form IV endlich stellt sich heraus als 

das Rhombof^der ^R, wenn 171 > 2 

das hex. Prisma ooR, 



.... 



das Rhomboisder — = R ....<. . 

Ein jedes Triakisoktae'der mO stellt sich alsdieCombination dreier 
rhombo^drischer Formen dar ; es wird nämlich 

die Form Nr. I stets das Rhombocider — ^ 7R9 

die Form Nr. II stets das Rhombo($'der — ^= 7R, während 

die Formen Nr. III und IV das Skalenoeder — 2Rm bilden. 
Ein jedes TetrakishexaSder ooOn stellt die Combination zweier 
rhomboe'drischer Formen dar, indem einerseits die Formen Nr. I und Nr. II, 
anderseits die Formen Nr. III und Nr. IV in eine einzige Form zusammenfal- 
len ; es liefern nämlich Nr. I und II 

das Skalenoifder 7R wenn n > 2 

»-hl »—2 

die hex. Pyramide •|P2 . . . . s= . . 

das Skalenoeder s-Rs ....<.. 

«-hl 2—« 

und es liefern die beiden Formen Nr. III und IV in allen Fällen 

«-hl 

das Skalenoeder R r • 

n — 1 

Das Rhombendodeka^s'der stellt die Combination — ^R.ooP2, und endlich 

das Oktaeder die Combination OR.— 2R dar. 



§.82. Gewöhnliche Zwillingskrystalle des Tesseralsystems. 

Ausser jenen Zwillingen hemie'drischer Krystalle, in denen eine 
Coincidenz oder doch wenigstens ein Parallelismus der Axensysteme beider 
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Individuen Statt findet (Anfangsgr. S. 112)^ and deren ganze Theorie in dem 
Stttse enobSpft ist, dass sieb beide Individuen in einer solehen Stellnng befin- 
den, bei welcher die benii($drischen Formen des einen Individnans die Ge- 
genkörper des andern sind; ausser diesen Zwillingen begegnen wir im Tes- 
seralsysteme besonders häufig solehen Zwillingsbildungen, in welchen eine 
trigonaie Zwischenaxe als Zwillingaaxe auftritt^ so daas beide 
Individuen in Bezug auf eine OltalSderfiäche zn einander sfmmelriscb geiktellt 
sind. Dieses Gesetz beherrscht fast aussehUesslioh die tesseralen Zwillings- 
krystalie, weshalb es einer näheren Betrachtung unterworfen zu werden ver- 
dient. 

Die erste Folgerung, auf welche es uns in Betreff der Verhältnisse bei- 
der Individuen verweist, ist öflenbar die, dass die beiderseitigen Zonen der 
Zwillingsaxe coincidiren müssen; daher fallen nach §. 76 von beiden 
Individuen diejenigen 6 Flächen des Rhombendodekalsders ooO und des Ikosi- 

tetrafe'ders 202, sowie diejenigen 12 Flächen jedes HexakisoktaSders mO-— j, 

welche der Zwillingsaxe parallel sind, zu zwei und zwei in eine Ebene. 

Diese Folgerung, welche sich unmittelbar aus dem Begriffe der ge- 
nannten Zone ergiebt, lässt sich auch aus den Resultaten abieilen, welche uns 
die Transposition der Flächen gewährt. Die allgemeine Transpositioo 
einer Fläche des einen Individuums auf das Axensystem des andern ist näm- 
lich nach §. 49 folgendermaassen zu bewerkstelligen. Wählen wir als 
Zwillingsaxe die Centronormale derjenigen Okta^^'derfläche , deren Gleichung 
dP+y+J9=l, so ist im vorliegenden Falle «asiascasl, woraus sich denn 
für irgend eine durch die Parameter i7, b und c bestimmte Fläche des Indivi- 
duums II in dem Axensysteme des Individuums 1 folgende neue Parameter 
ergeben : 

^ Zabc 
'* "■ 2(*+c)fl— 4c 
, _^ Zabc 
* "" 2(c-4-ä)*— ca 

Zabc 

^* "" 2(fl-h4)c— fl* 

Anm. Danon für allein die Zone der Zwillingsaxe fallende Flächen des lodivi- 
daams II nach §• 74 die Zonen gleichnng — ^ jT + ~~ ^0« oder a^+cn+^^O 

gilt, aas welcher folgt, dass 

2(*-he)fl = — 2*c 

2(e+a)6 = — 2cÄ 

2(a+6)e=— 2a6 
ist, so wird fttr eine jede solche Flache aach im Axensysteme I wiedernm 

flj ^ — a, 4j = — Ä uad Cj ^ — c 
sein mOssen , womit denn ganz allgemein bewiesen ist, dass jede der Zwiltings- 
axen-Zone angehorige Fläche des einen Individmims mit einer gleicbnamigeD 
Fläche des anderen Individuums coincidirt. 
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§• 83. Parallelflächen von mOn. 

Um nun aber die vorstehenden Resolute auf eine, nnserer Ableitang nnd 
Bezeichnung entsprechende Weise darstellen zn können, dazu bedarf es nur 
der Voraussetzung y dass die transponirte Fläche F irgend einem Hexakis- 
oktaeder mOn angehört, oder, mit anderen Worten, dass der Zwillingskrf- 
stall von zwei Hezakisokta($dem mOit gebildet werde. 

Denken wir ans beide in der Zwillingsstellung befindliche Hexakisokta(^« 
der nach der Zwillingsaze über einander aufrecht gestellt, so lässt offenbar 
jedes derselben, und also auch das Hexakisoktaöder II, seine 48 Flächen in 
vier zwölfzählige Flächen-Inbegriffe gruppirt erscheinen, welche mit denen 
in den §§. 80 und 81 betrachteten vier Formen identisch sind. Es handelt 
sich nun darum, diese vier Flächen-Inbegriffe des Individuums II auf das Axen- 
System fes Individuums I zn transf onireii, um den Zusammenhang za erken- 
nen ^ durch welchen die Flächen beider Individuen mit einander verkettet sind. 
Da aber die Flächen eines jeden Inbegriffes eine ganz analoge Lage besitzen, 
so branchen wir diesen Zusammenhang auch nur für irgend eine Fläche jedes 
Flächensfstems aufzusuchen. Denken wir uns also, die Figur 37 (S. 131) 
stelle das Individuum II dar, so haben wir nur successiv für die mit 1, 2, 3 
und 4 bezeichneten Flächen die Werthe der in dem Axensysteme I ihnen 
zukommenden Parameter a^j b^ und c^ zu bestimmen. Da nun diese vier 
Flächen mit der positiven Halbaxe der z unmittelbar zum Durchschnitte kom- 
men, so gilt für sie alle c = 1 ; folglich wird für jede derselben : 

_ Zab 

3ab 



*.= 



Cs = 



2ab'^U^a 
3nb 



1 2fl-i-2A— a* 
Die beiden Parameter a und b aber bestimmen sich : 
für die Fläche 1 , a = m, 6 = 1?, 

- - - 2, a = -^m, 6=s it, 

- - - 3, aas — n, £siii, 

4, flr=s — n, A = — »1. 

Substitniren wir diese Werthe in vorstehenden Ausdrücken, so erhalten wir 
zuvörderst für die Fläche i und folglich für die Form Nr. I, 

* "" Zmn-him — « 

, 3mn 

* "" 2i9tn-i-2n— m 

* 2i7H-2«— wi« 
Nun fordert unsere Ableitung und Bezeichnung, dass der kleinste dieser Pa- 
rameter mit dem Werthe 1 eingeführt wird; es ist aber offenbar a^ der kleinste 
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Parameter, weil ja m > n sein muss, so lange das Zeichen mOn ein Hexakis- 
oktais'der bedeutet ; folglich wird das , unserer krystallographischen Bezeich- 
nung entsprechende Pa rameter- Verbal tniss: 

. A . — 1 . 2/ii«+2m— « ^ 2)7t»+2iii— n 

*'***"" ' Zmn-hin—m ' 2m-h2n^mn 

Da nun c^ > b^ ist, so erhalten wir endlich das Resultat: 

1. Der erste Flächen-Inbegriff des Individuums II entspricht am Individuo I 
jedenfalls dem analog liegenden Flächen-Inbegriffe des Hexakisoktalsders 

ii(2ia-l)+2ffl Q ii(2gt— l)-i-2m 
ff(2— iR)+2fl« 2«(«-hl)— wi 
und vice versa. 

Durch ganz ähnliche Betrachtungen gelangen wir für die übrigen drei 
Flächen-Inbegriffe auf folgende Resultate : 

2. Der zweite Flächen-Inbegriff des Individuums II entspricht am Indivi- 
duo I einem ähnlich liegenden Flächen-Inbegriffe 

des Hexakisottaedcrs ^±l>t^O^^^^, wenn n > ^ 

des Ikositetraeders « 2 « s , .... = .., 

AU L- L. K^ ?i(2OT-4-l)-h2m^»(2iii-*-l)-i-2i» 
desHexakisokta^ders — 7 57 — «i — U 5-7 r; » ....<... 

«(i»-4-2)— 2»i 2«(»i— 1)— »i 

und vice versa. 

3. Der dritte Flächen-Inbegriff des Individuums II entspricht am Indivi- 
duo I einem ähnlich liegenden Flächen-Inbegriffe 

j u u- L. «j 2n(iw-l-l)+m ^2«(iw+l)-4-TO ^ Am 
des HexakisoktaMers~;2r rr— «— 0~— — ^ .^ , wenn n < r 

des Ikositetraeders ~ A v 07 jt» .... = ... 

2(wi— 1) 2(wi— 1) 

j II L- L» «j 2»(»n-l)-4-iw^ 2«(m+l)-*-»i ^ 

des Hexakisokta^ders — r^ — irr^-«-0— ^5 rr—ä-^- -.•>••• 

»(m— 2)-|-2m «(2ot— 1)— 2ot 

und vice versa. 

4. Der vierte Flächen-Inbegriff des Individuums II entspricht am Indivi- 
duo I einem ähnlich liegenden Flächen-Inbegriffe 

des He«kisokta8ders Jj^t±^±^ "J^^^^^^ , 

;i(2m-4-l)— 2m 2»rm— l)-4-m' 



m 
wenn n < 



des Triakisokta&'ders — »— 0, 



r(2m^-I)— 2m 2»(m— l)-4-m' ^m— 4 



• • • • ^^ • • • 



des Hexakisoktafeders —^^ rr— s— -/ — ^/ ^^ ....>... 

fr(2m-i-l)— 2m ;i(m-*-2;-*-2m 

und vice versa*). Es sind diess dieselben, nur etwas weiter ausgeführten Re- 



^) la dem letzteren Falle sind noch die drei untergeordneten Pille lo berücluicbtl- 

Atn 
gen, je nachdem m < ss > ist; fdr die e r« te Bedingung gilt das Zeichen des He- 
rn— i 
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sultate, welche id meinem Lebrkiehe der Kryslallographie» 11, S. 221 mitge- 
Üieilt wurden. 

§.84. Parallelflächen von mOm, mO ondooO». 

Setzen wir in den Resultaten des vorhergehenden Paragraphen n=m, 
so verwandelt sich das Hexakisoktafe'der in ein llositetra(^der mOm, und 
wir erhalten für diese Form, wenn wir sie auf das Axensystem des anderen 
Individuums transponiren, folgende Bestimmungen : 

1. Der erste Flächen-InbegrilT entspricht dem analog liegenden Flächen- 
Inbegriffe 

des TriakisoktaMers -z 0, wenn m < 4 

des Rhombendodekal$derscx)Oy .... = 4, dagegen dem 
zweiten Flächen-Inbegriffe 

des Triakisoktaäders 7- 0, . . . . > 4. 

2. Der zweite und der dritte Flächen-Inbegriff coincidiren mit einander, 
und entsprechen den analog liegenden Flächen- Inbegriffen 

des Hexakisokta($ders 5 « , wenn m < 3 

des IkositetraSders 303, . . . . =s 3 

des Hexakisoktaeders 55 = ,....> 3 

m 4m — 3 

3. Der vierte Flächen-Inbegriff endlich entspricht den sechs analog liegen- 
den Flächen 

des Ikositetrai!ders j: ^ 0^ t > wenn m < 5 

Zm — l Zm — 1 

des Oktaeders 0, . . . . = 5 

des Triakisoktafe'ders 7-O, . . . . >5. 

wi-4-4 

Setzen wir in den Resultaten des §.83 »=1, so verwandelt sich dasHex- 

akisoktaffder in ein Triakisoktaclder mO, für welche Form sich am Indi- 

viduo I folgende Parallelflächen bestimmen. 

1) Der erste Flächen-Inbegriff entspricht jedenfalls sechs Flächen 

des IkositetraSders ^ s-. 

m-i-2 m-hZ 

2) Der zweite Flächen-Inbegriff entspricht sechs Flächen 
des IkositetraMers -s O-r , wenn in<2 



Am 

zakifokuederf wie ob«o ; für die i weite Bedingong. da oämliehss -, wird de« 

' m— 1 

HexekifoktaSder 10 dem IkotitetreSder^: rrO«! 7\ ; vod fiir die letile Bedio- 

3(fii— 1) 3(m — 1) 

gnag eiod die obigen AbleitoDgezahlen des Heiakisoktaöders la vertaoiehen. 
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des Hezacfders ooOoo, wenn m sa 2 

des IkositetraSders spO s-» . • - - >2. 

3. Der dritte and rierte Flächen-Inbegriff entsprechen jedenblls zwölf 
Flächen 

des HezakisoktaMers (3m-»'2)0 » __» 

Setzen wir endlich in den Resultaten des §. 83 iit=oo, so verwandelt sich 
das Hexakisoktafe'der in ein Tetrakishexaeder ooO;!, Kr welches sich am In- 
dividuo I die folgenden ParallelBächen herausstellen. 

1. Der erste und der zweite Flächen-Inbegriff fallen zusammen, und 
entsprechen den zwölf analog liegenden Fläeben 

des Hexakisoktai!ders -ü -i J- • wenn « < 2 

2—« Zn — 1 

des Tetrakishexaöders oo02 . . . . = 2 

desHexakisokUgders?^^^0^4^-\ . . . . >2. 

n—Z in— >1 

2. Der dritte und vierte Flächen-Inbegriff coincidiren gleichfalls, und 
entsprechen zwölf Flächen 

des Hexakisoktaeders st tx 5-, wenn n<i 

des Ikositetraeders f 0|, . . . . = 4 

des Hexakisoktae'ders irO;cr i^, . . . . >4. 

»-I-2 2(ä— 1)' '^ 

Endlich ergiebt sich aus vorstehenden Resultaten, dass in diesen ZwilUngs- 
krystallen den Flächen des Rbombendodekaffders sechs Flächen von 
404, und sechs Flächen von ooO, den Flächen des OktalSders zwei Flä- 
chen von und sechs Flächen von 505, sowie den Flächen des Hexa(!- 
ders sechs Flächen von 20 in dem anderen Individuo parallel sind. 



Zweiter Abschnitt. 

Tetragonales System. 



€rfte0 Capitel. 
Holoödrische Formen des Tetragonalsystems. 

§.85. Axensfstem, Zwischenaxen. 

Das fetragouale Rrystallsystem unterscheidet sich vom tesseralen Sy- 
steme wesentlich dadurch, dass eine der drei Axen den beiden anderen an- 
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gleich geworden ist, and demzufolge eine eminente Bedentuog gewinnt, 
kraft welcher sie die Symmetrie-VerhältniMe sämmtlicher Formen beherrscht. 
Sie erscheint daher als eine absolute, als eine von der Natur selbst gebo- 
tene Hauptaze, während die beiden anderen Azen nur noch als Neben- 
an en gelten. 

Wir bestimmen die Hauptaze als Axe der d?, die Nebenaxen als Axen 
der y und Zy und nennen die horizontale Coordinat-Ebene oder die Ebene (yx) 
die Basis, die beiden verticalen Coordinat-Ebenen die primären Haupt- 
schnitte des Systems. Ausser den drei Grnndaxen sind noch zwei Zwi- 
schenazenzu berücksichtigen; sie liegen in der Ebene der Basis mitten 
zwischen den Nebenazen, und bestimmen, zugleich mit der Hauptaze, eben- 
falls zwei verticale Ebenen, welche wir die secundären Hauptschnitte 
des Systems nennen. Jeder Schnitt, welcher durch eine tetragonale Form 
rechtwinkelig auf die Hauptaze gelegt wird, heisst ein Querschnitt der- 
selben. 

Anm. Da die Qoerschoitle aller holoedrischen Formen dieses Systems 
Quadrate oder Tetragoae, oder doch wenigstens striche Figuren sind, in oder 
am welche sich Tetragoae beschreiben lassen, so schlug Breitkaupt den Namen 
tetragonales System vor, dessen wir ons gleichfalls bedieaeo, weil sich das 
Beiwort tetragooal auf ein sehr aogeofälliges VerhSltniss aller hierher gehörigen 
Formen bezieht and za gewissen Zusammeosetzuogen besser eignet, als andere 
Benenoungen. Dem Worte quadratisch aber ziehen wir es deshalb vor« 
weil auch die Nameo aller Obrigeo eioaxigen Systeme aus der griechischen 
Sprache enllehnt worden siqd. 

§.86. Verschiedene Parameter-Verhältnisse. 

Der Umstand, dass sich im Tetragonalsysteme die Hauptaze als eine un- 
gleichwerthige und eminente Aze den beiden anderen Azen übtfordnet, lässt 
das Verhältniss der durchgängigen Gleichheit aller Parameter als ein unmög- 
liches, das Verhältniss der Gleichheit zweier Parameter gegen einen unglei- 
chen aber nur in der Weise möglich erscheinen, dass die beidenglei- 
cben Parameter in die beiden gleichwerthigen Nebenazen fallen. Uebri- 
gens macht es die eminente Rolle, welche die Hauptaze in der ganzen Ent- 
wickelung des Systems spielt, rathsam, dieses Verhältniss der Gleichheit 
zweier Parameter stets auf die einfachste Form 1:1 zurückzuführen, und 
alle Verschiedenheiten auf den in die Hauptaze fallenden Parameter überzu- 
tragen. 

Das einfachste endliche Parameter- Verhältniss, welches in einer tetra- 
gonalen Krystallreihe vorkommen kann, ist daher a: 1 : 1, wobei a den in der 
Hauptaze liegenden Grundparameter bedeutet, welcher entweder grösser 
oder kleiner als 1 ist. *) Die verschiedenen letragonalen Krystallreihen sind 



*) ün die Gro od Parameter voo den allseneioeo Symbolen a, h ond e za uoter- 
sckaidofly iaasea wir sie mit A o ti q ua- Schrift drockeo ; demaach bedeatet im Folgenden 
a stets den Grundparameter in der flaoptaxe. 
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aber durch verschiedene Werlhe von a charakterisirt, und können nui 
dann als völlig unvereinbare und incommensurabele Formencomplexe erschei- 
nen, wenn a für jede derselben einen irrationalen Wertb hat. 

Das Grundverhältniss a:l:t ist also die einfachste endliche Form, 
deren das Verhältniss der Gleichheit zweier Parameter gegen einen ungleichen 
fähig ist ; weil aber dasselbe Verhältniss in sehr verschiedener Weise vor- 
kommen kann, so wird 

ma : 1 : 1 
die allgemeinste endliche Form desselben. Dabei kann jedoch die Ablei- 
tungszahl m einerseits wachsen bis oo, anderseits abnehmen bis 0, wodurch 
sich noch die beiden Gränzverhältnisse 

ooa : 1 : 1 
und Oa : 1 : 1 
herausstellen. Diese drei Parameter- Verhältnisse sind es, welche drei Ar- 
ten von Formen bedingen, denen allen das Verhältniss zweier gleicher gegen 
einen ungleichen Parameter zu Grunde liegt. 

Das Verhältniss der durchgängigen Ungleichheit der Parameter wird 

in seiner endlichen Form durch 

ma i n i \ 
dargestellt und liefert eine besondere Gruppe von Formen. Dasselbe verweist 
uns aber zunächst auf die beiden Gränzverhältnisse 

ooa : n : 1 
und ma : oo : 1 
so wie endlich auf das Gränzverhältniss 

ooa : oo : t 
welche abermals drei verschiedene Arten von Formen bedingen. Sonach er- 
halten wir, wie im Tesseralsysteme, sieben verschiedene Parameter^Ver- 
hältnisse, denen eben so viele verschiedene Arten von hoIo(fdrischen Formen 
entsprechen. 

Anm. Das allgemeinste dieser Verhallnisse ist offeobar rnst : n : 1, 
weil aus ihm alle ttbrigeo abgeleitet werden kÖDoeo, indem man filr m und n 
gewisse Werthe einführt. Wenn der in die Hanplaxe fallende Parameter den 
Werth hat, so sind wir immer auf dieselbe Form, nämlich auf die FlSche 
der Basis, verwiesen, welche Werthe auch die beiden anderen Parameter 
haben mögen ; diess ist der Grund, warum die Gränzverhältnisse Oa : » : 1 und 
Oa : oo : 1 gar keine besondere Berücksichtigung erfordern , weil sie beide auf 
das Verhältniss Oa : 1 ; 1 zurOckgenihrt werden können. 

§.87. Holo^'drische Formen des Tetragoualsystems. 

Den so eben nachgewiesenen Parameter-Verhältnissen entsprechen nun 
folgende sieben Arten von holoedrischen tetragonalen Formen. 

1. Die tetragonalen Pyramiden der ersten Art, oder die Pro- 
topyramiden sind von 8 gleichschenkeligen Dreiecken umschlossene For- 
men, deren Polkanten in die primären Hauptschnitle fallen, weshalb denn 
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Flg. 39. 



die Nebeoaxen in den Mitteleckpancten austreten. Diese Py- 
ramiden fordern för ihre Flächen das Verhältniss i7?a : 1 : 1 , 
und können, nach Maassgabe der verschiedenen Werthe von 
a und m , in unzähligen Varietäten auftreten , weiche als 
spitze und als stumpfe Pyramiden unterschieden werden, 
je nachdem die Mittelkanten stumpfer oder schärfer als die 
Polkanten sind. Das Oktaeder des Tesseralsystems bildet die 
ideale Gränzform zwischen den spitzen und stumpfen Proto- 
Pyramiden, ist aber vom Tetragonalsystem ausgeschlossen. 

2. Tetragonale Pyramiden der zweiten Art, oder Deutero- 

pyramiden; sie sind gleichfalls von 8 gieichschenkeli- 
gen Dreiecken umschlossene Formen, deren Polkauten 
jedoch in die secundären Haaptscbnitte fallen, weshalb 
die Nebenaxen in den Mittelpuncten der Mittelkanten 
austreten. Sie erfordern das Parameter- Verhältniss ma : 
oo : 1, können ebenfalls in zahllosen Varietäten vorkom- 
men, und werden als spitze und als stumpfe Deuteropyra- 
miden unterschieden, je nachdem ihre Mittelkanten grös- 
ser oder kleiner als 90® sind. 

3. Ditetragonale Pyramiden; sie sind von 16 ungleichseitigen 
Dreiecken umschlossene Formen, deren Querschnitte stets ditetragonale Fi- 
guren darstellen^ da regelmässig achtseitige oder oktogonale 
Pyramiden unmöglich sind. In ihrer allgemeinen Gestalt 
nähern sie sich bald den Protopyramiden, bald den Deulero- 
pyramiden ; ihre zweierlei Polkanten fallen in die beiderlei 
verticalen Hauptschnitte des Axensystems, und lassen sich 
daher als primäre und als secundäre Polkanten , so wie die 
zweierlei Mittelecke als primäre und secundäre Miltelecke 
unterscheiden. Ihre Flächen erfordern das Parameter- Ver- 
hältniss ?7ta : » : 1, woraus denn folgt, dass sie die allge- 

Pig. 40. meinsten Formen und die Repräsentanten aller holoedrischen 

Formen des Tetragonalsystems sind. Es giebt möglicherweise unendlich viele 
ditetragonale Pyramiden, welche gleichfalls als spitze und als stumpfe unter- 
schieden werden, je nachdem ma grösser oder kleiner als 1 ist. 

Diese drei Arten von Formen bilden den Inbegriff der geschlossenen, 
der den Raum allseitig umschliessenden holoedrischen Formen des Systems; 

ausser ihnen erscheinen aber auch noch sehr häufig folgende 
offene, den Raum nicht allseitig umschliessende Formen. 
4. Das tetragonale Prisma der ersten Art, oder 
das Protop risma; eine von 4 Parallelflächen der secun- 
y dären Hauptschnitte gebildete Form, deren Flächen das Pa- 
rameter -Verhältniss ooa : 1 : 1 haben, weshalb denn ihre 
Seitenkanten in die primären Hauptschnilte fallen. Diese 
Form ist in der Richtung der Hauptaxe von indeGniter Aus- 
dehnung zu denken, indem sie bald säulenartig langgestreckt, 





i^_. 
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bald sehr kurz ausgebildet vorkommt ; auch hat sie nach oben und nach unten 
gar keine bestimmte Begränzung, deigleichen ihr erst durch die Flächen 
anderer Formen ertheilt wird, woraus denn folgt, dass sie für sich allein gar 
nicht vorkommen kann. In der Figur sind die Flächen des Pinakoides als 
Begränzungsflächen beigefügt. 

5. Das tetragonale Prisma der zweiten Art, oder das Deutero- 
prisma; diese Form stimmt in allen ihren geometri- 
schen Eigenschaften mit dem Protoprisma überein, un- 
terscheidet sich aber von selbigem wesentlich dadurch, 
dass ihre Flächen den primären Hauptschnitten paral- 
lel sind, und das Parameter- Verhältniss ooa : oo : 1 ha- 
ben, weshalb denn ihre Seitenkanlen in die secundären 
Hanptschnitte fallen. Ausserdem gilt von ihr dasselbe, 

p. ^2 ^^^ ^^^ ^^™ Prisma der ersten Art gesagt wurde. 

6. Die ditetragonalen Prismen sind von 8, der Hauptaxe paral- 
lelen Flächen gebildete Formen, deren Querschnitt ein Dite- 
tragon ist, und deren Flächen das Parameter -Verhältniss 
ooa : n : 1 haben. Sie besitzen zweierlei Seitenkanten, 
welche, nach ihrer Lage in den beiderlei Hauplschnitten, als 
primäre und secundäre Seitenkanten unterschieden werden 
können. In Bezug auf ihre Ausdehnung und Begränznng 
nach oben und unten gilt dasselbe, was von den tetragonalen 
Prismen bemerkt worden ist. Regelmässig achtseitige oder 
oktogonale Prismen kommen in der Natur nicht vor. 

7. DasPinakoid ist eine von zwei, der Basis parallelen Flächen ge- 
— — p^ bildete Form von dem Parameter- Verbältnisse a : oo : oo 
in!^I>^ oder Oa : 1 : 1 ; da sie den Raum in lateraler Richtung 

Fig. 44. offen lässt, so kann sie nur in Combination mit anderen 

Formen erscheinen, wie ihr denn in der Figur die Flächen des Deuteroprisma 
beigefügt sind. 

Anm. Die Prismen und das Pinakoid sind also Formen, welche fttr sich alleio 
gar nicht bestehen kOnnen, so dass ihre Ansbildung noth wendig die Goezistenz 
anderer Formen erfordert. Wie die Prismen die sanleofbrmigen Krystalle des 
Systems bedingen, so bedingt das Pinakoid die tafelförmigen Krystalle des- 
selben. 




Fig. 43, 



§. 88. Grundform; Ableitung und Bezeichnung der holoedri- 
schen Formen. 

Es folgt aus dem Begriffe der Grundform (Aufangsgr. S. 20), dass in 
jeder tetragonalen Krystallreibe irgend eine Protopyramide zur Grund- 
form gewählt, oder, mit anderen Worten, dass die dazu auserwäblte Pyramide 
als eine Protopyramide eingeführt, und die Stellung des Axensystems demge- 
mäss fixirt werden muss. Das Parameter- VerhSltniss dieser Pyramide be- 
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summt uns den Grondwertb a der halben HaupUxe , für 1 als den Gr^upd- 
werih der halben Nebenaxe. Wir bezeichnen diese Grundform mit P. 

Bei der Ungleichwerthigkeift der Haoptaxe und der Nehenaxen werden 
soiebe, als veränderliche Grössen gedacht, von einander unabhängige 
veränderliche Grössen sein müssen. Denken wir zuvörderst die Hanptaxe a 
allein veränderlich , indem wir sie mit einer rationalen Zahl m mnitipliciren, 
welche theils grosser, theils kleiner als 1 sein, und einerseits bis oo wachsen, 
anderseits bis abnehmen kann, so erhalten wir fiir jeden endlichen Werth 
von m eine neue tetragonale Pyramide der ersten Art, welche spitzer oder 
stumpfer als die Grundform sein wird, je nachdem m > oder < 1 ist, jeden- 
falls aber durch das Zeichen mP dargestellt werden kann, welches das allge- 
meine Zeichen sämmtlicber Protopyramiden ist. 

Für mssoo geht die Pyramide in das Protoprisma, und für m = in die 
Basis über, welche letztere jedoch immer in ihren beiden Parallelflächen, als 
Pinakoid ausgebildet ist. Das Protoprisma ooP und das Pinakoid OP 
sind also die beiden Gränz formen derProtopyramiden, und lassen sich mit 
ihnen in eine Reihe 

OP .... i»P .... P .... «iP ooP 

zusammenstellen, welobemaa die Grundreihe des Tetragonalsystems nen- 
nen kann. 

Nehmen wir irgend ein Glied mP dieser Grundreihe, multipliciren wir 
«eine Nebenaxen mit einer Zahl n, welche > 1 ist, und legen wir dann in 
jede seiner Polkanten zwei Flächen, welche die n i c h t zu derselben Polkante 
gehörige Nebenaxe beiderseits in der Entfernung n schneiden, so erhalten wir 
jedenfalls eine ditetragonale Pyramide, deren Basis für verschiedene 
Wertbe von n eine verschiedene ditetragonale Figur sein wird. Für »s=oo 
geht diese Fig^r in das um die Basis von mP regelmässig umschriebene Qua- 
drat, und damit die Pyramide selbst in eine Deuteropyramide über. 
Das allgemeine Zeichen der ditetragonalen Pyramiden wird mP;i, und dasje- 
nige der Deuteropyramiden mPoo zu schreiben sein. 

Wird dieselbe Ableitung auch aus dem Protoprisma ooP vorgenommen, 
sogelangen wir auf ditetragonale Prismen ooP;i, und endlich auf das 
Deuteroprisma ooPoo. Denken wir uns aber diese Ableitungen um sämmt- 
liche Glieder der Grundreihe vollzogen , so erhalten wir verschiedene Reihen 
von ditetragonalen Pyramiden, deren jede durch einen besonderen Zahl werth 
von n charakterisirt ist, und schliesslich die Reihe aller Deuteropyramiden 
nebst dem zugehörigen Prisma, nämlich 

OP . . . . wiPoo .... Poo .... mPco .... ooPoo 
welche Reihe wir die Gränzreihe des Tetragonalsystems nennen können, 
weil sie die letzten Resultate aller Ableitungen begreift. 

Anm. Hiermit siod denn alle Parameter- Verhältnisse erschöpft, und daher 
auch alle Ableitungen erledigt ; denn es lässt sich keine holoedrische Form des 
Tetragonalsystems denken, welche nicht unter dem Zeichen mPn enthalten wäre, 

NaamaDO^s Krystallographie. •tt' 
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sobald f&r m aneh die Grinzwerlbe ond oo, fdr ;i die Grftazwerthe 1 ond cx> 
zagelafsen werden. Daher sind denn auch die ditetragonalen Pyramiden mit 
vollem Rechte als die allgemeinen Reprftsentanten der holoedrischen Formen 
des Systems za betrachten, in welchem sie genau dieselbe Bedeutung baben, 
wie die Hezakisoktaeder im Tesseralsysteme. Cebrigens lassen sich die Resul- 
tate dieser Ableitungen gleichfalls in der Form eines triangulären Schemas dar- 
stellen, wie solches in meinen Elementen der Mineralogie (4* Aufl. S. 31) mit- 
getheilt worden ist. 

§.89. Berechnang der ditetragonalen Pyramiden. 

Da die ditetragonalen Pyramiden tnPn als die allgemeinsten holoedrischen 
Formen des Systems charakterisirt sind, so haben wir auch die Berechnung 
zunächst für sie auszufahren ^ wobei wir uns jedoch auf die Zwischen- 
axen, die Kantenlinien und die Kanten wink ei beschränken wollen. 
Allen diesen Rechnungen liegt die Länge der halben Nebenaxe als Einheil zu 
Grunde. 

1. Zwischenaxen. 

Es sei beistehende Pignr das Bild irgend einer ditetragonalen Pyramide 
mPn, so haben die beiden Nebenaxen der y und z ihre Aus- 
trittspuncte iu den primären Mittelecken, die Zwischenaxen 
dagegen ihre Austrittspunkte in den secundären Mittelecken. 
Betrachten wir die im Octanten der positiven Halbaxeo ge- 
legene Fläche F, deren Gleichung 

^ y 4 

mh n 
ist, so schneidet solche die Zwischenaxe dieses Octanten in 
demPnncte s ; nun sind die Gleichungen dieser Zwischenaxe 
Flg.«. ar = 0, undy — j)p = 

folglich werden die Goordinaten ihres Endpunctes s : 

^ SS 0. und y = « = 5 , 

mithin die Länge der halben Zwischenaxe 

«-hl 

und endlich der Co^^'fficient der Zwischenaxen, oder diejenige Zahl, mit 
welcher die halbe Zwischenaxe der Grundform y^ multiplicirt werden muss, 
um auf die Zwischenaxe der Form mPn zu gelangen : 

2n 




r = 



m-l 



A ik m. In den regelmässig achtseitigen oder oktogonalen Pyramiden würde 
A=sl sein, woraus sich derBedingungswerth ii=l-l-}/^2 ergiebt; da nun dieser 
Werth irrational ist, während die Ableitungszahlen stets rational sein mfls- 
seo, so folgt hieraus die DnmOglicbkeit oktogonaler Pyramiden in der Krystall- 
welt. 
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2. Rantenliniea. 

Wir bezeicbaeu in jeder ditetragODalen Pyramide tnVn 

die priroäreD Polkauien mit JT, 
die secuodären Poikanten mit F, 
die Mittelkanteo mit Z- 
Diejenigen von diesen dreierlei Kanten, welche in Fig. 45 von der Fläche F 
gebildet werden, haben nun folgende Endpancle : 

den Poleckpunct x^ dessen Coordinaten a: = ma, y = 0, ji = 0, 
den prim. Mitteleckp. z^ dessen Coordinaten j7 = 0, ys=0, jss=l, 

den sec* Mitteleckp. Sj dessen Coordinaten ^ = 0, y = jv=s r ; 

nnd zwar wird begränzt 

die Kante Ä von den Puncten x and z 

die Kante K - - • x und s 

die Kante Z - - ' s und «• 
Hieraus bestimaien sich, nach der Formel für «/, S. 36, 



als die Längen der Kanlenlinien. 

3. Rantenwinkel. 

In Fig. 45 bildet die Fläche F, deren Gleichung 

ma n 
ist, mit den drei Flächen F, F' und F''' die Kanten X, Y und Z; die Glei- 
chnngen dieser drei Flächen sind aber 

ma n 

frirF", :^H.y + -=l 
iwa ^ « 

fürF'", - — +^-h;5 = l 
i7ia n 

Setzt man in dem allgemeinen Ausdrucke von cos^ (S. 41) statt^a, h und c 

die Parameter der Fläche F, und statt a^ b' und c snccessiv die Parameter 

der Flächen F', F" und F'", so folgt : 

^ mV(»*— l)-l-ii* 
cosJl =s 



K 

COS 



ii(2mV-Hi) 

10 
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cosZ = ' 

wobei Ä*= »i*a*(«*4-l)4-«^ ist. 

Setzt man dagegen in dienoselben Ausdrucke von cosfF statt a, b und c 

abermals die Parameter der Fläche F, statt a, V und c aber successiv die 

Parameter der drei Flächen y = 0, y — js = 0, und «r = 0, so erhält man die 

Cosinus der halben Winkel, nämlich 

,v »*2i .V iwa(w— t) .„ n 

cos^j-A =s -— ^, COS+J Ä — ' , C06|>Z = 



Für oktogonale Pyramiden fuhrt die Bedingung cos^^=cos^ Fabermals auf 
den Werth « = 1 + /2. 

§.90. Berechnung der übrigen bolo^fdrischen Formen. 

a. Berechnung der Protopyramiden tnP. 

Setzt man in den Resultaten des §. 89 ;i s 1, so erhält man für die tetra- 
gonalen Pyramiden der ersten Art folgende Wertfie. 

1. Coefficient der Zwischenaxen ; r = 1. 

2. Kantenlinien; Jr= ")/^i»*a*4-l 

Z=/2 



F= |^^|/^2»iV+l, keine Kante mehr. 
Es ist nämlich die Linie Z in §. 89 die halbe, und daher 2Z die ganze Miltel- 
kante von mP ; die Rantenlinie Y aber verschwindet als solche, und erscheint 
nur noch als die Höhenlinie der Flächen von mP, 

3. Kantenwinkel ; 

cosF=-l, also r=180*', 
2w»V— 1 

die halben Winkel berechnen sich leicht, denn es ist 

tang^Z= ma |/2, und co8^X= wa cos^Z. 

b. Berechnung der Deuleropyramiden mPoo. 

Setzt man in den Resultaten des §. 89 ii=soo, so erhält man für die 
tetragonalen Pyramiden der zweiten Art die folgenden Werthe. 

1. Coefficient der Zwischenaxen ; r = 2. 

2. Kanlenlinien ; F= /^»+2 

Z = 2^ 

Ä= y 7/1 V 4-1, keine Kante mehr. 
Die Kantenlinie Z in §. 89 ist nämlich die halbe, und daher 2Z die ganze Mil- 
telkante von mPoo; die Kantenlinie Ä aber verschwindet als solche, und 
stellt nur noch die Höhenlinie der Flächen dar. 
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3. Kanteowiokel $ cosA^^: - 1, also jr= 180^ 

cosF== — 



cosZ = — 



m^d? 4- 1 



die halben Winkel findet man leicht durch die Ausdrücke 
tang-^Z SS ma, und cosf^ F= 7/ia y'^cos^Z. 

c. Berechnung der ditetragonalen Prismen ooPn, 

2« 

1. Coefficient der Zwischenaxen : r = - — . . 

2. Kantenlinien ; die Seitenkanten ^und Ksind von indefiniter Länge. 

«*— 1 

3. Kantenwinkel; cos^ss — 



cos F=as — 



2/1 



»2+1 

cosZ=-l, also Z= 180 ^ 
Die beiden tetragonalen Prismen und das Pinakoid bedürfen keiner Be- 
rechnung^ 
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Formen des Tetragonalsystems. 

§. 91. Trapezoe'drische Hemi^drie. 

Wie wir im Tesseralsysteme die verschiedenen Gesetze der Hemiedrie 
zunächst am Hexakisoktaeder bestimmt haben, so werden wir solche im Te- 
tragonalsysteme an der ditetragonalen Pyramide aufsuchen müssen. Denn 
diese Pyramiden repräsentiren gewissermaassen alle holoedrischen Formen, 
und da jede Meroedrie ein durchgreifendes Verhältniss ist, welchem sich 
keine holoedrische Form entziehen kann, so wird auch jede andere Form in 
ihrer Art denselben Gesetzen zu unterwerfen sein , wie die achtseitige Py- 
ramide. 

Die ditetragonalen Pyramiden mPn sind einer vierfachen hemiedrischeu 
Ausbildung fähig, sobald wir nämlich die Hemiedrie überhaupt in der Weise auf- 
fassen, dass dabei die viergliedrige Symmetrie des Systems erhalten bleibt, folg- 
lich je vier, über den einzelnen Quadranten der Basis gelegene Flächen zu 
einem Gliede vereinigt, und in jedem Gliede zwei Flächen bleibend gedacht 
werden*). Da nun jede andere holoedrische Form auf eine ditetragonale Pyra- 

*) Es iit nicht wahrsoheiDlfeb, dass es solche Arten der HeniSdrie oder Tetartoedrie 
gehe, bei welchen die abwechseloden Glieder gänzlich anafalien, ond sieh daher gar nicht 
an der Bildung der heniedrisohen oder tetartoedrisehen Fernen hetheiligen. Diese Be- 
merkottg durfte eben so für das hezagonale wie fdr das tetragonale System Giltigkeit 
haben. 
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mide zurückgefahrt werden kann, so slellen 8i«h fiir das Tetragonalsystem 
überhaupt vier verschiedene Modalitäten der Hemilfdrie heraus. 

Die erste Modalität ist diejenige, bei welcher nur die abwechselnden 
einzelnen Flächen der PjrrKmide mPn ausgebildet sind, während die übri- 
gen Flächen verschwinden ; in jedem Gliede der Pyramide bleibt also entwe- 
der gegen die obere rechte die 
untere linke Fläche, oder umge- 
kehrt. Die ditetragonale Pyra- 
mide verwandelt sich dadurch in 
ein tetragonales Trapezo- 
(;der , d. h. in eine von 8 gleich- 
scbenkeligen Trapezoiden um- 
schlossene Form mit 4 längeren 
stumpferen, und 4 kürzeren schär- 
^'^^- ^^' feren Mittelkanlen. Nach diesem 

Resultate lässt sich diese erste Modalität der Hemi^Sdrie füglich die trape- 
zo^drische Hemi^'drie des Tetragonalsystems nennen. 

Je zwei correlate, also aus einer und derselben Pyramide abgeleitete Tra- 
pezo^der zeigen das Verhältniss der Enantiomorphie (S. 104), verhalten 
sich also zu einander wie ein rechts und ein links gebildeter Körper; was 
sich in ihren krystallographischen Zeichen dadurch ausdrücken lässt, dass 

AMk ^^Vab Aflft ^^4a 

ihnen ein d oder ein / vorgesetzt wird. Demnach werden ^— o— und l—^ 

die Zeichen je zweier correlater oder complementärer Trapezo^der. 

Alle übrigen Formen des Tetragonalsystems unterliegen zwar der trape- 
zoedrischen Hemic^drie, ohne jedoch durch sie eine Aenderung ihrer geometri- 
schen Conßguration zu erleiden ; sie bleiben scheinbar unverändert, weil ihre 
sämmtlichen Flächen erhalten bleiben. Eine genauere Untersuchung lässt 
jedoch erkennen, dass die Bedeutung dieser Flächen eine wesentlich an- 
dere geworden ist, indem eine jede derselben eigentlich nur mit einer Hälfte 
vorhanden ist, weshalb denn auch die Pyramiden i/»P, mPcx) und alle übrigen 
Formen, wenn auch nicht ihrer Erscheinung, so doch ihrem Wesen nach als 
hemi(sdrische und zugleich als enantiomorphe Formen charakterisirt 
sein werden. Obgleich also die trapezo^'drische Hemi(;drie lediglich für die 
ditetragonalen Pyramiden eine wirkliche Umgestaltung zur Folge hat, 
und obgleich solche geometrisch nur an der Ausbildungsweise dieser 
Formen zu erkennen ist, so wird doch die Enantiomorpifie, als eine zu- 
gleich physikalisch wirksame Erscheinung, die sämmtlichen Formen 
einer Krystallreihe beherrschen, welche dieser Hemiffdrie unterworfen sein 
sollte. 

Anm. Man kennt noch kein Mineral und auch keioea kOnstlich darge- 
stellten Körper, an welchem diese Hemiedrie mit Bestimmtheit erkannt worden 
wäre ; da sie aber doch früher oder später entdeckt werden kann, so glaubten 
wir sie mit erwähnen zu mflssen. Jedenfalls lisst sich voraussetzen, dass die- 
jenigen Körper, deren Krystallformen mit dieser Hemie'drie behaftet sind, auch 
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die circolare PolarUation des Liebles zeigeo werden, wie solche bisher bei allen 
eoantiooMrphen Substanzen nachgewiesen worden ist. 




§•82. Sphenoidisebe Hemiedrie. 

Die zweite Modalität der Hemie'drie ist diejenige, bei welcher in den 
auf einander folgenden Gliedern der ditetragonalen Pyramide abwechselnd die 
oberen and unteren Flächenpaare (oder die in den abwechselnden 
Ranmoctanten gelegenen Flächen) aasgebildet sind. Die Pyramide mPn ver- 
wandelt sich dadurch in ein tetragoaales Skalemogder, d. h. in eine 
▼on 8, meist ungleichseitigen '^) Dreiecken umschlossene Form, deren Miltel- 
kanten im Zickzack auf- und ablaufen, und deren Polkanten zweierlei , näm- 
lich 4 längere stumpfere, 
und 4 kürzere schärfere 
sind. Je zwei correlate 
Skaleno^der als bemiMri- 
sche Gegenkörper beGnden 
sich nur in verschiedener 
Stellung zu einander, 
können daher auch durch 
MoseStelhmgsäfldepnng zur 
"*• ^^' Congmenz gebracht wer- 

den, und lassen. «ich doroh die Stellungszeicben -4- und— unterscheiden, von 

welchen das erstere in der Regel unnöthig ist, so dass -^ und g- die 

krystallograpbiflehen Zeichen dieser Skaleno«der sijid. 

Unter9uchen wir nun die Wirkungen dieser Hemiedrie auf die übrigen 
holoSdrischen Formen, so gelangen wir auf folgende Resultate. 

Pie ditetragonalen Prismen ooP» bleiben scheinbar unverändert^ 
doch maebl «ch fiir ihre abwechselnden Flächenpaare der Gegensatz von obc- 

ren nnd unteTen Flächen geltend. 

Die Pro topyrami den mP verwandeln sich in tetragonale Sphe- 

noide, d. h. in doppelt keil- 
förmige, von 4 gleichschenke- 
ligen Dreiecken umschlossene 
Formen, deren Mittelkanten im 
Zickzack auf- und absteigen, 
während ihre End- oder Polkan- 
ten horizontal sind ; man unter- 
Ftff* ^^ scheidet stumpfe und scharfe 

Sphenoide, je nachdem die Polkante > oder <70*32' ist. Da übrigens für 




«) AUerdia^ Utanea in 0ewiisrB Fällen aneh glaichs^ke^kelif e Dreieeke aU 
BegriüiEVDgsfliehea dieser Formen auftreten, weshalb streng genommen der Name Skale- 
aoeder nieht allgemein riehtig ist. 
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je zwei correlate Sphenoide nar eine Verschiedenheit der Stellung besieht, 

ffiP fnP 

SO werden ihre krystallographischen Zeichen -g- und — 5- . 

Die Deuteropyramiden mPoo bleiben scheinbar unverändert; doch 
ist eigentlich von jeder ihrer Flächen nur die rechte oder die linke Hälfte 
vorhanden, was freilich auf die geometrische Erscheinungsweise der ganzen 
Form ohne Einfluss bleibt. 

Das Protoprisma ooP bleibt scheinbar unverändert, obwohl sich für seine 
abwechselnden Flächen der Gegensatz von oben und unten geltend macht. 

Das Deuteroprisma cxPoo erleidet ebenfalls keine sichtbare Verände- 
rung, obwohl eigenüich von jeder seiner Flächen abwechselnd nur das linke 
obere und rechte untere, oder das rechte obere und linke untere Viertel rück- 
ständig sind. 

Das Pinakoid OP bleibt bei dieser wie bei jeder anderen Hemiedrie un- 
verändert. 

Ueberhaupt also stellt sich das Ergebniss heraus, dass durch diese sphe- 
noidische Hemiedrie, wie wir solche nach ihrem einfachsten und häu- 
figsten Producte nennen, lediglich die ditetragonalen Pyramiden und die Pro- 
topyramiden eine wirkliche Gestalt Veränderung erleiden. 

Anm. Sollte eine tetragonale Krystallreihe zugleich dieser Hemiedrie nod 
dem Hemimorphismus'^) unterworfen sein, so wflrden, kraft dieser letzte* 
ren Eigenschaft, die ditetragonalen Prismen nur noch mit ihren abwechselnden 
Flächenpaareo, folglich als rhombische Prismen, das Protoprisma aber nur mit 
zwei abwechselnden Flächen, als ein verticales Pinakoid ausgebildet vorkommen. 

§.93. Pyramidale und rhombotype Hemil$drie. 

Die dritte Modalität der Hemiedrie ist diejenige, bei welcher in den 
auf einander folgenden Gliedern der ditetragonalen Pyramide entweder nur 
die rechten, oder nur die linken Flächenpaare ausgebildet sind. Die Py- 
ramide mPn verwandelt sich dadurch in eine tetragonale Pyramide der 

fjp dritten Art, oder in eine Tri- 

^\ /yV topyramide, d. h. in eine 

//l\\ // \ solche Pyramide, welche sich 

nA<W A ^ *\ ^»'^«'^^•'re Flächenstellung 
j /l Y ^\ :j /-\ sowohl von den Protopyramiden 
\\ 1 / \^ / / ^ ftuch von den Deuteropyra- 
\\ // \v ^v "*'*®ß unterscheidet, von wel- 

My \/ ^^^^ Resultate auch der Name 

Fl 49 pyramidale Hemie'drie 

entlehnt ist. Die hemi^'driscbe 
Form erscheint nämlich wie eine Protopyramide , welche um die verticale 
Hauptaxe mehr oder weniger entweder nach rechts, oder nach links ver- 
dreht ist, wodurch sich auch je zwei correlate Tritopyramiden von einan- 

*) Vergleiche meine Elemente der Mioeralosie, 4. Aofl. S. 56. 
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der QDlerscbeifieD. Doch ist dieser Uatersehied uicbt wesentlich, indem er 
lediglieh davon abhäagt, welcher Pol der Haoptaxe gerade nach obea oder 
Dach unten gewendet ist, so dass sich z* B. diie rechte Pyramide durch eine 
blose Umj^ebrnng der Pole in die linke verwandelt und vioe versa. Da also 
eine blose SteUungsänderung hinreicht, um beide bemiedrische Gegenkörper 
coogruent zu machen, so ist auch keine Enantiomorphie vorhanden, und wir 
können nach dem Vor^^ange von Mohs die Verschiedenheit beider Gegeukör- 

per durch die Zeichen -r~5~ und-r— ^r- ausdrücken. Die Nebenaxen haben 

i Z d Z 

in diesen Tritopyramiden ihre Anstrittspnncle weder in den Mitteieckpuncteii 

noch in den Mittelpnncten der Mittelkanten, sondern in irgend anderen Punc- 

ten derselben Kanten. 

untersuchen wir die Effecte dieser Hemiedrie auf die übrigen holo^'dri- 
schen Formen, so gelangen wir auf folgende Resnitate. 

Die ditetragonalen Prismen ooP/i verwandeln sich in telrago- 
nale Prismen der dritten Art, oder in Tri toprismen, für welche 
sich gleichfalls der Unitrschied des rechts und links Gewendetseins geltend 

macht , weshalb je zwei correlate dergleichen Prismen die Zeichen y — ^r — 

^öd T — s — erhalten. 
d 2 

Die Protopyramiden mP bleiben scheinbar unverändert, sind aber 
eigentlieh nur entweder mit den rechten oder mit den linken Hälften ihrer 
Flächen ausgebildet. 

Die Deuteropyramiden mPoo verhalten sich gerade so wie die Pro- 
topyramiden. 

Das Protoprisma ooP so wie das Deuteroprisma ooPoo bleiben 
scheinbar unverändert, obgleich auch sie eigentlich nur mit den rechten oder 
mit den linken Hälften ihrer Flächen ausgebildet sind. 

Das Pinakoid OP bleibt unverändert. 

Ueberbanpt also stellt sich als allgemeines Ergebniss heraus, dass bei 
dieser pyramidalen Hemie'drie nur die ditetragonalen Pyramiden und die gleich- 
Damigen Prismen einer wirklichen Gestaltveränderung unterliegen. 

Möglich wäre noch eine vierte Modalität der Hemiedrie, welche wir des- 
halb erwähnen wollen, weil sie vielleicht am Harmotom uod an einigen anderen 
Mineralien vorkommt, und die fast immer vorhandene Zwillingsbildung eben so 
wie die eigenthümliche Formbildnng des Harmotomes erklären würde. Die Zwil- 
liogskrystalle dieses Minerals sind nämlich so beschaffen, dass man in der That 
anf Zwillinge mit parallelen Axensystemen und auf tetragonale Formen 
schliessen mOchte. Wenn auch die Messungen dieser Annahme widerstreiten, so 
ist doch za bedenken, dass die Resultate derselben durch die Streifung der dabei 
mit berücksichtigten Flächen mehr oder weniger onsicher werden. Die trübe 
Beschaffenheit der Harmotomkrystatle verhindert eine optische Untersuchung 
derselben, welche allerdings zur Entscheidung führen würde, wenn es gelänge, 
aas einem soleben Krystalle eise rechtwinkelig auf die Haoptaxe geschliffene 
Lamelle im polarisirten Lichte zn prüfen. 
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Die vierte HodaliUt der HemiMrie wärde weseDÜich darin bestehen, 
dass TOD denen an den Mittelkanten gelegenen Flichenpaareo der ditetrago- 
nalen Pjraniide, in ihren abwechselnden Gliedern je ein rechts nnd ein 
links gelegenes Paar allein zar Ausbildung gelangt wäre, wo^yrch sieb 
diese Pyramide in eine rhombische Pyramide verwandeln würde ; (vergl. 
die Pignr 54). Wird nun dasselbe Gesetz für die übrigen Formen verwirk- 
iichl, so ergiebt sieh, dass die Protopyramiden unverändert bleiben, 
dasg die Denteropyramiden als horizontale Prismen oder Domen, die 
diletragonalen Prismen als rhombische Prismen ausgebildet sind, und 
dass das Denteroprisma auf ein verticales Plächenpaar oder Pinakoid 
reducirl wird. Die gewöhnliche Form der einfachen Harmotomkrystalle wiit4< 
hiernach so zu deuten sein, das8^=P, «=-^» o=^^ö^. 



^^» 




ooPco 



wäre. In den Zwillingskrystallen aber würde 

r sich gewiss erm aas sen ein Streben der Natur zur Bepro- 
duclion der holoedrischen Formea zu erkennen geben. 
Wir theilen diese Ansicht als eine Hypothese mit, ohne 
Treilicb Messungen oder optische Qntersuchangen zu ihrer 
Beslätigungbieten zu können. — Cehrigens kannte man diese 
Modalität der Hemigdne die rhombotype Hemi£drie 
nennen, um es auszudrücken, dass durch sie für gewisse 

Formen des Telragonalsystems ein dem rhombischen Systeme entsprechender 

Charakter berbeigefübrl wird. 

Ann. Noch haben wir einer fligeotbO milchen Meroedrie dei Telngoail- 
■yslems zd gedenken, velcfae von G. Hose ao den Krystallen der ConbinalioB 
OP.P.Pco des wasserfreien schwerelsaureo Ammoniaks beobacbret wordea ist, 
uad wesentlich darin beslehr, dass die Protopyramide P nur mit den beiden, an 
EWei parallelen Polkanlen , die Denleropyramide Poo nnr mit den beiden, ai 
zwei paraltelea Mitielkanten gelegcDeD Placbenpaaren ausgebildet ist. Et wird 
dadurch eine, aoost nur im monoklinofe'drischen Systeme vorkommende Ansbil- 
dongiweise der Ponnen hervorgebracht, welche wegen des Maogels einer riagt- 
uffl lymmelriarbeo Verlheilang der bleibenden FUcben nicht fDglicfa als eine ße- 
miedrie, sondero nnr als eine dem monoklinoedrischen Systeme analoge Ueroe- 
drie bezeichnet werden kann. Die Eracheinnng ist interesaant, weil sie beweist, 
dass ein solcher monoklinoedriscberPormenlypas nicht nnr im rhombischen, son- 
dern auch im telrago nalen Systeme vorkommen kann. 



§. 94. Berechnnng der telragonalenTrapezoüder. 

Die Zwisohenaxen haben in jedem tetragonalen TrapezoSder denselben 
Wertb, wie in der holoedrischen Stammform, und bilden daher keinen neuen 
Gegenstand der Berechnung. Dagegen haben wir die Kanten derTrapezoeder 
sowohl nach ihrem Lineannaasse, als auch nach einer ihrer Angularfunctio- 
oen zu berechnen. 
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Ein jedes tetragonale Trapezo(Sder hat dreierlei Ranteo, nämlich 8 
Polkanten, 4 primäre und 4 secundäre Mittelkanten, indem wir 
unter primSren Mittelkanten diejenigen verstehen, in welchen die Nebenaxen 
auslaufen, und deren Mittelpuncte in die primären Hauptscbnitte fallen , wo- 
gegen in den secundären Hitteikanten die Zwischenaxen auslaufen, daher ihre 
Miltelpuncte in die secundären Hauptschnitte fallen. Bezeichnen wir nun 
die Polkanten mit JT, 
die primären Mittelkanten mit Z, und 
die secundären Mittelkanten mit Z', 
so ergiebt sich, dass in beistehender Figur, in welcher j?, y und z die End* 
puncto der drei positiven Halbaxen bedeuten, Px eine Polkante, Pjß eine 

primäre und PS eine secundäre Mittelkante ist. Die beiden 
letzleren werden durch die Puncto z und r, d. h. durch den 
Endpnnot der Halbaxe der %^ und durch den Endpunct der 
Zwischenaxe halbirt, weshalb denn Pz eine halbe primäre 
und Pr eine halbe secundäfe Hittelkante darstellt. Da nun 
die Linien Px^ Pz und Pr von den Puncten jP, x^ z und r 
begränzt werden , so handelt es sich um die Renntniss der 
Coordinaten dieser vier Puncto ; dieselben sind zunächst 
dir den Punct x^ x^s^ma^ 9=0, 9=sO, 
^'*' ^** für den Punct z, ar=0, y=0, ä=1, 

für den Punct r, a?=0, ys=zss — j . 

Zur Bestimmung der Coordinaten des Punctes P gelangen wir, indem 
wir die Gleichungen der Linie PQ^ also der Durchschnittslinie der beiden Flä- 
chen F' und F" mit der Gleichung der Fläche F combiniren. Es sind aber 
die Gleichungen dieser drei Flächen folgende : 

fürF —+y^l=l 

ffirF' ^-^ + z=l 
ma, n 

ma n 

Sttbtrahiren und addiren wir successiv die beiden Gleichungen von F* und F'\ 
so folgen die Gleichungen der Linie PQ 

±-y =0, undÄ«l; 
ma n 

und combiniren wir diese Gleichungen mit der Gleichung von JP, so folgen die 
Coordinaten 

forden Panel P, <^=^i^^^^, ^ = ^^' *^^' 

Verbinden wir endlich diese Coordinaten des Punctes P successiv mit den 
Coordinaten der Puncto or, z und r nach der Formel für / (S. 36), so erhal- 
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ten wir» unter Berücksicbtigan^ dass Ps und Pr nur die halben Mittel- 
kanten sind, 

Polkante j, ^Y^IL&^^^^M. 

»(»4-1) 

Mittelkante Z'=">^^^';("-;)^-*-^"^ 

Anm. Setzt man in diesen Ausdrucken » =: 1, so wird ZssO^ während 
JTund Z' die Werthe der Polkaote und der Mittelkante der Pyramide mP er- 
halten; setzt man dagegen » = 00, so wird Z' =:0^ wdhrend Ä und Z die 
Werthe der Polkante und Mittelkante der Pyramide i»Poo annehmen ; was voll- 
kommen mit den Resultaten der Ableitung in §.91 fibereinstimmt, und beweist, 
dass die Protopyramiden und Deuteropyramiden in ihrer geometrischen Brsebei- 
nuflgsweise unverändert bleiben. 

Die beiden Mittelkanten Z and Z' würden nur dann einander gleich, und 
also die Trapezoide nur dann Deltoide werden, wenn » ss 1 4- y'2 wäre,* 
folglich wQrden nur die oktogonalen Pyramiden dergleichen von Deltoiden 
begränzte (nnd der Bnantiomorphie nicht mehr unterworfene) Trapezoeder lie» 
fern, nnd aus der Unmöglichkeit jener folgt auch die Unmöglichkeit dieser. 

Die Kanten winkel berechnen sich nach der Formel für cos/f^(S. 41), 
wenn wir in selbiger successiv die Parameter der Flächen F und F\ P' und 
F'\ F" vLüA F einführen ; wir erbalten so die Ausdrucke: 

„ mV(»*— 1)— »* 
cosZ = ^ * 

„, »(2wiV— ») 

cosZ = jji ' 

li 

in welchen wiederum Ä = »iV(»*-f-l)-i-«^ ist. Setzt man in ihnen »= 1, 

oder » = 00, so gelangt man auf die Cosinus der Polkanten und Mittelkanten 

der Protopyramiden oder der Deuteropyramiden, welche sich mithin auch in 

dieser Hinsicht als die wirklichen Gränzformen der Trapezoeder erweisen. 

§.95. Berechnung der tetragonalen Skaleno^der und der 

Sphenoide. 

a. Berechnung der Skalenoe'der. 

Es folgt aus der Ableitung der tetragonalen äaleno^'der, dass die Neben- 
axen in den Mittelpuncten ihrer Mittelkanten endigen, während die Zwischca- 
axen in den längeren Polkanten austreten. Diese Zwischenaxen behaupten 
jedoch unverändert den Werth, welcher ihnen in der ditetragonalen Pyramide 
zukommt; wir haben es daher auch nur mit der Berechnung der Kanten- 
linien und Kantenwinkel zu thun. 
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Da die längerea Polkanten der Skalenoeder die verlängerten secundären 
Polkanten der holoö'drischen Stammform sind , so müssen sie auch den Signa- 
tar-Buchstaben Y behalten, während wir die kürzeren Polkanten mit JT, die 
Mitlelkanten mit Z bezeichnen können. 

Wenn nun in beistehender Figur ^r, y und z die Endpunete der drei po- 
sitiven Halbaxen bedeuten, so ist Px die in den Oetanten 
dieser Halbaxen fallende längere Polkante, Px die in 
den unteren Nebenoctanten fallende kürzere Polkante, 
und Pz eine halbe Mittelkante. Zur Berechnung die- 
ser Linien bedürfen wir also der Coordinaten der Puncte 
Xy x\ z und P; diese sind 

für den Punct x^ J7=;ta, y=0, j9=0, 
für den Punct x\ 0?=— ma, y=0, j9=0) 
für den Punct ^, 07=0, y=0, ä=1. 
Um jedoch die Coordinaten des Punctes P zu finden, dazu 
bedürfen wir der Gleichungen der Mittelkante Pz^ als der Durchschnittslinie 
der beiden Flächen F und ¥' \ es ist aber die Gleichung 

für die Fläche F — -h^-f.;5 = l 

7/ia n 

für die Fläche F' - — -^ + :5 = 1 

97?a n 

also werden die Gleichungen ihrer Durchschnittslinie Pz : 

;5=:lund— +^=0 

ma n 
■G^vbioiren wir diese mit der Gleichung des secundären Hauptsohniltes 
y — jff =s 0, so erhalten wir die Coordinaten 

fif ft 

für den Punct P, a7=s , yss:;ir = l. 

n 

Verbinden wir nun die Coordinaten dieses Punetes snccessiv mit den oben 
stehenden Coordinaten der Puncte o?, x und z nach der Formel für J (S. 36), 
so finden wir, unter Berücksichtigung, dass Pjp die halbe Mittelkante ist, für 

das Skalenoeder -^ : 



Polkante X 

n 



Polkante r= 



_VVa*(«+ 1)^+2»» 



n 



Mittelkante Z= 



_ 2 Ym^^^n^ 



n 



Anm. Die beiden Kanten JTund Z können allerdings in gewissen Fallen 
gleich lang sein, wodurch denn die PlAchen des Skalenoeders gleicbschenkelige 
Dreiecke werden mOssen. Setzt man die Werthe von A'nnd Z einander gleich, 
so folgt als Bedingung dieser Gleichheit 
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/«»— 2«— S 
welche immer erfordert , dass » > 3, ond meistentbeiU aaeb, dass m sb ir sein 
moss, weil der ganze Factor von n in der Regel irrational sein wird, nnd folg- 
lich nur entweder den Werlh von a, oder einen Factor dieaes Werthes repri- 
sentiren kann. Wäre z. B. » ss 4, und a b y^f , so würde das aas der Pyra- 
mide 4P4 abgeleitete Skalenoeder von gleicbschenkeligen Dreiecken umschlos- 
sen sein, ond eigentlich gar nicht mehr den Namen eines Skalenoeders führen 
können. Wäre dagegen » = 1^, und a =s y^2, so wOrde die Pyramide fP{ ein 
dergleichen Skalenoeder liefern. 

Was die Kantenwinkei betrifft, so leuchtet zuvörderst ein, dass Y 
die unveräuderte Kante der holoedrischen Stammform ist; die Kantenwinkel 
X und Z aber finden sich leicht aus den Parametern der Flächen F, F' und 
der hinteren Nebenfläche von F\ es wird nämlich 

cosA = jz ' — — cosZ in §. 94, 

cos j = ^^ — rg i = cos j m §. 89, 

cosZ =s ^ — =— ^ =s cosZ in §. 94, 

in welchen Ausdrücken K den Werlh i9Pi^a'(n^-l-l)+n^ hat. 

b. Berechnung der Sphenoide. 

Setzt man in vorstehenden, für die Kantenlinien und Kantenwinkel der 
Skalenoeder gefundenen Ausdrücken nss 1, und beachtet man dabei, dass sich 
je zwei Kanten X des Skalenoeders zu einer Polkante des Sphenoides ver- 
einigen, während die Kante Y als solche verschwindet, so erhält man die den 

mP 
Sphenoiden -^ entsprechenden Formeln, nämlich für die Kanten linien: 

Polkante X = 2/2,^ 

Höhenlinie K« /2 |A2iwV -hl, 
Mittelkante Z = 2 j/^wV-hl 5 
für die Kantenwinkel aber: 

2otV— 1 

cosF = -1, also Y=^\W, 
1 

^^^^ ~ 2wV4-l "^ " ^^^^ in §. 90, a, 
welche Werthe sich insgesammt für i9fa= 1 in jene des Tetraeders verwan- 
deln. 

Setzt man dagegen in denen für das Skalenoeder gefundenen Ausdrücken 
n = 00, so gehen selbige in diejenigen über, welche in §. 90 für die Deutero- 
p)Tamiden gefunden wurden ; zum vollständigen Beweise, dass diese Pyra- 
miden bei sphenoidischer Hemiedrie mit ihren sämmtlichen acht Flächen ans- 
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gebildet bleiben. Eben so erhält man für m s= oo die Formeln der ditetrago- 
nalen Prismen. 

Ann. Ein jedes Skalenoeder verweist ans immer auf drei Sphenoide, 
welche za demselben in sehr naher Beziehung stehen. Das eine dieser Sphe- 
noide ist dasjenige, dessen Mittelkanten dieselbe Lage haben, wie die Mittel- 
kanten des Skalenoi^ders, weshalb wir es das Sphenoid der Mittelkan- 
ten, oder auch, weil es sich anraittelbar in das Skaleno^'der einschreiben Usst, 
das eingeschriebene Sphenoid nennen kennen. Die beiden anderen Sphenoide 
sind diejenigen, deren Flachen die längeren oder die kflrzeren Polkanten des 
Skaleno^ers abstumpfen würden, weshalb sie die Sphenoide der Polkan- 
ten genannt werden können; das Sphenoid der längeren Polkanten hat 
analoge, das Sphenoid der kürzeren Polkanten dagegen hat antiloge 
Stellung zu dem Skalenof»der. 

Eine leichte Rechnung lehrt, dass dieHanptaxen der drei zu dem Ska- 

mPn 
lenoeder ± —— gehörigen Sphenoide folgende Werthe haben : 



im Sphenoid der Mittelkanten : — ss A 



ji 



• n ■ II n 11 Jlia(ll*+»l) ,f 

im Sphen. der längeren Polk. : — ^- = h 

im Sphen. der kOrzerenPoIk. : — ^- ^ = A" 

^ 2« 

nad es ist bemerkenswerth , dass zwischen den Hanptaxenlängen dieser drei 
Sphenoide die Relation A' ss A -H H' Statt findet. 

§. 96. Berechnung der Tritopyramiden. 

Aoch in den tetragonalen Pyramiden der dritten Art oder in den Trito- 
pyramiden des Tetragonalsystems bleiben die Zwischenaxen anverändert, wes- 
halb nur noch dieBerechnang derRantenlinienundRantenwinkelKu geben ist. 
Nun ist es einleuchtend, dass die obere oder die untere Hälfte einer jeden sol- 
chen Pyramide genau dieselben Flächen enthält, wie die gleichnamige Hälfte 
eines tetragonalen Trapezo^ders ; denn, je nachdem für die abwechselnden 
oberen Flächen einer ditetragonalen Pyramide entweder die gleichsin- 
nig, oder die widersinnig liegenden abwechselnden unteren Flachen 
vei|;rössert werden, entsteht ja entweder eine Tritopyramide, oder ein Tra- 
pezol^der. Die oberen oder die unteren Polkanten der Tritopyramiden sind 
also wie ihrer Lage so auch ihrem Winkelmaasse nach identisch mit den Pol- 
kanten der TrapezoSder; allein ihre Länge bestimmt sich jetzt durch ihren 
Durchschnitt mit der Basis, deren Gleichung o? = ist. 

Combiniren wir also die Gleichungen der Flächen jPund F' in Fig. 51, 
S. 155, so erhalten wir die Gleichungen der PolkantenUnie Px^ nämlich 

ma n 

und ^ ^-f-^^ — =w-f-l, 

ma n 
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in weichen wir nur ;r = zu setzen brauchen, um die Coordinaten des Mitlel- 
eckpunctes der Tritopyramiden mit den Werthen 

rt «(»—1) ii(ä-h1) 

'^ «*+l ' »«-hl 

zu erhalten. Hieraus berechnet sieh die Länge 

der Polkante A- ^ /« V(«»TT):i^ 



2» 
der Miltelkante Z c= ,>- ^ . 

Was endlich die Kanlenwinkel betrifft, so sind solche bereits gefunden; 
denn der Polkantenwinkel JTist identisch mit dem gleichnamigen Winkel der 
Trapezoeder, der Miltelkantenwinkel Z aber identisch mit jenem der ditetra- 
gonalen Pyramide; also wird 

cos JT = — — 



cosZ = jjT-^ 

worin K abermals =ina^(«*-l-l)-H«* ist. 

Setzt man in diesen Ausdrücken m s= oo, so gelangt man auf Werthe, 
welche den tetragonalen Prismen der dritten Art entsprechen; für n= 1, oder 
n = oo dagegen kommen diese Ausdrücke auf diejenigen zurück, welche oben 
in §. 90 für die Protopyramiden und Deuteropyramiden gefunden worden sind. 



IDtttteo Capttrl. 
Tetartoödxisohe Formen des TetragonalsyBtema. 

§.97. Allgemeine Bemerkung. 

Obgleich bis jetzt noch keine Tetartoe'drie im Tetragonalsysteme nach- 
gewiesen worden ist, so lässt sich doch erwarten, dass solche früher oder 
später an der einen oder der anderen telragonal krystallisirenden Substanz 
entdeckt werden wird ; und zwar um so mehr, als die ähnliche Ausbildungs- 
weise bereits im Gebiete des Hexagonalsystems bekannt ist, mit welchem das 
Tetragonalsystem auch ausserdem so viele und aufTallende Analogieen erken- 
nen lässt. Wir halten es daher nicht für überflüssig, der Erfahrung gewisser- 
maassen vorzugreifen, indem wir hier eine Betrachtung der möglichen tetar- 
toedrischen Ausbildungen tetragonaler Formen einschalten. 

Halten wir abermals den Grundsatz fest, dass bei einer jeden Mero^drie 
zunächst die viergliedrige Symmetrie des Tetragonalsystems respectirt werden 
muss, und also niemals ganze Glieder ausfallend gedacht werden dürfen, so 
gelangen wir auf das Ergebniss, dass für die ditetragonale Pyramide, und also 
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für das Rrystalkysiem fiberbaupty bot zwei Modalitäi«D der Tetarto^drie 
möglich sind. 

Es wird nämlich zuvörderst in jedem Gliede der Pyramide mPn eine 
Fläche« nnd zwar in den auf einander folgenden Gliedern abwechselnd 
eine obere und eine unter« Fläche bleiben müssen, während die übrigen 
Flächen verschwinden. Nnn können aber diese abwechselnd oberen und un- 
teren Flächen in Bezog auf rechts und links entweder gleichsinnig 
oder widersinnig liegen, wodurch denn folgende zwei Modalitäten der Te- 
tartoifdrie begründet werden: 

1. eine jede bleibende Fläche ist innerhalb ihres Gliedes entweder rechts 
liegend oder links liegend; 

2. von den bleibenden Flächen sind die oberen rechts liegend, die un- 
teren links liegend, oder auch umgekehrt. 

Wir wollen die erstere Tetartoedrie die sphenoidische, die zweite die 
rhombotype Tetartol^drie nennen, weil solche vielen Formen einen rhom- 
bischen Gestaltungs-Typus verleiht. Beide sind die vollkommenen Analoga 
der rhombo(;drischen und der trapezoedrischen Tetarto($drie des Hexagonal- 
systems. 

§.98. Sphenoidische Tetartoe'drie. 

Denken wir uns in den abwechselnden Gliedern einer ditetragonalen Py- 
ramide mPn nur je eine obere und eine untere Fläche, jedoch alle vier 
Flächen entweder als rechte, oder als linke ausgebildet, während die 

übrigen zwölf Flächen verschwinden, so gelangen 
wirjedenfallsaufein tetragonalesSphenoidy 
welches sich aber durch seine Flächenstellung 
von denen in §. 92 betrachteten, eben so wie von 
anderen, gleich zu erwähnenden tetragonalen 
Sphenoiden wesentlich unterscheidet. Wir wol- 
len diese Formen Sphenoide der dritten Art 
oder Tritosphenoide nennen. 

Fig. 53. 

Am leichtesten erkennt man die Nothwendigkeit dieses Resultates der 
Tetartof^drie, wenn man erwägt, dass die so bestimmten bleibenden Flä- 
chen keine aqderen, als die abwecbselndeu einzelnen Flächen einer 
Tritopyramide (§. 93) sind, welche sich ja, wie überhaupt jede tetrago- 
nale Pyramide, in ein tetragonales Sphenoid verwandeln muss, sobald sie nur 
mit ihren abwechselnden Flächen ausgebildet ist. Die vier correlaten Trito- 
sphenoide, denen allen das Zeichen -j- zukommt, sind nur durch ihre Stel- 
lung verschieden, was durch Vorsetzung der Zeichen + und — , so wie 
j und ^ ausgedrückt werden kann. 

NavaaBD*« KrysuUographie. ii 
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Bringen wir bbb buebatäblich geoM dasMlbe Gesetz fär die übrigen 
holoe'drischen Formen in Anwendung*), so erhallen wir folgende Resnllalet 

Die Protöpyramiden mP verwandeln sich gleichfalls in teiragonale Sphe- 
doide, welche daher Sphenoide der ersten Art oder Protosphenoide 
genannt werden können , und sich von denen in §. 92 betrachteten hemiedri- 
chen Sphenoiden swar nicht durch ihre Form, wohl aber durch die Bedeu- 
tung ihrer Flächen unterscheiden. 

Die Deuteropyramiden mPoo verhalten sich gerade so wie die Prutopy-^ 
ramiden ; sie werden ebenfalls zu telragonalen Sphenoiden, welche Sphenoide 
der zweiten Art oder Deuterosphenoide heissen mögen, da sie sich 
durch ihre Fiächenstellung von den beiden anderen auf ganz ähnliche Weise 
unterscheiden, wie die Deuteropyramiden von den Protöpyramiden und Tri- 
topyramiden. 

Die ditetragonalen Prismen ooPn verwandeln sich in tetragonale Pris- 
men der dritten Art, oder in Tritoprismen, welche sich nur durch die 
Bedeutung ihrer Flächen von den gleichnamigen hemiedrischen Prismen (§.93) 
unterscheiden, indem ihre Flächen abwechselnd ab obere und als untere 
edacht werden müssen. 

Die beiden Prismen ooP und ooPoo bleiben scheinbar unverändert, ob- 
wohl auch für sie das Verhällniss gilt, dass ihre Flächen abwechselnd als obere 
und untere gedeutet werden müssen. 

Das Pioakoid endlich bleibt unverändert. 

Ueberhaupt also stellt sich dasResusltat heraus, dass bei dieser Tetartol^- 
drie alle Pyramiden als tetragonale Sphenoide, und alle Prismen als tetrago« 
nale Prismen ausgebildet sind. 

§.99. Berechnung der Tritosphenoide. 

Die Berechnung der Tritosphenoide wird äusserst einfach, wenn wir 
diese Formen als die Producte einer wiederholten Hemiedrie betrachten, wel- 
cher die Tritopyraroiden unterworfen wurden. Es ist nämlich ein, von der 
besonderen Stellung und Bedeutung der tetragonalen Pyramiden ganz unab- 
hängiges geometrisches Resultat, dass in den, durch Vergrösserung ihrer ab- 
wechselnden Flächen aus ihnen abgeleiteten Sphenoiden die Polkanten 
zweimal so lang als die Mittelkanten, die Mittel kanten dagegen zweimal 
so lang als die Polkanten der Stammform sind. Bezeichnen wir also diese 

heiderlei Rantea eines Tritosphenoides —7— mit Ä und Z» so folgt ms §. 96 
ohne Weiteres : 



*) Wobei M tebr cweckmSMiK ist, eioe jede Form 4nrth «iM a.g«li«tM«e nwltang 
ihrer Flächen aof eloe achUeitige Pyramide surUckzarührea. 
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Eben so ist es io Bezog auf die KantenwiDkel ein ganz allgemeines geo- 
BMtrisebes Verhiltniss, dass die Pol kante jedes Spbenoides das Sapplement 
der Hittelkante, nnd dass die Hittelkante desselben das Supplement der 
Poikante derjenigen tetragonalen Pyramide ist, aus welcher das Spbenoid ab- 
geleitet werden kann. Demgemäss folgt abermals aus §. 96 für irgend ein 

Tritospbenoid — v- : 

^ mV(»*-+-l)— »* « . « M^i» 

cosJT = —K-^ = — ^^«2 >» §• 9*' 

cosZ = — = — cosJT in §. 96. 

vobei wie immer R den Wertb inV(A'+l)+ii^ bat. 

Setzt man in allen diesen Ausdrücken ;i = 1, so erhält man die in §. 95 
für die bemifkirischen Sphenoide gefundenen Werthe; setzt man dagegen 
jt = oo, so findet man für die Deuterosphenoidedie Kantenlinien: 

jr= 4 = 2Zin§ . 90, b; 

Z = 2V"iaV+2 = 2r in §. 90, b; 

und ebenso die Kantenwinkel : 

iwV— 1 
cosJT « ~=-5 — T aa — cosZ in'S. 90, b ; 

1 

cosZ Ä --J-J — -• s — cos K in §. 90, b. 

Setzt man endlich in denen für die Tritospbenoide geltenden Ausdrücken 
jR = oo, so wird Zs=oo, cosjr=l und cosZ = 0; woraus sich ergiebt, dass 

, als Gränzform der Tritospbenoide, ein tetragonales Prisma der dritten 

Art ist, wie auch durch die Ableitung gefunden wurde. 

A n m. Es versfebt sich vod selbst, dass mau alle diese Recbanngen auch 
SP fftbren kaao, dass dabei die diletragoaale Pyramide iiiP;i, ab die eigentlicbe 
holoedrische Staounform der Trilospheooide sn Grande gelegt wird. Hao 
schreibt daan zuvörderst die GleicboDgeu derjeoigeo vier Flächen, welche als 
bleibende Flächen vorausgesetzt werden, bestimmt aus ihnen die Gleichungen 
der beiden Polkanten, und weiter durch Combination dieser mit den Gleichun- 
f^en der entsprechenden Flächen die Coordinaten eines oberen und eines unteren 
Eckpunctes. Dieser Weg ist ein Umweg, führt aber natürlich ganz auf diesel- 
ben Resultate, wie solche hier durch Beziehung der Tritospbenoide auf ihre 
bemiedrischen Stammformen erhalten worden sind. 

§. 100. Rhombotype Tetarto^drie. 

Wenn in den abwechselnden Gliedern einer ditetragonalen Pyramide 
mVn für je eine obere rechte eine untere linke PlSche als bleibend vor- 
ausgesetzt wird, oder vice versa, so dass also z.B. in der nachstehenden Figur, 
(in welcher x^ y und z die Endpuncte der drei positiven Halbaxen bedeuten), 
die beiden vorderen Flächen F lud F\ sowie die binderen Gegenfläcben der 

11 ♦ 
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7, beiden Flachea / uod 
J" allein aiis)(ebildet 
sind, während die übri- 
gen zwölf Flächen ver- 
scbwiniteD, so verwan- 
delt sich die Pyramide 
_^ ineinSphenoid, wel- 
p. ^^ ches in seinen allgemei- 

nen Eigenschaften mit 
den Sphenoiden des rfaorabischen Kryslailsystemes übereinstimmt, die wir spä- 
ter kennen leroen werden. Dasselbe ist nämlich eine von vier nngleicfaseili- 
gen Dreiecken umschlossene Form, deren abwechselnd längere nnd kürzere 
Miltelkanten im Zickzack auf- und absteigen, währetid die beiden Polkanlen 
horizontal liegen. Da diese Spbenoide im Vergleich zn den tetragonalen Sphe- 
noiden ein schiefes oder verzogenes Ansehen haben, und doch jeden- 
falls von den ähnlichen Sphenoiden des rhombischen Systems unterschieden 
werden müssen, so wollen wir sie Plagiosphenoide nennen. 

Man kann diese Formen auch durch wiederholle Hemi^drie sowohl aus 
den tetragonalen Skalenoedern, als aus den lelragonalen Trapezoedem ablei- 
ten; aus jenen durch Ver^rösserung der an den abwechselnden Miltelkanten, 
aus diesen durch Vergrösserung der an den abwechselnden primären Mit- 
telkanlen gelegenen Flächenpaare. Belrachten wir die Plagiosphenoide als 
hemiedrische Formen der Skalenoßder, so resuUiren aas jedem Skaieno^- 
derzwei complementäre Formen, welche sich bei genauerer Betrach- 
tung als enantiomorph, als ein paar rechts und links gebildete Körper 
erweisen. Dagegen sind die beiden aus einem und demselben Trapezoüder 
folgenden Plagiosphenoide lantomorph, d. fa. beide erscheinen entweder 
als rechts oder als links gebildete Körper, je nachdem das Trapezotfder selbst 
als ein rechtes oder ein linkes vorgestellt wird. Die ditetragonale Pyramide, 
als die eigentliche holoedrische Stammform der Plagiosphenoide, liefert 
daher vier complementäre Körper, von denen zwar je zwei durch blose Stel- 
lungs-Aenderung zur Congruenz, oder in parallele Stellung gebracht werden 
können, während diess Rir je zwei andere nicht mehr möglich ist. Die beiden 
in Figur 54 dargestellten Spbenoide sind ein paar solche enantiomorphe Ge- 
genkorper. 

Uniersuchen wir nun, welche Wirkungen dieselbe Tetarloedrie auf die 
übrigen holoedrischen Formen des Telragonatsystems ausübt*), sogelangen 
wir auf die füllenden Resultate. 

Die Protopyramiden mP verwandeln sich in tetragonale Spbenoide, 
welche zwar in ihrer Gestalt sowohl mit den bemiSdrischen, als auch mit 
denen in §. 98 nachgewiesenen tetartoi!dri:>chen Prolosphenoiden vollkommen 
übereinstimmen, in der Bedeutung ihrer Flächen aber von beiden we- 



*} Woliei ei abcrm*') rslbsiin iai, jeds F«rn dnrcb TboilaDg ihrer Flicbea |)eick- 
ia «iae nchtieitign Pyramide ta verwiodelD, 
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sentlich abweichen, und kraft dieser Bedeutung der Enantiomorphie unter- 
worfen sind, ohne dass sich doch solche in ihrer Gestaltung zu erkennen giebt. 
Die Deuteropyramiden mPoo verwandeln sich in horizontal-pris- 
matische Formen, also in solche Formen, welche den Raum in der Rich- 
tung der einen Nebenaxe offen lassen, indem sie nur noch von den vier, die- 
ser Nebenaxe parallelen Flächen begränzt werden. Wir können diese For- 
men, wie die ähnlichen Formen des rhombischen Systems, mit dem Namen 
Doma belegen. 

Die ditetragonalen Prismen ooPti verwandeln sich in vertical prismati- 
sche Formen von rhombischem Querschnitte , oder in rhombische Pris- 
men, indem sie nur noch mit zwei, einander gegenüber und an demselben 
primären Hauptschnitte anliegenden Flächenpaaren ausgebildet sind. 

Das Protoprisma ooP bleibt scheinbar unverändert, obwohl die Be- 
deutung seiner Flächen eine ganz andere ist, als sie für dasselbe Prisma 
bei holoedrischer, hemiedrischer oder sphenoidisch - tetartoedrischer Ausbil- 
dung Statt findet. 

Das Deuteroprisma ooPoo erscheint nur noch mit zwei gegenüberliegen- 
den Flächen, als ein verticales Fläcbenpaar, dessen beide Flächen einem 
der primären Hauptschnitte parallel sind, mithin als ein verticales Pi- 
nakoid. 

Das Pinakoid endlich bleibt unverändert. 

Ueberhaupt also erleiden durch diese Tetartoedrie die sämmtlichen holoe- 
drischen Formen, mit Ausnahme des Protoprismas und des Pinakoides, eine 
wesenlliche Gestaltveränderung ; alle aber unterliegen dem Verhältnisse der 
Enantiomorphie, als einem durchgreifenden Gegensatze, welchem sich keine 
Form entziehen kann. 

Aom. Sollte dereinst eine tetragonal krystaljisirende Substanz aufgefun- 
den werden, welche dieser Tetartoedrie unterworfen ist, so wird sie auch jeden- 
falls die Erscheinungen der circularen Polarisation des Lichtes zeigen , wie 
solche mit der analogen Tetartoedrie im tesseralen und hexagonalen Svsteme 
verbunden ist. 

§. 101. Berechnung der Plagiosphenoide. 

Diejenigen vier Flächen, welche in Fig. 54 (S. 164) als die zunächst 
bleibenden Flächen der Pyramide mPn gewählt wurden, waren die beiden 

vorderen Flächen Fund F', so wie die bei- 

JP den hinteren GegenOächen von f und y*', 

rxT^^'^f----.-.-..^ g welche wir mit F" und P"' bezeichnen 

/ \ 1 >/\ wollen. Sind nun j?, y und z die Endpuncte 

/ ^ \y^ \ ^®^ positiven Halbaxen, so werden die Glei- 

-3^ -^^t-^^ L, chuogen dieser Flächen folgende: 

/ X '* r' ••. \ t" w? ^ y , 4 

/ / 1 ^ \ \ für F, ^- -H Ä = 1 

v\%, 55. ma n 
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ma n 

iTia n 
Darcb snccessive CombiDation der Gleichung von F mit den Gleichungen der 
übrigen drei Flächen finden sich nun leicht die Gleichungen der drei Kanten- 
linien PQy QR und PR ; und zwar werden diese Gleichungen.: 

für PQ 30 sc wa, und ~ — 2^ ae 

tnvQRs^l, unii— -^ = 

ma n 

für PR y = — w, und — -f- jf as 0. 

Aus diesen Gleichungen ersieht man zuvörderst, dass die dreierlei Kanten des 
Plagiosphenoides den Coordinat- Ebenen oder Hauptscbnitten parallel sind, 
indem die Polkante PQ horizontal, die Miltelkanle QR der Ebene (xy), und 
die Mittelkante PR der Ebene (zx) parallel liegt. 

Um die Längen dieser drei Kanlenlinien zu berechnen, dazu bedarf es 
nur der Bestimmung der beiden Puncte P und Q\ denn wir haben zu berück- 
sichtigen, dass die Kante PQ von dem Endpuncte x der Hauptaxe, und die 
Kante QR von dem Endpuncle z der Axc der z halbirt wird, während der 
Halbirungspunct der Kante PR in der negativen Halbaxe der y, und zwar in 
der Entfernung n vom Mittelpuncte des Axensystems liegt. Die Coordinaten 
der Puncte P u.id Q aber bestimmen sich durch Combination der Gleichungen 
der Linie PQ mit den Gleichungen der Linien QR und PR \ man findet so 

für den Punct P a? = iwa, y = — ;i, j» = — 1, 

für den Puncl jß x=imdi^ y^^^n^ j? = l. 
Hieraus berechnen sich denn die Kantenlinien wie folgt: 

Polkantc jr = 2/^*^ 



längere Mittelk. Z = 2 /w^a^-t-n* 

kürzere Mittelk. Z' = 2)A/i*a*+l 
Die Kantenwinkel aber bestimmen sich ans den Parametern der vier Flä- 
chen F, F', F" und F'" nach der allgemeinen Formel von cosÄF(S. 41) 

mV(w'-f-l)— «* 



cos Jf = 



R 

.2 



cosZ = -gs-^ 

»lV(w*-l) + 7l* 

cosZ = "^R 

wobei Z natürlich denselben Werlh erhält, wie die Mitlelkante der Skalenoe- 
der in §. 95, oder die primären Mittelkanten der TrapezoüJer in §. 94. 

Setzen wir nun in diesen für die Kantenlinien und Kantenwinkel der 
Plagiosphenoide gefundenen Ausdrücken A = t, so erhallen wir für die aus 
mP abgeleitete tetartOfSdrische Form folgende Werthe : 



TetarIcSdriMh« FermeR. IfT 

X« 2/2 

Z« H - 2/mV+l 
^ 2mV- 1 

""•^ = 2«v+i' 

i 

COSZ 9 COSZ' SS 



welche Wertbe mit denen in §.95 fOr die hemi^drischen tetragonalen 
Spbenoide gefundenen Werthen vollkommen öbereinstimmen. 

Setzen wir dagegen in denen far die Plagiospbenoide gefondenen Aos- 
dracken n = cx) , so folgt für die aus mPoo abgeleitete tetartoMriscbe Form : 

jr = z = oo, 

^ mV— 1 

jw V+ 1 ' 
cosZ = — cosJIT, 

cosZ'sl, also Z':=0^; 
ans welchen Werthen sich ergiebt, dass diese Form ein horizontales 
Prisma ist, welches von zwei einander gegenüber liegenden Fläcbeiipaaren 
der Pyramide mPoo gebildet wird. 

Setzen wir eben so in den allgemeinen Ausdriickea far die Plagiospbe- 
noide m =s c» , so ergiebt sich für die aus ooP» abgeleitete telarto^rische 
Porm: 

Z SS Z SS 0O| 

cosJT 3s 1, also JT BS 0*, 

COSZ = z r , 

cosZ' s= — cosZ', 
welche Wertbe uns lehren, dass diese Form ein verticales Prisma von 
rhombischem Querschnitte ist. 

Setzen wir endlich in denen so eben für ooPii gefnndencn Werthen auch 

II SS CO9 so folgt 

cosZ =s> - 1, also Z » 180^, 
cosZ' ^1, alsoZ'«s:0<», 

woraus sich ergiebt, dass die aus dem Deuteroprisma folgende tetarto($driscbe 
Form ein bloses verticales Flächenpaar ist. 

So finden also die in §. 100 durch die Ableitung gefundenen Resoltate 
ihre vollständige Bestätigung durch die*Rechnung. 



))ierte0 CapiUl. 
Combioationen der tetragonalen Formen. 

§. 102. Eintheilung derselben. 

Die Gombinationen des Tetragonalsystems sind entweder bololSdriscbe, 
oder hemiädrische, oder auch möglicherweise telarloedrische, je nachdem die 



It8 Tetragonalsytlen. ^ 

eioe oder die andere Aasbildungsweise der FormeD Statt findet. Da nun eine 
tetartoe'drische Ausbildung bis jet2t noch an keinem tetragonai krystallisii'en- 
den Körper beobachtet worden ist, so mögen auch an gegenwärtigem Orte 
die betreffenden Combinaiionen unberncksichtigt bleiben. 

Die meisten tetragonai krystallisirenden Körper zeigen eine holoedrische 
Ausbildung ihrer Formen, weshalb denn auch die holoe'drischen Combinatio- 
nen bei weitem die wichtigsten ^sind. Einige Species von Mineralien und 
künstlich dargestellten Körpern zeigen die pyramidale, andere die sphenoidi- 
sehe Hemiödrie, wogegen die trapezolfdrische Hemiedrie bisher noch an kei- 
nem Körper mit Sicherheit erkannt worden ist. Da sich jedoch die pyrami- 
dale und die trapezoSdrische Hemiedrie nur in solchen Formen zu erkennen 
geben, welche gewöhnlich sehr untergeordnet auftreten, während die in 
den Gombinationen vorwaltenden Formen durch diese beiden Modalitäten 
der Hemife'drie gar keine Umgestaltung erleiden, so können wir uns auch füg- 
lich auf die Darstellung der sphenoidischen Gombinationen beschränken. 

Uebrigens bedarf es kaum der Bemerkung, dass Gombinationen über- 
haupt nur innerhalb eines und desselben Formencomplexes möglich sind, 
dass also auch nur von Gombinationen solcher Formen die Rede sein kann, 
welche aus einer und derselben Grundform abgeleitet werden können, oder zu 
einer und derselben Krystallreihe gehören. 

Jedenfalls werden wir uns aber auch hier, wie im Tesseralsysteme, nur 
auf die allgemeine Theorie der binären Gombinationen beschränken, und 
dabei wiederum die Voraussetzung gelten lassen , dass die eine Form als vor- 
herrschende, die andere als untergeordnete ausgebildet sei. 

§. 103. Theorie der holoedrischen Gombinationen. 

Da die ditetragonalen Pyramiden die Repräsentanten aller holocSdrischea 
Formen sind, so werden wir die allgemeine Theorie der binären Gombina- 
tionen überhaupt in den Gombinationen zweier solcher Pyramiden zu suchen 
haben, von welchen wir die vorherrschende mit mPn, die untergeordnete mit 
m^fi bezeichnen. Denken wir uns beide Formen in der Ableitungsstelloog 
um einen gemeinschaftlichen Mittelpunct ausgebildet, so erkennen wir leicht, 
dass die vorherrschende Form durch die Flächen der untergeordneten Form 
folgende sechs Modificationen erleiden kann : 

1. eine Zuschärfung der primären "Polkanten, 

2. eine Zuschärfung der secundären Polkanten, 

3. eine Zuschärfung der Mitlelkanten, 

4. eine achtflächige Zuspitzung der Polecke, 

5. eine vierflächige Zuspitzung der primären Mittelecke, und 

6. eine vierflächige Zuspitzung der secundären Mittelecke. 

Um nun die, diesen sechs Gombinations- Verhältnissen entsprechenden 
Bedingungen auf eine einfache Weise zu bestimmen , dazu wollen wir uns 
beide Formen auf gleich grosse Nebenaxen reducirt denken, wie ja solches 
auch bei der Ableitung vorausgesetzt wird. Dann ergeben sich jene Bedin- 
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gangen wesentlich aus den Grössen der Hauptaxen h and k\ und der Zwi- 
schenaxen r und r\ 

1. Zuschärfung der primären Polkanten X» Sie erfordert 
offenbar eine Coincidenz der beiderseitigen Kantenlinien JT, nnd folglich die 
Gleichheit beider Hauptaxen, oder A' = A ; ausserdem muss aber auch die 
Polkante der untergeordneten Form stumpfer sein, als jene der vorherr- 
schenden Form , welcher Bedingung dadurch Genüge geleistet wird , dass 
r >^r ist. Folglich muss eine Zuschärfung der primären Polkanten Statt fin- 
den, wenn zugleich h' ssh und r "^r ist. 

2. Zuschärfung der secundären Polkanten F. Sie erfordert 
erstens einen Parallelismus der beiderseitigen Kanten K, und zweitens, dass 
dieselbe Kante in der untergeordneten Form stumpfer ist, als in der vorherr- 
schenden. Jener Parallelismus der Kanten wird Statt finden, sobald das Ver- 
bal tniss der Hauptaxe zur Zwischenaxe in beiden Formen dasselbe ist; 
setzen wir also das Verhältniss von A : r =s^, und jenes von /i : r = q\ so 
wird die erste Bedingung darauf zurückkommen , dass q = q. Die zweite 
Bedingung aber wird offenbar nur dann erfüllt sein, wenn r < r. Folglich 
wird eine Zuschärfung der secundären Polkanten allemal eintreten, sobald 
q s= jr, und r < r. 

3. Zuschärfung der Mittelkanten Z. Sie erfordert Parallelis- 
mus oder, wegen der vorausgesetzten Gleichheit der Nebenaxen, Coincidenz 
der beiderseitigen Miltelkanten, also auch Gleichheit der Zwischenaxen, oder 
/ = r. Zugleich müssen aber die Mittelkanten der untei^eordneten Form 
stumpfer sein, als jene der vorherrschenden Form, welche Bedingung durch 
A' > A erfüllt wird. Demnach wird jedenfalls eine Zuschärfung der Mittel- 
kanten Statt finden, wenn r =r, und k' > A. 

4. Achtflächige Zuspitzung der Polecke. Sie erfordert offen- 
bar die Erfüllung der beiden Bedingungen, dass A' < A und q' <,q ist. 

5. Vierflächige Zuspitzung der primären Mittelecke. Sie 
wird jedenfalls Statt finden, wenn h''>^ h und zugleich r "^r ist. 

6. Vierflächige Zuspitzung der secundären Mittelecke. 
Eine solche wird nothwendig eintreten, wenn q' '>q und r <,r ist. 

Da nun die Hauptaxen beider Formen die Werthe m^ und m'a, die Co(Sf- 

ficienten der Zwischenaxen aber die Werthe 5- und -> — =• haben, so er- 

giebt sich, dass 

A' > = < A, wenn m > = < iw, 

r "^ =s ^^r^ wenn «' > = < »1 

q>^<q, wenn — ^— ^ > = < -^ ^, 

und wir erhalten demnach für die sechs Combinations-Verhältnisse folgende 
Regeln : 

An jeder Pyramide mVn bildet eine zweite Pyramide mVn : 
1. eine Zuschärfung der primären Polkanten, wenn tn =sm^ und n' > 11; 
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2. eioc Zuschärfung der secuodären Polkanten, wenn — - — -, — - = — -, 

n H 

und »' < ;f ; 

3. eine Zaschärfang der Hittelkaoten, wenn n cb », and n' > m; 

4. eine achtfläcbige Zuspitzung der Polecke, wenn m' < m, und - 



< 



1(11+1) _ 



n 

5. eine vierfläcbige Zuspitzung der primären Mittelecke, wenn m > m, und 
» >«; 

6, eine vierfläcbige Zuspitzung der secundären Mittelecke, wenn — ^^ — j — - 

> ^ \ undii'<ii. 

n . 

In diesen secbs Regeln ist die ganze Theorie der binären boloedriscben 
Combinationen des Tetragonalsystems eniballen, wie man sieb leicbt über- 
zeugt, wenn man für mPn und m'Pn die Zeichen irgend zweier anderer For- 
men einfuhrt. 

Anm. Um diess Dur an einem Beispiele zu erlSotern , so wollen wir ans 
vorstehenden Regeln die Combinations - Erscbeinangen einer Deoteropyramide 
mPoo mit einer Prolopyramide m'P ableiten. Da in diesem Falle n s= oo nod 
n SB 1 isty so sind offenbar nur noch die drei Fälle 2, 4 und 6 mOglicb, welche 
sich deshalb, weil die untergeordnete Form nicht mehr 16, sondern nur 8 Fli- 
ehen, und weil die vorherrschende Form nur noch eine Art von Polkanten und 
Miltelecken besitzt, folgendermaassen ausdrQcken : 

Es bildet an mPoo, als vorherrschender Form, eine untergeordnete Proto- 
Pyramide m'P : 

1. eine Abstumpfung der Polkanten, wenn m' = Jm, 

2. eine vierflachige Zuspitzung der Polecke, ... < . . , 

3. eine Zusehärfang der Mittelecko, ... >> . . ; 

dass aber die Flachen der untergeordneten Form stets auf die Polkanten der 
vorherrschenden aufgesetzt sein müssen, diess ergiebt sich nicht nur aus der 
gegenseitigen Stellung beider Pyramiden, sondern es ISsst sich auch aus vor- 
stehenden Regeln erkennen, sobald man darauf achtet, wie je zwei Flachen 
der ditetragonalen Pyramide zu einer Flache werden, wenn sie in eine Proto- 
Pyramide übergeht. 

§. 104. Theorie der sphenoidischen Combiuationen. 

» 

Unter allen hemife'drischen Combinationen des Tetragonalsysteros haben 
diejenigen, welche durch die sphenoidische Hemiedrie bedingt werden, 
die grösste Wichtigkeit, weil diese Hemiedrie nicht nur die ditetragonalen 
Pyramiden, sondern auch die so gewöhnlichen Protopyramiden einer wesent- 
lichen Gestaltveränderung unterwirft. Schon dessbalb bedürfen die sphenoidi- 
schen Combinationen einer etwas ausführlicheren Betrachtung; aber auch die 
vielfachen Analogieen, welche diese Combinationen mit den rhomboe'drischen 
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GombiMtionen des HexagODakytteois zeigeo, dürften eine solche Betraehtang 
rechtfertigen. 

Die Theorie dieser Combinationen beruht auf der Untersuchung der Ver- 

411 Pil fw'Pfl' 

hältnisse, unter denen sich irgend zwei Skalenoeder —^— und — ^~ combini- 

ren können, von welchen das erstere als vorherrschende, das andere als un- 
tergeordnete Form vorausgesetzt wird. Dabei ist jedoch, wie bei allen benie'- 
drischen Combinationen, die Ambiguität der Stellung zu berücksichtigen, 
indem sich beide Formen entweder in analoger, oder in antiloger Stellung 
befinden können. In beiden Fällen ist es die Lage der beiderlei Polkanten 
und Hitlelkanten, durch welche die Gombinations-Erscheinungen wesentlich 
bestimmt werden. 

I. Combinationen zweier Skalenoeder von gleicher oder analoger 

Stellung. 

Aus den Gleichungen derjenigen drei Kantenlinien, von welchen irgend 
zwei ähnlich liegende Flächen beider Skalenoeder begränzt werden, gelangt 

man sehr leicht anf folgende Resultate. 

mPn 
Es bildet an einem vorherrschenden Skalenoeder — ^ ein untergeordne- 
tes SkalenocSder — 5 — : 

i. eine Zuschärfung der längeren Polkanten, wenn — ^ — ? — - = 

m(ff+l) , 
' , und ;i < « : 

n ^ 

2. eine Zuschärfuns der kürzeren Polkanten, wenn — ^^ — , — - = 

n 

m(«— 1) . , 

, und « > « : 

n ^ 

JOB m 

3. eine Zuschärfono: der Mittelkanten, wenn -^ = — 9 und m'>m, 

° n n 

also auch n' > /i ; 

4. eine vierflacbige Zuspitzung der Po lecke , wenn — ^ — ? — ^<— ^ -, 

und > < -^^ ; sind dabei die heteropolaren Gorobinations- 

n n 

kanten*) horizontal, so ist n=:nj sind sie aber parallel den Mittelkanten, 
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SO ist —7 5= — : 
n n 

*) Die CombinatioDskaDteo sind io den einaxiseo RrystallsysteneD als heterepo- 
lare und ampbipolare za onterscbeideo, je naebdem die beideo Fliehen, von denea 
sie s^t»!^'^^ werden, za einer und derselben Hälfte der Haoptaxe, also za einem and dem- 
selben Pole sebören, oder nicbt. Vergl. AnfaDSsgr. S. 23. 
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5, eine Zaschärfung der Hittelecke, die ZuscbärfuDgsflächen paarweise 

auf die kürzeren Polkanten aufgesetzt, wenn --^— ? — - > — ^ , 

n n 

und n' ^n\ sind dabei die beteropoiaren Combinationskanten den län- 

n 11 . 11 1 • . nin-^X) «(«+1) 

geren Polkanten parallel, so ist — ^^ — -, — - = — ^ 5 

n n 

6. eine Zuscbärfung der Mittelecke, die Zuschärfungsflächen paar- 

weiseaufdie längeren Polkanten aufgesetzt, wenn — ^—7 — ^> 

^ n n 

und -r > - ; dabei werden die heteropolaren Combinationskanten bori- 
n n ^ 

zontal, wenn ri = fi, oder auch parallel den kürzeren Polkanten, wena 

m'(»'— 1) in(«— 1) 



n n 



IL Combinationen sweier Skalenoeder von verwendeter oder 

antiloger Stellung. 

Indem wir abermals die Gleichungen der Kantenlinien zweier ähnlich 
liegender Flächen aufsuchen, erhalten wir die folgenden Resultate: 

iwP/i 
Es bildet an einem vorherrschenden Skalenoeder — ^ ein untergeordne- 



P/l' 



tes Skalenoeder ^ : 



1. eine Zuscbärfung der kürzeren Polkanten, wenn — ^ — -, — ^= 



n 



2. eine vierfläcbige Zuspitzung der Polecke, wenn — ^^ — -, — ^<-^^ ^5 



n n 



3. eine Zuscbärfung der Mittelecke, wenn ~ — , — - > — ^ ; sind 



n n 



dabei die beteropoiaren Combinationskanten den längeren Polkanten pa- 

,, , . min-^X) /;?(«-»- 1) 
rallel, so ist • -, — - = — ^ ■ . 



n n 



Andere Verhältnisse als diese drei können bei verwendeter Stellung beider 
Formen nicht vorkommen. 

Anm. Aas diesen allgemeinen Regeln wird man sich leicht die besonde- 
ren Regeln ableiten können, welchen die Combinalionen irgend zweier anderer 
Formen unterworfen sind. 
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Zonenlehre des Tetragonalsystems. 

§. 105. Bestimmung der Flächen aus den Zonen. 

Als Beispiel fiir die zonale Bestimmung der Flächen und Formen wählen 
wir die in nachstehender Figur dargestellte ISzählige Combination des Vesu- 
▼ians, fiar welche sich diejenige tetragonale Pyramide, deren Flächen mit c 

bezeichnet sind, vorzugsweise als Grundform 
P empfiehlt. Dann entsprechcfn die Flächen P 
dem Pinakoide OP, die Flächen d dem Proto- 
prisma ooP, und die Flächen M dem Deutero- 
prisma ooPoo. Ferner ergiebt sich sofort 
aus ihren Verhältnissen zur Grundform, dass 
die Flächen b und r zwei verschiedenen Pro- 

topyramiden, 
die Flächen und «zwei verschiedenen Deu- 
teropyramiden, 
die Flächen a, z^ x und e vier verschiede- 
nen ditetragonalen Pyramiden, und 
die Flächen f einem ditetragonalen Prisma 
angehören. Nach §. 103 bestimmen sich aus ihren Verhältnissen zu der 
Grundform die Pyramide o als Poo, und die Pyramide u als 2Pcx>, wodurch 
denn zugleich die Pyramide b als 2P erkannt wird. 

Die Flächen b^ Zy ti, z\ b\ e\ ilf' u. s. w. fallen in eine Zone, welche 
man die Polkantenzone der Pyramide 2P nennen kann, weileine Polkante 
dieser Pyramide die Zonenlinie darstellt. Die Gleichungen dieser Polkante sind 

y = 0und2^-+-5? = l 

folglich wird die Zonengleichnng 

??-U0. oder ^-1=0 
a c m e 

woraus sich denn für a 1 1 e Flächen dieser Zone, und daher auch fiir die Flä- 
chen z' und e die Bedingung c = j^m ergiebt. 

Eben so fallen alle mit a: und z bezeichnete Flächen in eine Zone, welche 
man die Polkantenzone der Grundform nennen kann, und zwar die vorder- 
sten, mit X und z' bezeichneten Flächen in die Zone der oben, rechts gele- 
genen Polkante von P ; daraus folgt für diese Flächen die Zonengleichung 

*-i=0, oderi-J =0 
ab m b 

also b^m. Für die Fläche z' gilt also 

b^sztn^ undcss^iR. 
Nun folgt aber unmittelbar aus der Lage dieser Fläche, dass fiir sie css 1 
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und b=.n sein muss; folglich wird ms» = 2, und die Flächen z gehören 
daher der Pyramide 2P2. 

Da z^ e und ./ horizontale Combinaiionskanten bilden, so müssen sie 
alle denselben Werth der Ableitangszahl n haben; also wird 

/= ooP2, und e = mP2 
Es fand sich aber vorher für e die Bedingung c = \m^ da nun ans der Lage 
dieser Fläche für sie der Werth £ = 1 folgt, so muss c = » 3=2, und «i = 4 
sein, und die Flächen e gehören daher der Pyramide 4P2. 

Da ferner e, or, x' und e in die Polkantenzone der Pyramide r fallen, so 
muss r = 4P, und, weil oben für a: die Bedingung b=:m gefunden wurde, 
•d? = 4P4 sein. * 

* 

Es ist jetzt nur noch die Bestimmung der Pyramide a übrig. Die Flä- 
chen f^, a'j e, fallen in eine Zone, von welcher u und c bekannt sind, oder 
deren Zonenlinie die in den Octanten der positiven Halbaxen fallende Pol- 
kanie der Pyramide u ist; daraus folgt für die Fläche a' die eine Zonenglei- 
chung 

2 11 

m 9 c 

Dieselbe Fläche fällt aber auch in die Zone der beiden Flächen o und z' ; sub- 
stituirt man die diesen Flächen zukommenden Parameter in den Werthen von 
Jlf, N und R der allgemeinen Zonengleichung S. 47, so erhält man für die 
Fliehe a' die zweite Gleichung 

m c 
Die Lage dieser Fläche lehrt aber unmittelbar, dass für sie e^l ist; folg- 
lich bestimmt sich A b » » 3, und m =s | ; die mit a bezeichneten Flächen 
gehören also der Pyramide fP3, womit denn die Bestimmaog aller in der 
CombinatioD enthaltenen Formen vollzogen ist. 

§. 106. Wichtigste Zonen des Tetragonalsystems; Zonen 

der Axen. 

Im Tetragonalsysteme werden gewöhnlich folgende Zonen als die wich- 
tigsten hervorgehoben t 

a. die Hauptaxenzone, 

b. die zwei Nebenaxenzonen, 

c. die zwei Zwischenaxenzonen, 

d. die vier Polkantenzonen der Grundform, und 

e. die vier Diagonalzoneii der Grundform. 

a. Die Hauptaxenzone ist diejenige einzige Zone, deren Flächen 
der Hauptaxe parallel sind ; sie begreift daher sämmtliche Prismen des Sy- 
stems, also alle ooP;t, nebst ooP und ooPoo, während für sie übrigens die* 
selben Betrachtungen gelten, welche S. 122 für die verticale Kantenzone des 
Hexaeders mitgetheilt wurden. Man nennt sie auch die horizontale Zone 
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des Tetragonalsystems, weil sie um dasselbe in horizontaler Richtung zu ver- 
folgen ist. 

Die Tangente des Neigungswinkels ii^end zweier Flächen F und F' die« 
ser Zone bestimmt sich aus dem allgemeinen Ausdrucke (S. 55) 

langer _ ,a'b6'-^eilaa':¥hi'cc' 
gerade so wie in §. 74, mit dem Werlhe 

in welchem b und b' die in der Axe der y^ c und c die in der Axe der z lie- 
genden Parameter bedeuten, welche Grössen daher in jedem besonderen Falle 
mit fi, n\ 1 oder oo zu vertauschen und übrigens noch mit den erforderlichen 
Vorzeichen zu versehen sind, weil in dem vorstehenden Werthe von tang^ 
vorausgesetzt ist, dass die beiden Flächen Fund F' in den Octanten der po- 
sitiven Halbaxen fallen. 

b. Die Nebenaxenzonen sind diejenigen Zonen, deren Flächen einer 
der Nebenaxen parallel liegen; sie sind daher zu zwei vorhanden, und be- 
greifen alle diejenigen Flächen, für welche entweder der Parameter &, oder 
der Parameter c den Werth cx> hat, folglich alle Deuteropyramiden mPoo, das 
Deuteroprisma cx>Poo und das Pinakoid OP. Man nennt sie auch die verti- 
calen Zonen des zweiten Prismas, oder die Mittelkantenzonen der 
Deuteropyramiden* 

Die Tangente des Neigungswinkels zweier Flächen F und F' dieser Zo- 
nen ladet sich ans dem allgemeinen Ausdrucke (S. 54) 

^""^^ - aä'öb'^cc'aa'^bV^o' 
indem man erwägt^ dass, wenn b und 6' a± öo sind, dann c und e' tm:l sein 
müssen, und vice versa, so wie dass statt a und a die Grössen ma unjl tna 
gesetzt werden können ; man erhält so 

ung^=^'"'rr^* 

^ mm BT 'hl 
welcher Ausdruck allgemein giltig ist, sobald man berücksichtigt, dass in sei» 
ner voritebenden Form sowohl m als m' mit positiven Wertben vorausgesetzt 
sind, und daher nöthigenfalls deren Vorzeichen ändert. 

c. Die Zwischenaxenzonen sind diejenigen Zonen, deren Flächen 
einer der Zwischenaxen parallel liegen ; sie sind also gleichfalls zu zwei vor- 
handen, und begreifen alle diejenigen Flächen, für welche die Parameter b 
und c einander gleich, oder beide = 1 sind, folglich alle Protopyramiden mP 
nebst dem Protoprisma ooP und dem Pinakoide OP. Sie werden auch die 
verticalen Zonen des ersten Prisma genannt und könnten auch die 
Mittelkantenzonen der Grundform heissen. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Flächen dieser Zone 
findet sich aus dem allgemeinen Ausdrucke von \AUffV durch ähnliche Be- 
trachtungen wie vorher ; nämlich 
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Am wa^-i- 1 



wobei wiederum in jedem besooderen Falle die Vorzeichen von m und n! zu 
berücksichtigen sind. 

§. 107. Fortsetzung; Polkantenzonen der Grundform. 

Die Polkantenzonen der Grundform sind diejenigen Zonen, deren Flä- 
chen den Polkanten der Grundform parallel liegen; sie sind daher zu vier 
vorhanden und begreifen mehre Arten von Formen, wie aus folgender Be- 
trachtung erhellt. Wählen wir z. B. diejenige Polkante zur Zonenlinie, welche 
die positiven Halbaxen der x und s verbindet, so sind die auf den Mittelpnncl 
redttcirten Gleichungen der Zonenlinie : 

y = 0, und — -i- ;5 = 0. 

Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen S. 47, so ergiebt sich, 
dass |U s= — a, y s= 0, und ^ = 1 

sein muss, woraus denn die Zonengleichung 

a 1 

=0, oder ac = a 

a c 

folgt. Da nun mPn das allgemeinste Zeichen irgend einer Form ist, so wird 
auch der allgemeinste Werlh von a = ma sein, durch dessen Einführung sich 
die Zonengleichung aul c = isn reducirt. Es kann aber c entweder den Werth 
n, oder den Werlh 1 haben, wobei b im ersteren Falle =1, im letzteren Falle 
=s;f ist; folglich sind P/i und mi^m die allgemeinen Zeichen derjenigen For- 
men, welche der Zone tributür werden, und zwar liegen die Flächen von Pn 
an derselben Nebenaxe wie die Zonenlinie, die Flächen von mPm an der an- 
deren Nebenaxe. Da nun unter dem Zeichen Pn auch P und Poo, sowie un- 
ter dem Zeichen mPm auch P und ooPoo enthalten sind, so werden überhaupt 

P, Ptiy Poo, mPm und ooPoo 
diejenigen Formen sein, welche Flächen in eine Polkantenzone der Grund- 
form liefern können. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tautozonaler Flächen 
bestimmt sich etwas verschieden, je nachdem beide Flächen entweder unter 
der Zeichenform Pn oder mPm stehen, oder je nachdem die eine unter diesem, 
die andere unter jenem Zeichen enthallen ist. Aus dem allgemeinen Ausdrucke 

° aa ob -hcc- aa -hob cc 

folgt nämlich zunächst, indem man /i = ^ a, y = und ^ s= 1 setzt, so wie 

fiir k den Werlh — subslituirt 

Q 

, „- cc'(«A'-<i'*)/a*-f-l 
^ aa bb -^cc aa -^bb cc 
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oder, weil ad =s ^cc\ 

welcher Ausdruck ganz allgemeingiltig ist. 

Gehören nun beide Flächen zu zwei Formen Pn und Pn^ so ist 

a SS a, 6 as n, 
d SS a, 6' SS it\ 
und dann wird 

Gehören dagegen beide Flächen zu zwei Formen mPm und m9m\ so ist 

a s ma, 6=1, 

fl' =r m'a, Ä' = 1, 

1 / . 1 

oder auch in vorstehendem Ausdrucke »mit — , und n mit—; zu vertauschen, 

m m 

und dann wird 

Gehört endlich die eine Fläche zu einer Form Vn^ die andere zu einer Form 
mVm\ so ist 

a = a, bssn^ dssrndtj b'ssl * 

1 

oder auch in dem ersten Ausdrucke n mit — > zu vertausohen. 

m 

§. 108. Diagonalzonen der Grundform. 

Die Diagonalzonen der Grundform sind diejenigen Zonen, deren Flä- 
chen den Höhenlinien oder Diagonalen der Flächen von P parallel liegen ; da 
nun dieselben Linien den Polkanlen der Pyramide 2Pcx) parallel sind, so las- 
sen sich diese Zonen auch die Polkantenzonen der Deuteropyramide 2Poo 
nennen. Sie sind ebenfalls zu vier vorhanden, und begreifen wiederum mehre 
Arten von Formen. Wählen wir die im Octanten der positiven Halbaxeu lie* 
gende Höhenlinie zur Zonenlinie, so werden die auf den Mitlelpunct reducir- 
ten Gleichungen derselben 

y-«=0, und ^ -hy==0 

und vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie 
(S. 47), so folgt, dass 

|M = — 2a, y=l, ^=rl, 

woraus sich die Zonengleichung 

a c 

ergiebi. Da nun eine jede Form unter dem allgemeinen Zeichen mPn enthal- 
ten ist, welchem das Parameter- Verhällniss ma : n : i entspricht, so ist in 

flraBinD*s KrysuUographie. 12 
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dieser Zonengleichung a = ma, sowie entweder bssn und r = 1, oder b=:t 
und c = n zü setzen, wodurch sie in beiden Fällen # 

2 1 

m n 
wird. In dieser Gestalt bezieht sie sich nur auf solche Flächen, welche im 
Oetanten der positiven Halbaxen liegen, und liefert also das Resultat, dass 
alle in diesen Oetanten fallende Flächen der Zone unter der allgemeinen Zei- 
chenform 

Pm 
- 



2— m 

stehen müssen , durch welche wir auf eine Formeoreihe gewiesen sind, die 
mit P beginnt, und mit 2Pcx) endigt. 

Für alle in den beiden (oberen) Neben^Octanten liegende Flächen wird 

die Zonengleichung 

2 l 

-+--1 = 
m n 

weshalb denn alle diese Flächen unter dem allgemeinen Zeichen 

entlialien sind, und einer Formenreihe angehören, welche mit 2Poo beginnt, 
und mit ooP endigt. Ueberhaupt also sind 

P, wP« — , 2Poo, iwP-^ und c»P 
2 — m iw— 2 

diejenigen Formen, welche in die Diagonalzone der Grundform Flächen za 

liefern vermögen. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Flächen dieser Zone 
findet sich aus dem allgemeinen Ausdrucke S. 55, indem man ju=s2a, and 

N 
y = p = — 1, sowie A = - setzt, mit dem Werthe 



^^^^ ^ aabb'^cc'aa'-hbb'cc' ' 
oder auch, weil a = ma und a s= m'a ist, 

langff^- ,„„/(^^'^.^^/y^^^'^^' 1 

in welchen Ausdruck man für jeden besondern Fall die entsprechenden Werthe 
und Vorzeichen von ä, e, b' und c einzusetzen hat, um den Winkel ^V zu 
finden. 

Anm. MAnkano die vorerwahnteo zugleich mit vielen anderen Zonen ganz 
allgemein erfassen, wenn man von den dreierlei Kaotenzonen der ditetragonalen 
Pyramide mVn aasgeht; in flhalicher Weise, wie oben in §. 78 die gewOhn- 
licheo Zunen des Tesseralsystems als besondere Falle der Kantenzonen des 
Hexakisoktaeders betrachtet worden siod. Uebrigens wird man sich leicht ftlr 
jede vorkommende Zone ans zwei bekannten Flachen die Zonengleichung und 
die allgemeine Entwickelang sowie den Werth von tangl^ abznleilen vermögen. 
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der^dted Capittl. 
Zwillingskrystalle des Tetragonalsystems. 

§. 109. Vorherrschendes Zwiilingsgeseiz« 

Zu eioer Transformation des Axejisystems giebt das lelragonale Krystall- 
System so wenig Veranlassung, dass wir auf die Betrachtung derselben um so 
eher verzichten können, als ja in den §§. 43 bis 45 hinreichende Anleitung 
zur Ausführung einer solchen Transformation gegeben worden ist , wenn sel- 
bige in gewissen Fällen ein Interesse gewähren sollte. 

Dagegen nimmt die Betrachtung der gewöhnlichsten Zwillingsbildungen 
unsere Aufmerksamkeit in Anspruch. Zwar begegnen wir im Tetragonal- 
Systeme verschiedenen Gesetzen der Zwilliogsbildung, wie denn am Kupfer- 
kiese allein nicht weniger als drei bekannt sind ; auch kommen bei einigen 
hemi^drisch krystallisirenden Körpern Zwillingskrystalle mit parallelen 
Axensystemen vor, in welchen die hemife'drischen Formen des einen Indivi- 
duums die compiementären Formen des anderen sind. Allein bei weitem 
die meisten Zwillinge tetragonaler Krystalle stehen unter einem einzigen Ge- 
setze, von dem man fuglich sagen kann, dass es in diesem Krystallsysteme 
eben so als das herrschende Gesetz der Zwillingsbildung zu betrachten sei, 
wie das in §. 82 erläuterte Gesetz als das herrschende Gesetz der tesseralen 
Zwillingskrystalle gelten muss. Dieses so häufig vorkommende Geselz lässl 
sich dahin aussprechen, dass eine Fläche der Deuteropyramide Poo als Zwil- 
lingsfläche auftritt; die so gewöhnlichen Zwillingskrystalle des Zinnerzes, 
Rutiles, Hansmannites n. a. Mineralien sind alle nach ihm gebildet. 

Die in §. 47 zu Grunde gelegte aligemeine Gleichung der ZwillingsBäche 

- -I- 'i -I- - = 1 
übe 

erhält in diesem Falle, wo iissa, ^»1 und c = oo ist^ die sehr einfache 

Form 

Setzt man femer in denen S. 65 stehenden Gleichungen der drei Axen 
des Individuums II, wenn solche auf das Axensyslem des Individuums I bezo- 
gen werden, die vorstehenden Werthe von a, b und c, so erhält man die 
Gleichungen 

für die Axe der x\ -^ — y -f- ^ = 0, und x^sO. 

a*— 1 2a 

für die Axe der y', ^ "aT ^ ^^ ^^^ j» = 0, 

für die Axe der s\ or = 0, und y = 0. 
Pur irgend eine Fläche F' des Individuums II, deren Parameter a\ h' und c 
sind, erhalten endlich die drei, in dem Axensysteme des Individuums I sich 
ergebenden Parameter n,, b^ und r^ folgende allgemeine Werthe: 

12^ 
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«1 = 



C4 =s — C 



2afl'-(a2— 1)*' 
.(a*-l)a' 



Da aber eine jede Form unter dem allgemeinen Zeichen m9n begriffen ist, 

und demnach d den Werlh drma hat, so gelangen wir, unter Benutzung des 

negatiren Werthes von a\ auf folgende besondere Werthe; es wird 

»lafa^+l)*' 
«1 ^ 



*i = 



*2»ia«-f.(a«-l)A' 



c^ = — c 



weiche Ausdrücke für sämmtliche acht Flächen der einen Hälfte des zweiten 
Individuums gelten, und zwar für diejenige Hälfte der Form mPiz, welche, bei 
Juxtaposition beider Individuen in der Zwiilingsfläche, an der oberen (positi- 
ven) Hälfte des ersten Individuums anliegt. 



§. 110. Parallelflächen von mPn. 

Bei der Transposition irgend einer Form mVn des Individuums II auf das 
Axensysiem des Individuums I wird es zweckmässig sein, das Bild eines 
Zwilliogskrfstalls zu Hilfe zu n^ebmen, in welchem beide Individuen ausser- 
halb einander liegen und nur durch Juxtaposition verbunden sind. Wir wäh- 
len dazu die nachsiebende Figair eines Zwiilingskrystalls des Zinnerzes, des- 
sen Individuen die Combination P.äPf darstellen, lassen aber die achtseitige 

Pyramide unbestimmt als irgend ein mP/i gel- 
ten. Beide Individuen berühren sich in einer 
Polkante von P, haben also diejenige Stellung, 
welche das betrachtete Zwillingsgesetz erfor- 
dert. Die acht dem Individuo I zugekehrten 
Flächen des Individuums II, welche der Pyra- 
mide mVn angehören, gruppiren sich aber in 
vier Flächenpaare, deren Flächen eine sym- 
metrische Lage zu dem Axensysteaie I haben. 
Das erste Flächenpaar, dessen vordere 
Fläche mit 1 bezeichnet ist, liegt unmittelbar 
an der negativen Halbaxe der y ; das zweite 
Flächenpaar, dessen vordere Fläche mit 2 be- 
zeichnet ist, wird von den Nebenflächen des 
ersten Paares gebildet; das dritte Fläcbenpaar, dessen vordere Fläche mit 
3 bezeichnet ist, besteht aus den nächsifolgenden beiden Flächen, und das 
vierte Flächenpaar, dessen vordere Fläche mit 4 bezeichnet ist, liegt unmit- 
telbar an der positiven Halbaxe der y , Jedem von diesen vier Fläcbcnpaareo 




-.V 



Fig. 57. 
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entspricht in der anderen Hälfte der Pyramide ein Gegenflächenpaar, and 
jedes Plächenpaar bildet mit seinem Gegenpaare gewissermaassen eine Par- 
tialform, so das« die ganze Pyramide mPn in die vier Parlialformen 1, 2, 3 
und 4 zerfällt. 

Wir haben nun noch zu untersuchen, welche krystallograpbiscfae Zeichen 
diesen vier Partialformen in dem Axensysteme des Individuums I zukommen, 
brauchen jedoch dabei nur auf die mit Ziffern bezeichneten Flächen Rücksicht 
zu nehmen, weil sich Fläche und Cregenfläche lediglich durch die entgegenge- 
setzten Vorzeichen ihrer Parameter unterscheiden. Unter Benutzung der zu 
Ende des vorhergehenden Paragraphen gefundenen allgemeinen Werthe der 
Parameter 0^ , b^ ned c^ gelangen wir so auf folgende Resultate. 

1. Erste Partialform; für ihre mit 1 bezeichnete Fläche ist ^'= — 1, 
und c'= — », folglich wird 

__ »?a(a*-f-l) 

^i - "" (2^iri)a*:n 

wfa*-hl) 



,w(a*— l)-l-2 



C| = n 



Da nun der kleinere von den beiden Parametern b^ und c, mit dem Werthe 
1 zu nehmen ist, und da sich nicht allgemein bestimmen lässt, welcher der- 
selben den kleineren Werlh bat, so sind beide Fälle besonders in Erwägung 
za ziehen. 

Ist b^ > C|, so sind alle drei Parameter mit dem Werthe von c^ zu divi- 
diren, wodurch c^ selbst == 1 wird, uud für die erste Partialform des einen 
ludividuums zwei Fliichenpaare der ditetragonalen Pyramide 

___w(a*-f-l) p »t(a^-f-l) 

[(2ot— '1)^*4-1]» [iw(a«— 1)V2> 
als aecpiivalente Flächenpaare bestimmt werden. 

Ist dagegen b^ < c^, so sind alle drei Parameter mit dem Werthe von b^ 
zu dividiren, wodurch ^^ as 1 wird, und sich für die erste Partialform zwei 
Flächenpaare der Pyramide 

iw(a»-l )4-2 [w(a^-1)-t-2]« 

(2;Ä-.l)a«-hl w(a«-|.l) 

als aequivalente Flächenpaare ergeben. 

2. Zweite Partialform ; für ihre mit 2 bezeichnete Fläche ist &' = — fiy 
undc'=-l, folglich wird 

_ , »<a(a*-i-l)ii 

^* "" ■" 2^a*'-7fa2:rr} 

. ^ w(a*-|-l)// 



w,(a2- 1)4-2/1 



c. = l 



Wenn also b^ > e^ ist, so sind diess unmittelbar die gesuchten Parameter, und 
die aequivalenten Flächen der zweiten Partialform gehören der Pyramide 
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2»!a*-n(a*— 1) wi(a*— l )-h^2n 
an. Wenn aber b^ < c^ ist, dann sind alle drei Parameter mit dem Werlhe 
von b^ zu dividiren, wodurch ^^ = 1 wird, und die aequivalenten Flächen sich 
als zwei Plächenpaare der Pyramide 

fw(a^-1)-t-2« w(a^— 1)4-2« 

2i»a«-^(a«-l) i»(a*-+-l)« 
bestimmen. Für b^ = c^ wird die gesuchte Form eine Protopyramide. 

3. Dritte Partialform; für ihre mit 3 bezeichnete Fläche gilt b' = n^ 
und c' = — 1, folglich braucht man nur in den für dte zweite Partialform ge- 
fundenen Resultaten n negativ einzuführen , um die Formen zu bestimmen, 
denen die Flächen dieser dritten Partialform entsprechen. 

Ist also b^ > Cp so gehören die trausponirlen Flächen der Pyramide 

w(a^ -t-l);i p m(a^4-!)w 

2/yia*-r/i(a2— l; w(ä*— IJ— 2« 
an ; ist dagegen b^ < c^, so hat die gesuchte Form das Zeichen 

„i(a^^\) ^U p y/i(a^-l)--2ii 

2/wa^-l-«(a^— 1) w(a*-i-l)» 
Für b^ =c,, muss »i(a*-f-l)7i = Wi(a*— 1)— 2« sein, und die gesuchte Pyra- 
mide oine Protopyramide werden. 

4. Vierte Partialform; für ihre mit 4 bezeichnete Fläche ist6' = i, 
und (/ = — «, folglich wird 

^»*~ (2/714- l)a2-l 

»" w(a^-l)-.2 

was für b^ > c, eine Division aller drei Parameter mit dem Wert he von c,, 
dagegen für b^ < c^ eine Division derselben mit dem Werthe von 6^ erfordert, 
und iür die aequivalenten Flächen im ersteren Falle auf das Zeichen 

wi(a*-l-l) p wi(a*-Hl) 

[(2A/i-f.iya2-l]/4 [7w(a*— l;-2j« 
im zweiten Falle aber auf das Zeichen 

y;y(ag-l)-2 ;i[w(a^- 1 )-2] 

(2i/i-+-l)ä^-l »i(a*-f-l) 

gelangen lässt. 

§. 111. Parallelflächen der Pyramiden mP und mPoo. 

Setzen wir in den Resultaten des vorhergebenden Paragraphen n = U 
so erhalten wir für die Flächen einer Protopyramide mP des einen Indi- 
viduums ihre krystallographischen Zeichen in dem anderen Individuo. Dabei 
ist einleuchtend, dass sich die erste und zweite, eben so wie die dritte und 
vierte Partialform von t/iPn je auf eine Form reduciren, daher auch für jedes 
mP nur zwei verschiedene Formen im andern Individuo gefunden werden. 
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Für die eine Partiairorm toq mP wird nämlich 

ist also 6| > C|, so werden ihre Parallelflächen der Form 

«t(a»-h l) p i»(a»-hl) 

(2OT-l)a*-|.l OT(a*-l)-h2 
angehören; ist dagegen b^<,c^, so bestimmt sich für dieselben Flächen das 
Zeichen 

OT(a*--1)-h2 p w(a*--l)-i-2 

(2OT-l)a«-|.l w(ä*-hl) 
Für die andere Partialform dagegen wird 

ist also 6^ > c^, so werden ihre Parallelflächen der Pyramide 

_»i(a*+l) p m(eL^-hl) 

(2iw-hl)a«-l wCa^-l) -2 
angehören, während solche für b^ < c^ auf die Form 

w(a^-l)-2 w(a*— i)-^? 

(2w-hl)a*— l w(a*-f-l) 
zu bezieben sind. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 110 für n den Werth cx), so gelan- 
gen wir auf die Transposition der Flächen der Deuteropyramide mPoo; 
dabei ist es klar, dass die der ersten und vierten Partialform von mPn ent- 
sprechenden Flächen zwei verschiedene Formen erfordern, während die der 
zweiten und dritten Portialform entsprechenden Flächen einer einzigen Form 
angehören werden, weshalb denn die Pyramide m¥oo nur noch in drei Par- 
tialformen zerPällt. Für die erste Partialform ist e^ stets >^|; folglich 
entsprechen ihre beiden Flachen zweien Flächen der Deuteropyramide 

m(^^-i)^i p^ 

Für die zweite Partialform, welche die vier der Axe der y' parallelen 
Flächen begreift, sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 2n(a'-i-l) > 
oder < 2 ist ; im ersten Falle gehören ihre aequivalenten Flächen der Pyra- 
mide 



w(a»+l) p w(a*4-l) 
a^-l 2 ' 



im zweiten Falle dagegen der Pyramide 

2 p 2 



a*— 1 //i(a*-|-l) ' 
Für die dritte Partialform endlich ist wiederum c^ stets > A|, weshalb 
ihre beiden Flächen zweien Flächen der Pyramide 

»B(a'-l)-2 

(2w+l)a*-l 
des ersten Indiridaums eutsprechen. 



J 
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§. 112. Parallelflächen der Prismen und des Pinakoides. 

Setzen wir in den Resaltalen des §. llOmssoo, so erhallen wir die 
Parallelflächen der ditetragonalen Prismen ooP/t, für welche, wie man 
leicht begreift, einerseits die erste und vierte, anderseits die zweite und dritte 
Partialform von mPn zu je einer Form zusammenfallen, weshalb denn auch 
jedes achtseitige Prisma des einen Individuums nur noch durch die Flächen 
zweier Formen in dem anderen Individuo repräsentirt wird. 

Für die eine dieser Formen, welche den Partialformen 1 und 4 ent- 
spricht, gilt ganz allgemein 

a*-i-l 
Ai = -2— |, undc,=»5 

ist nun b^ > c^, so gehören die Parallelflächen dieser Form der Pyramide 

2«a« »(a^-l) ' 
ist aber b^ < Cp so gehören sie der Pyramide 

2a^ *^ a»-hl • 

Für die zweite Form, welche den Partialformen 2 und 3 entspricht, 
gilt allgemein 

b, = - 23J- , und e, = 1 

folglich ist b^ stets > c^, weshalb denn die Parallelflächeu dieser Form io 
allen Fällen der Pyramide 

(a»-hl);i (a»-h1);» 

2a* a*-l 

angehören. 

Nimmt man in den so eben gefundenen Resultaten n = 1, so ergiebt sich, 
dass den Flächen des Protoprisma ooP vier Flächen der Pyramide 

2a» a^-l 
entsprechen; nimmt man dagegen n = oo, so folgt, dass das Deutero- 
prisma ooPoo in dem Individuo I durch zwei Flächen von ooPoo, und durch 
zwei Flächen der Deuteropyramide 

a*— 1 

2a» ^~ 

dargestellt wird. 

Setzt man endlich in den Resultaten des §. 111 m = 0, so bestimmt sich 
als die Parallelfläche des Pinakoides in dem anderen Individuo eine Fläche 
der Deuteropyramide 

2 D 
Poo. 
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In allen diesen Ergebnissen erkennen wir also eine Bestätigung des all- 
gemeinen Satzes, dass in den Zwiilingskrystallen die Flächen des einen In- 
dividuums lauter krystallographisch- möglichen Flächen des zweiten 
Individuums entsprechen, sobald a^ eine rationale Zahl ist. 



Dritter Abschnitt. 

Hesagonales System. 



Crflfe Capitel. 
Azensystem und vorbereitende Sechnungen. 

§. 113. Axensystem und Elemente desselben. 

Das Hexagonalsystem zeigt so viele und so denkwürdige Analogicen mit 
dem vorhergehenden Systeme, dass es zweckmässig erscheint, seine Betrach- 
tiiDg unmittelbar auf jene des Tetragonalsystems folgen zn lassen. In der 
Thai geben beide 4{rystallsysteme nicht nur in Betreff ihrer holoi^drischen For- 
men, sondern auch in Betreff der Ableitung, der verschiedenen Arten der He- 
miedrie und Tetartoedrie, der Combinationen und mancher anderer Verbält- 
nisse eine so auffallende allgemeine Aehnlichkeit zu erkennen, dass sich in 
der Darstellung aller «dieser Verhältnisse Vieles wiederholt, und dass es oft 
nur die Zahlen der Flächen, Kanten und Ecke sind, in welchen sich eiue Ver- 
schiedenheit kund giebt. Denn während wir im Tetragonalsystem überall den 
Zahlen 4, 8 und 16 begegnen, so sind es im Hexagonalsysteme die Zahlen 
6, 12 und 24, welche durch die Eigenthümlichkeit seines geometrischen Grund- 
cbarakters als die herrschenden Zahlen bedingt werden. 

Das faexagonale Krystallsystem unterscheidet sich nämlich dadurch von 
allen übrigen Krystallsystemen, dass seine Formen, wenn ihren Symmetrie- 
Verhältnissen Rechnung getragen werden soll, auf ein vierzähliges Axen- 
system bezogen werden müssen, und sich folglich als tetrametrische For- 
men allen anderen Formen gegenüberstellen. Drei Axen liegen in einer 
Ebene, schneiden sich gegenseitig unter 60^, und sind vollkommen gleichwer- 
thig, wogegen die vierte Axe auf jenen rechtwinkelig ist, und sich sowohl 
durch diese verschiedene Lage, als auch durch ihre verschiedene Grösse sehr 
auffallend von den anderen drei Axen unterscheidet. Diese einzelne Axe ist 
es nun, welche die Symmetrie -Verhältnisse der Formen vorzugsweise be- 
herrscht, und überhaupt eiue so eminente Rolle spielt, dass sie nothweudig 
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als Hauptaxe gelten muss, während die anderen drei Azen nur als Nebe n- 
axen zu betrachten sind. 

Wir wählen auch hier, wie in allen einaxigen Systemen, die Hauptaxe 
als Axe der j?, bezeichnen die Nebenaxen aFs Axeu dery, z und t/, und nen- 
nen die durch die letzteren gehende Coordinat-Ebene die Basis, die drei 
verticalen Coordinat Ebenen die primären Hauptschnitte des Systems. 
Ausser den drei Nebenaxen sind aber noch drei Zwischenaxenzu berück- 
sichtigen, welche in der Ebene der Basis mitten zwischen den Nebenaxen 
hinlaufen. Diejenigen drei Ebenen, welche durch die Hauptaxe und je eine 
der Zwischenaxen gehen, wollen wir die secundären Hauptschnitte 
des Systems , und endlich jeden Schnitt , welcher durch irgend eine Form 
rechtwinkelig auf die Hauptaxe gedacht werden kann, einen Querschnitt 
nennen. 

Anm. 1. Da die Qoerschnitte aller holoedrischen Formen des Systems 
regolflre Hexagoue, oder doch solche Figuren sind, in und um welche sich der- 
gleichen Hexagone beschreiben lassen, so gab ihm Breithaupt Aen Namen Hex- 
agonalsystem, den wir adoplirt haben, weil er eine sehr charakteristische 
Eigenschaft ausdruckt, und auch ausserdem manche Bequemlichkeit darbietet. 

Anm. 2. Vom mathematischen Standpuncte aus ISsst sich das Hexagooal- 
system auch auf ein dreizflbliges Axensystem beziehen, wie diess schon im 
Jahre 1818 von Lami (Examen des differentes melhodes pour resoudre les pro- 
bl^mes de geometrie, p. 97), und im Jahre 1825 von fFhewell {J^\k\\. Trans. 
1825, I, p.89) angenommen, anch im Jahre 1829 von Grassmann vorgeschla- 
gen, und im Jahre 1839 von Miller^ in seinem trefflichen Treatise on Crystai- 
lography durchgeführt worden ist*). Das Axensystem besteht dann aus drei, 
gegen einander unter gleichen schiefen Winkeln geneigten und durchaus gleicb- 
werthigen Axen. Obgleich nun diese Ansicht fUr die Rechnung manche Bequem- 
lichkeit darbietet, so können wir uns derselben doch nicht anschliessen, weil sie 
die Hauptaxe gänzlich vernachlässigt, weil sie der sechsgliederigen Symmetrie 
der holoedrischen Formen nicht adäquat ist, und weil bei ihrer Anwendung dfe 
Anaingieen zwischen dem Hexagonalsysteme und Tetragonalsysleme mehr oder 
weniger verloren gehen. Will man aber nur ein rhombo^drisches Sy- 
stem anerkennen, und demgemäss die hexagonalen Pyramiden als Dirbomboe- 
der darstellen, so ignorirt man gänzlich das eigentliche holoedrische Fundament 
des Krystallsystems, was uns eben so wenig natorgemäss erscheint, wie die 
Einführung des holoedrischen und des rhomboedrisch - hemiedrischen Formeu- 
complexes als zweier selbständiger und coordinirter Krystallsysteme , mag 
man nun solche hexagonales und rhomboedrisches System, oder Systeme senaire 
und ternaire nennen ; denn das sogenannte rhombocdrischc System ist nur eine 
von den verschiedenen hemiedrischen Ausbildungsweisen des hexagonalen Sy- 
stems. 



*) Pettko bat später ^leicbfalls die^plbe Betracliliings\^eise in Vorschlag; gebraihl, 
und Gustav Schmidt die ihr ent>precheiiden analytibcb-geomelriscbea Reebiiuugeo luil- 
petbeilt. l!aidinger*s nalurw'mensch. Abbandl. B. iV, 1S51. 
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§. 114. Redaction auf ein trimetrisches Axensystem. 

Der so eigentbamliche Charakter des Hexagonalsystenis , kraft dessen 
seine sämmtlichen Formen um eine, die Symmetrie beherrschende Hauptaxe 
sechsgliederig, oder auch drei- und- dreigliederig ausgebildet sind, macht 
die Annahme eines tetrametrischen Axensystems durchaus nothwendig, so- 
bald es sich um eine naturgemässe Auffassung und Darstellung der einzelnen 
Formen und des zwischen ihnen besiehenden geometrischen Zusammenhanges 
bandelt. Die Lehren von den, einfachen Formen, von der Ableitung und Be- 
zeichnung müssen daher jedenfalls auf das in §. 113 dargestellte Axensyslem 
gegründet werden, weil für sie kein Grund vorhanden ist, die zumal in den 
boloe'drischen Formen so augenscheinlich hervortretenden hexagonalen Sym- 
metrie-Verhältnisse zu vernachlässigen, und irgend ein anderes, in der Er- 
scheinungsweise der Formen nicht so unmittelbar indicirtes Axensystem ein- 
zuführen. 

In der Lehre von der Berechnung der Formen verhält es sich dage- 
gen anders. Zwar werden ihre Resultate so dargestellt werden müssen, 
dass sie mit der Ableitung und Bezeichnung der Formen im Einklänge sind, 
und folglich ein tetrametriscbes Axensystem voraussetzen; allein die Rechnun- 
gen selbst können, bei Anwendung der analytisch -geometrischen Methode, 
mit dieser Voraussetzung nicht füglich bestehen, weil die vierte Axe ein für 
den Calcül unbrauchbares und lästiges Element ist, vor dessen Elimination an 
die Anwendung jener Methode nicht wohl gedacht werden kann. Für den 
kryslallograpbischen Calcül kommt es also darauf an, die Axe der u zu elimi- 
niren, und somit das durch die Erscheinungsweise der Formen nolhwendig 
gebotene, und bei der Beschreibung und Ableitung derselben nicht zu umge- 
hende tetrametrische Axensystem auf ein trimetrisches zu reduci- 
ren, in welchem sich die Axen der y und z unter 60** schneiden, während die 
Axe der a: auf ihnen rechtwinkelig ist. 

Da sich nun aber die krystallographische Ableitung und Bezeichnung auf 
das tetrametrische Axensyslem beziehen, und da sich die Gleichun- 
gen der verschiedenen Flächen einer jeden Form unmittelbar aus ihrem kry- 
stallographischen Zeichen ablesen lassen müssen, so werden wir allerdings 
zunächst auch oft auf solche Gleichungen gelangen, welche von der Axe 
der u abhängig sind. Wir wollen daher diese, unmittelbar aus den kryslallo- 
grapbischen Zeichen folgenden Gleichungen von Flächen, Linien und Puncten, 
weil sie uns die Lage dieser Elemente in Bezug auf das anschaulich ge- 
gebene Axensystem darstellen, die repräsentativen Gleichungen, da- 
gegen die für den Calcül eingerichteten Gleichungen die calculativen 
Gleichungen nennen. 

Unter den repräsentaliven Gleichungen werden nämlich oft solche vor- 
kommen, welche nicht unmittelbar als calculativ gellen können, weil sie mit 
der Coordinate u behaftet sind. In allen solchen Fällen ist nun die Coordinate 
u zu eliminiren, und sUtt ihrer die in der Gleichung nicht vorhandene Coor- 
dinate y oder z zu substituiren. Da nun die Hauptaxe hierbei gänzlich ausser 
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dem Spiele bleibt, so können wir die Regeln für diese Elimination und Sab- 
stitation in der Ebene der Basis aufsuchen. 

Es soi uns z. B. in dem von den positiven Halbaxen der % und u einge- 
schlossenen Sextanten irgend ein Punct P durch 
seine repräsentativen Coordinaten 

PQ = s, und PAnstf 
gegeben, so bandelt es sich darum, die Lage des- 
selben Ponctes durch zwei andere Coordinaten 

PQ'^z, undPÄ' = y 
zu bestimmen, welche sich auf die Axen der y nnil 
s beziehen. Da nun PRBl und MQQf zwei gleich- 
seitige und gleiche Dreiecke sind, so wird offenbar 
PR oder y rsz^u^ 

PQ'^PQ-hi^Q', oder y=*4-»=^— y , 
woraus sich denn für u und s die Werlhe ergeben : 

u= -^y^ und j» = ä' +y'« 
Ist uns also eine repräsentative Gleichung gegeben, in welcher die Goor> 
dinaten z und u auftreten, so haben wir in selbiger statt u die Grösse — y, 
und statt z die Grösse z +y zu substiluiren, um sie calculativ zu machen. 

Eben so wird folgendes Verfahren zu beobachten sein, wenn uns ein 
Punct P im Sextanten der -hy und — u gegeben ist. Seine repräsentativen 
Gleichungen seien ; 

PS = y, und;Pr=-t/5 
dann soll dieser Punct durch die beiden Coordinaten PS' ^sy', und PT' = z 
bestimmt werden ; es ist aber 

PT' oder »' = ?/, 

PS' = PS-hSS\ odery'=y-j5', 
woraus sich denn für u und y die Werlhe ergeben : 

H = s\ und y =zy -hz' 
Ist uns also eine repräsentative Gleichung gegeben, in welcher die Coordina- 
ten y und u auftreten, so haben wir in selbiger für u die Grösse js, und für y 
die Grösse y 'hz zu substiluiren, um sie calculativ zu machen. 

Dass natürlich bei der Anwendung dieser beiden Regeln auf die Vor- 
zeichen sorgrättig Rücksicht zu nehmen ist, um sie auch für die beiden 
Sextanten der — t/ und — s, der -^uund — y benutzen zu können, diess 
bedarf kaum der Erinnerung. 



§. 115. Allgemeine Formeln für die Berechnung der 

hexagonalen Formen. 

Nach Elimination der Axe der u ist das noch übrig bleibende Axensystem 
ein solches, dessen Verhältnisse mit denen des nionoklinoi^drischen Systems 
übereinstimmen : denn es besteht aus den beiden Axen der y und z, welche 
sich unter dem Winkel von 60^ schneiden, und aus der Axe der ;r, welche 
auf jenen beiden rechtwinkelig ist. Ein Unterschied macht sich nur darin gel- 
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tend, dass im moaoklinoSdrischen Systeme eine der beiden schiefwinkeligen 
Axen zur Hauptaxe zu wählen ist, während im hexagonalen Systeme die Axe 
der X die Hauplaxe sein und bleiben muss. Da jedoch die Rechnungen im 
Gebiete eines moiioklinols'Mschen Axensystems ganz unabhängig davon sind, 
ob diese oder jene Axe die Rolle der Hauptaxe spielt, so können wir für das 
trimetrisch gemachte hexagonale Axensystem die in den betreffenden Para- 
graphen der Propädeutik für das triklino^drische System gefundenen 
Formeln unmittelbar benutzen, indem wir in selbigen 

^ = 60^, 5=:90^ 6' = 90\ 
a=60^ /S«=90S y = 90« 
setzen. 

Für irgend einen, durch seine Coordinaten x^ y und % gegebenen Punot 
P wird alsa, zufolge der S. 35 stehenden Formel, die Centrodistanz 

and für irgend zwei, durch ihre Coordinaten Xy y und z^ x\ y und z gege- 
bene Puocte P und P* wird, nach der S. 36 stehenden Formel, ihr Intervall 
oder ihr Absland 

Der Cosinus des Neigungswinkels W irgend zweier Flächen F und F\ deren 
Gleichungen 

X y z A A^ y ^ « 

a c a c 

sind, bestimmt sich aber nach dem S. 44 stehenden allgemeinen Ausdrucke 

wie folgt. Zuvörderst wird 

^' = ^, Ä'=<), C' = 0, 

woraus sich denn ergiebt, dass 

^ » ilUb'cc-hiccaa^iaabb'^iaaibc-^b'c)] 
St =i[3b^c^-^ia^(l^-bc^c^)] 
St = i[3Ä'V*-i-4ii'*(*'*-A'c +6-'*)] 

Bringen wir diese Werthe von ^, jt und St in den Ausdruck von cos/F, so 
erballen wir endlich 

2ao(2bh'^2cc^bc' ^b'c)^3bb'cc 

cos/r = - |/4««(Ä»-Ac4-c2)4.3ÄVy"4a'»(A'»-*c'-|.c'*)-f-3*'V2 

Diese Werlbe von J?, J und cos/F sind es, deren wir uns zunächst bei der 
Berechnung der verschiedenen Formen des Hexagonalsystems zu bedienen 
haben werden, wobei nur noch zu bemerken ist, dass die Vorzeichen der Pa- 
rameter in jedem besondern Falle sorgrällig berücksichtigt werden müssen. 
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§. 116. Verschiedene Parameter- Verbältnisse. 

Man könnte glauben, dass im Hexagonalsysteme, als einem tetramelri* 
scben Systeme, eigentbümliche und wesentlich andere Parameter- Verhältnisse 
vorkommen dürften, als in dem Tetragonalsysteme. Diess ist jedoch keines- 
weges der Fall; denn wenn auch eine jede Fläche auf alle vier Axen bezogen 
werden kann, so ist solches doch nicht noth wendig, weil die Lage einer 
Ebene schon durch drei Punete vollkommen bestimmt wird. Wir werden 
daher, eben so wie in den übrigen Krystailsystemen, jede Fläche nor auf drei 
Axen, nämlich auf die Hauptaxe und auf zwei der Nebenaxen beziehen, und 
uns solche durch drei Parameter gegeben denken. Der vierte, in der 
dritten Nebenaxe liegende Parameter wird durch die beiden in den anderen 
Nebenaxen liegenden Parameter so nothwendig bestimmt, dass es überflüssig 
sein würde, ihn unter denen die Fläche bestimmenden Elementen mit aufzu* 
nehmen, wie er denn auch bei der analytisch-geometrischen Darstellung der 
Fläche zu vernachlässigen ist. 

Auch im Hexagonalsysteme kann , wegen der Ungleichwerthigkeit der 
Hauptaxe, das Verhältniss der durchgängigen Gleichheit aller Parameter in 
der Regel nicht erwartet werden, das Verhältniss der Gleichheit zweier 
gegen einen ungleichen Parameter aber nur in der Weise vorkommen, 
dass die zwei gleichen Parameter in den beiden Nebenaxen liegen, während 
die Hauptaxe den ungleichen Parameter enthält. Dabei erscheint es wiederum 
zweckmässig, dieses Verhältniss der Gleichheit zweier Parameter immer auf 
die Form 1 : 1 zurückzufuhren, für den in die Hauptaxe fallenden Parametw 
aber sehr verschiedene Werthe zuzulassen. 

Das einfachste endliche Parameter- Verhältniss ist daher abermals das 
von a:l:l, wobei a den in der Hauptaxe liegenden Grundparameter be- 
deutet, welcher wohl in der Regel einen irrationalen Werth hat*). 

Ausser dem Grundverhältnisse a : t : 1 kann aber das Verhältniss zweier 
gleicher Parameter gegen einen ungleichen noch mit sehr verschiedenen 
endlichen Werthen der Hauptaxe, oder aligemein in der Form ma: 1 : 1, 
so wie auch in den beiden Gränzformen ooa : 1 : 1 und Oa: l : 1 vorkommen ; 
und diese drei Parameter- Verhältnisse sind es, welche wesentlich drei ver- 



*) lodessea scheint io der Grandform des Berylls der Werth | vortukommeo, wel- 
cher die einzige Aasoohme von der sonst allgeneiD giltigen Regel bedingen würde, dass 
sieb die Hauptaxe anch stets darcb ihre Grösse von den Nebenaxen anterscheidet. Es 
bedarf nnr der Annahme, da^s die Temperatur des Bi Id nogaactea eine etwas an- 
dere gewesen sei, als die gewöhnliche Temperatur, bei der die Messungen angestellt 
werden, nm selbst den genanesten Messungen gegenüber die Folgerung tu recbtrertigeo, 
dass die Pyramide 2P des Berylls drei gleiche Parameter habe. 
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schiedene Arten von Krystallformen bedingen, denen insgesammt das Verhall- 
niss zweier gleicher gegen einen ungleichen Parameter zu Grunde liegt. 

Das Verhällniss der durchgängigen Ungleichheit der Parameter lässt 
sich in seiner endlichen Form allgemein durch 

i»a : ;i ; 1 
darsteilen, bedingt eine vierte Art von Krystallformen, ist jedoch, kraft des 
geometrischen Grundcharakters des Hexagonalsystems, der Bedingung unter- 
worfen, dass n stets < 2 sein mnss. Dasselbe Verhällniss ist aber auch dreier 
G ranz formen Tähig, von welchen die eine, wie im Tetragonalsysteme, 
durch ooa : n : 1, 

die beiden anderen dagegen, zufolge jenes geometrischen Grnndcharakters, 
durch ma : 2 : 1 

und ooa : 2 : 1 
dargestellt werden können. Da nun auch ein jedes dieser Verhältnisse eine 
besondere Art von Krystallformen bedingt, so gelangen wir wiederum auf 
das Resultat, dass es sieben verschiedene Parameter-Verhältnisse und eben so 
viele verschiedene Arten von holoedrischen Formen giebt. 

Anm. Da das VerhüllDiss m^iniX alle anderen Verhältnisse io sich be- 
greift, indem man nnr für m ond n gewisse Werfhe einznfflbrea braucht , am 
von ihm auf diese anderea Verhältnisse zu gelangen, so stellt es sich als das 
allgemeinste Paraineler-Verhaltoiss, und gewissermaassen als den Reprä- 
jsentanlen aller übrigen Verhältnisse dar. Eine ganz ähnliche Folgerung lässt 
sich auch fDr die durch dieses Verhällniss bestimmte Art von Pormen geltend 
machen. 

§. 117. Holoedrische Formen des Hexagonalsystems. 

Es sind nun folgende sieben Arten von holoedrischen Formen, welche 
dorch die im vorhergehenden Paragraphen nachgewiesenen Parameter-Ver- 
hältnisse bestimmt werden. 

1. Die hexagonalen Pyramiden der ersten Art, oder die Pro- 

topyramiden; sie sind von 12 gleichschenkeligen 
Dreiecken umschlossene Formen, deren Polkanten in 
die primären Hauptschnitte, und deren Mitlelecke in die 
Nebenaxen fallen. Diese Pyramiden haben das Para- 
meter-Verhällniss i»a:l:l, und können daher, nach 
Maassgabe der verschiedenen Werlhe von a und m, in 
sehr verschiedenen Varietäten vorkommen, welche all- 
gemein als spitze und als stumpfe Pyramiden unter- 

P*^* ^'- schieden werden, je nachdem ma > oder < 1, oder 

je nachdem der Winkel, den zwei Polkanten desselben Mitteleckes bilden > 
I der < 90^ ist. 

2. Die hexagonalen Pyramiden der zweiten Art, oder die 
Deuteropyramiden; auch sie sind von 12 gleichschenkeligen Dreiecken 
umschlossene Formen, und daher in ihrer Gestalt ganz ähnlich den Prolopy^ 






Fig. 61. 



ramidflD, uoterschddea sich aber ron dioseo weseotUch 
durch ihre FliicbeoslellaDg , weluber zufolge ihre Pot- 
kanten in die secuudäreD äauptschniUe, und ihre Mit- 
telecke in die ZwischeDsxen fallen. Sie erfordern das 
Parameler-Verhäitniss ma : 2 : 1, und könaen daher 
gleicfafaUs in zahllosen Varietäten vorkommen, welche 
aU spitze und als stumpfe Deuteropyramiden unter- 
schieden werdeu, Je nachdem >na> oder <1, odcrj« 
nachdem ihre MtttelkanI« > oder < 90° iat. 

3. Die dibexagonalen Pyramiden; sie sind von 24 u agleichsei- 
tigen Dreiecken umschlossene Formen, deren Basis und Querschnitte stets 

,. diiiexagonale Figuren darstellen, indem regelmiissig 

zwölfseitige oder dodekagonale Pyramiden gar nicht 
vorkommen können. Sie nähero sich in ihrer allgemein 
aen Gestalt bald mehr den Prolopyramiden, bald mehr 
deo Deuter« Pyramiden, und haben zweieriei Polkantcn 
und zweierlei Mitlelecke, welche nach ihrer Lage in 
den beiderlei Hauptschnilten als primäre und als secun- 
däre Polkantea und Miltetecke unterschieden werden 
können, Ihre Flächen werden allgemein durch das Pa< 
rameter- Verbaltniss nta : n : 1 bestimmt, weshalb sie 
auch als die allgemeinsten Formen, und gewissermaassen als die Repräsen- 
tanten aller holoedrischen Formen zu betrachten sind. Es lassen sich zahl- 
lose Varietälen von dihexagonalen Pyramiden denken, welche als spitze oder 
als stumpfe unterschieden werden, je nachdem ina > oder < als 1 ist. 

Die bisher betrachteten drei Arten von Pyramiden bilden die geschlos- 
senen Formen des Hexagonalsystems ; ausser ihnen kommen aber noch be- 
sonders häuGg folgende offene Formen vor, welche meist den Charakter 
von Prismen haben. 

4. Das hezagonale Prisma der ersten Art, oder das Proto- 
prisma , ist eine von 6 Parallelfiachen der primären Hauptschnitle gebildete 

Form, deren Flächen das Parameter- Verbaltniss ooa : 1 : 1 
haben, und deren Seitenkanten in die primären Haupt- 
schnitle fallen. Auf diese Form findet Dasselbe seine 
Anwendung, was bei den gleichnamigen tetragonalen 
Prismen bemerkt wurde, und überhaupt von allen pris- 
matischen Formen gilt, dass sie nämlich in der Richtung 
der Hauptaxe von indefiniter Ausdehnung und ohne alle 
bestimmte Begränzung zu denken sind, welche letzlere 
durch die Flächen anderer Formen bedingt wird. 

5. Das hexagonale Prisma der zweiten Art, oder das Deute- 
roprisma, ist eine von 6 Parallelilachen der secundaren Hanplschnilte ge- 
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kildele Form, dereo Flilcbea das Parameter -VtrbällHifis 
OQa 2 2:1 haben, und deren Seiteakanlen in die secundäiien 
Hauptsobnilte fallen. Obgleich also dieses Prisma in seiner 
Gestaliuig mit dem Protoprisma öbereinsiimmt, sa unter- 
seheidet es sieh dooh von ihm wesentlieh durch seine Flä- 
chenslelluog, dareh die Lage seiner Kanten, und dureh die 
Lage und Grösse seiner Qoerschaitle. Nach oben und un- 
ten ist es unbegränxt, wie alle verticale Prismen« 



TTTi 




6. Die dibexagonalen Prismen sind von 12 der Bauplaxe paralle- 
len PlMeben gebildete Formen, deren Qoerschnilt eine 
dihexagonale Figur ist, und deren Flächen das Parame- 
ter- VerhSltniss cx^a : n : 1 haben. Sie besitzen zweierlei 
Seitenkanten , welche nach ihrer Lage in den beiderle; 
Hauptschnitten als primüre und secundäre Kanten un- 
terschieden werden können. In Betreff ihrer Ausdeh- 
nung und Begränznng nach oben und unten theilen sie 
die Eigenschaft der beiden hexagonalen Prismen. 



>i 
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7. Das Pinakoid ist eine von zwei, der Basis parallelen Flächen ge- 

1 bildete Form von dem Parameter- Verhältnisse a : oo : CX3 

~7^ oder Oa:l:1, welche den Raum in lateraler Richtung 
offen lässt, und daher nicht für sich allein, sondern ledig- 
lich in Combination mit andern Formen erscheinen kann. 

Ann. Die Prismen wie das Pinakcjd siad aUo o ffene, den Raun nicht 
albeilig umscbJieaseode Pormeo, welche gar keiner isolirten Existenz Hlhig sind, 
vielmehr nothwendig entweder mit einander, nSmlich jedes Prisma mit dem Pi- 
nakoide und umgekehrt, oder auch mit Pyramiden combinirt sein mflssen. Uebri- 
gens werden durch die Prismen die sSnlen förmigen, durch das Pinakoid 
aber die tafelförmigen Krystalle des Hexagonalsystems bedingt. 

§. 118. Grundform; Ableitung und Bezeichnung der holoe- 
drischen Formen. 

Gleichwie im Tetragonalsysteme so wird auch im Hexagonalsysteme 
irgend eine Protopyramide zur Grundform gewählt, oder vielmehr die zur 
Grundform auserwählte hexagonale Pyramide als eine Protopyramide vorge- 
stellt werden müssen, wodurch sicli denn auch die eigentliche Stellung des 
Axensyslems bestimmt. Die Parameter dieser Pyramide liefern die Grundpa- 
rameter der betreffenden Krystallreihe, welche daher durch den Hauptaxen- 
Pararaeter a charakterisirt wird. Wir bezeichnen die Grundform abermals 
niilP. 

Da nun die Hauplaxe und die Nebenaxen ungleichwerthig sind, so wer- 
den sie auch als von einander unabhängige veränderliche Grössen zu behan- 
deln sein. Denken wir uns also zuvörderst nur die Hauptaxe veränderlich, 

Nanaann^s Krystaliographie. l«' 



1 94 Hexagona Isystein . 

indem wir den in ihr liegenden Parameter a mit irgend einer rationalen Zahl 
m maltipiiciren, welche grösser oder kleiner als 1 sein, und einerseits bis oo 
wachsen, anderseits bis abnehmen kann , so erhalten wir für jeden end- 
lichen Werth von m eine neue Protopyramide, welche entweder spit- 
zer oder stumpfer als P sein wird, je nachdem m > oder < 1 ist, jedenfalls 
aber durch das Zeichen mP, als das allgemeine Zeichen sämmtlicher Protopy- 
ramiden, dargestellt werden kann. 

Für m s oo verwandelt sich die Protopyramide in das Protoprisma, and 
für ffi=:0 in die Basis, welche jedoch immer in zwei ihrer ParallelOächen, als 
Pinakoid ausgebildet ist. Sonach stellen denn das Protoprisma ooP und das 
Pinakoid OP die Gränzformen aller Protopyramiden, oder die Endglieder der 
Reihe 

m<l !»>! 

OP . . • . wP .... P ... . mP .... odP 
dar, in welche sich alle Formen von dem Parameter- Verhältnisse ina : 1 : 1 
zusammenstellen lassen, und welche eben so die Grund reihe des Hexago- 
naisystems genannt werden kann, wie die in §. 88 abgeleitete analoge Por- 
menreihe die Grundreihe des Tetragonalsystems genannt wurde. 

Bisher haben wir nur den in die Hauptaxe fallenden Grundparameier 
a als veränderlich vorausgesetzt und alle möglichen Formen abgeleitet, welche 
nur unter solcher Voraussetzung ableitbar sind. Jetzt müssen wir noch zu- 
sehen, welche andere Formen durch eine Veränderung der in den Neben- 
axen liegenden Grundparameter abgeleitet werden können. Zu dem Ende 
wählen wir irgend ein beliebiges Glied mP der Grundreihe, multipliciren seine 
Nebenaxen mit einer Zahl n, welche grösser als 1, aber kleiner als 2 ist, und 
legen, durch eine jede seiner Polkanten zwei Flächen, welche die nicht za 
derselben Polkante gehörigen nächsten beiden Halbaxen in der Entfernung n 
schneiden, so erhalten wir jedenfalls eine dihexagonale Pyramide, 
deren Basis £är verschiedene Werthe von n eine verschiedene dihexagonale 
Figur sein wird. Für den Werth ;» =2 muss aber diese Figur, vermöge des 
geometrischen Grundcharakters des Axensystcms , in das um die Basis von 
mV regelmässig umschriebene Hexagon, und folglich die zwölfseilige Pyra- 
mide selbst in eine hexagonale Pyramide der zweiten Art, oder in eine 
Deuteropyramide übergehen. Das allgemeine Zeichen der dihexagona- 
len Pyramiden wird natürlich mP;t, und jenes der Deuteropyramiden »tP2 ge- 
schrieben werden müssen. 

Da nun diese zweite Ableitung aus jedem beliebigen Gliede der Grund- 
reihe vorzunehmen ist, so wird sie auch für das Protoprisma ooP auszufuhren 
sein, aus welchem sie uns zunächst auf verschiedene dihexagonale Pris- 
men ooPii, und endlich auf das Deuteroprisma ooP2 gelangen lässt. 
Denken wir uns aber dieselbe Ableitung um die sämmtlichen Glieder der 
Grundreihe vollzogen, so erhalten wir zunächst verschiedene Reihen von di- 
hexagonalen Pyramiden, deren jede einzelne durch einen besonderen Werlb 
von n charakterisirt ist, zuletzt aber die Reihe sämmtlicher Deuteropyrami- 
den nebst dem zugehörigen Prisma, nämlich 
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m<l m>l 

OP mPi P2 mP2 .... ooP2 

welche Reibe ilie Gränzreihedes Hexagenalsystems geoannt werden kann, 
weil sie die letzten Resultate aller Ableitungen begreift. 

Anm. Da bei den so eben erläuterten Ablellaogen alle Parameter-Ver- 
hsltnisse erschöpft sind, so müssen auch alle möglichen holoedrischen Formen 
abgeleitet worden sein. Wie aber die Zeichen sjtmmtlicher abgeleiteten Formen 
unter dem Zeichen mPn begrifTen sind, sobald für m auch die Grflnzwertbe 
und oOy für n die Grflnzwertbe 1 und 2 zugelassen werden, so Iflsst sich anch 
mit vollem Rechte behaupten, dass die dihexagonalen Pyramiden, ob- 
gleich sie in der Natur nur sehen vorkomD.en, die allgemeinen Repräsen- 
tanten aller holoedrischen Formen des Hexagenalsystems sind. Wegen der 
Zusammenstellung aller Ableltun^sresuitate in der Form eines rectangulären 
oder anch trigonalen Schemas vei weise ich auf meine Anfangsgründe der Kry* 
stallograpbie S. 161 f. 

§. 119. Berechnung der dihexagonalen Pyramiden. 

Da die dihexagonalen Pyramiden mPn die allgemeinen Repräsentanten 
sänimtlicher holoedrischer Formen darsteilen, so haben wir uns auch zunächst 
mit ihrer Berechnung zu beschäftigen, wobei wir uns jedoch, eben so wie im 
Tetragonalsy Sterne, auf die Zwischenaxen, die Kantenlinien und Kantenwin- 
kel beschränken wollen. 

I. Zwischenaxen. 

In beistehender Figur mögen y, s und u die Endpuncte der gleichnami- 
gen Nebenaxen bedeuten, so ist s der Endpunct der in 
dem Sextanten (t/s) liegenden Zwischenaxe. Um nun 
die Länge dieser Zwischenaxe zu finden, dazu braucht 
man nur die Gleichungen derselben mit der Gleichung 
einer der vier in demselben Sextanten liegenden Flächen, 
z. B. der Fläche F zu combiniren, wodurch die Coor- 
dinaten des Punctes Sj und darauf die Centrodistanz die- 
ses Puncles, oder die gesuchte Länge R der Zwischen- 
^^^' *^' axe gefunden wird. 

Nun hat die Zwischenaxe die Gleichungen 

d? = 0, und y — Ä = , 
während der Fläche F die Gleichung 

j£ . y . I 

— — ^n ^n /W -^ M. 

wa n 
aukommt; folglich werden die Coordinaten des Punctes si 

n ^ 




71-1-1 ' 

verbindet man diese Coordinaten nach der in §. 115 S. 189 stehenden Formel 
von Dj so bestimmt sich 

13* 
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Für die Grundrorm ist n^l, und daher Rsx ^j.; betrachtet man die- 
sen Werlb als den Grandwerth der Zwischenax/e, so wird der Coefficient 
r, mit welchem dieser Grondwerth moltiplicirt werden muas, um aof dieZwi« 
schenaxe irgend einer Form mPn zu gelangen, 

2n 

welches derselbe Werth ist, den wir auch im Tetragonalsysteme gefunden 
haben. 

Aom. In den regelmässig zwölfseil igen oder dodekagonalen Pyramiden 
würde 77 SS 1 sein mOsseo, woraus sich n = -^{i-^yS) ergieht; da nun dieser 
Werlh irrational i^t, so folgt hieraus, dass dodekagonale Pyramiden in der 
Kry stall weh unmöglich sind. 

2. Kantenlinien. 

Wir bezeichnen in jeder dihexagonalen Pyramide 
die primären Polkanlen mit Ä^ 
die secundären Polkanten mit K, 
die Mittelkanlen mit Z. 
Von diesen Kanten haben z. B. diejenigen, welehe in Fig. 66 die Fläche F 
begränzen, folgende Eckpuncte : 

den Poleckputtci jTj dessen Coordinaten .rass»ra, y»0, zssO^ 
den prim. Mitteleckp. s, arasO, y«=sO, irssl, 

den sec. Mitteleckp. *, a:'=0, yszz^s ; 

und zwar wird begränzt 

die Kante Ä von den Puncten a: und js, 

die Kante Y von den Puncten a: und s, 

die Kante S von den Puncten » und s\ 
Hieraus bestimmen sich denn nach dem Ausdruck für J in §. 115 S. 189 

Aom. Setzt man A^=sK, so folgt abermals ff=-|^(l-hy^3), wie vorher. 
Dieser Werlh bestätigt nicht nur die Unmöglichkeit dodekagonairr Pyramiden, 
sondern lehrt uns auch die Grflnze kennen, diesseits und jenseits weicher die 
beiden Polkanlen ihr Grössenverhäliniss verlanschen. Es sind nümlicb die pri- 
mären Polkanten Iflnger oder kfirzer als die secundireo Polkanlen, je nacbdeii 
n < oder > i(l -I- /3) ist. ^ 

3. Kantenwinkei. 

In Figur 6fi bildet die Fläche F, deren Gleichung 

-*- -+ 5 = 1 

mn n 
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ist, mit den Flächen F\ F" und F"' die Kanten X, F und Z^ es sind aber 
die repräsentativen, unmittelbar ans der Betrachtung der Form abzulesenden 
Gleichungen dieser Flächen folgende : 

m9L n 

^ mdi ^ n 

fürF'",-— -1-^ + ^ = 1 
ma n 

Da nun die Gleichung für die erste Fläche F' mit der Coordinale u be- 
haftet ist, so niiss sie zuvorderst nach §. 114 calculativ gemacht werden; 
man substituire daher in ihr für u die Grösse — y, und ftir s die Grösse x-k-y^ 
so wii*d sie 

^ . (^— l)y . ^ I 
01a n 

Setzen wir nun in dem allgemeinen Ausdruck von cos/if^ (S. 189) statt 
a, b und c die Parameter der Fläche F, statt a', b* und c' aber suecessiv die 
Parameter der Flächen F\ F" und F"\ so ergeben sich folgende Cosinus* 
werthe der drei Kanten: 



COS^s — 



K 



eosF» tf 

COSZ a= ^^ £5 

wobei Ä' = 4i«V(«*— »+ 1) -i-3/i* ist. 

Setzen wir dagegen in demselben allgemeinen Ausdruck für cosfF statt 
ir, b und c abermals die Parameter der Fläche F, statt a\ b' und c aber sue- 
cessiv die Parameter der drei Flächen ys=0, y — 4^ = und ^ = 0, so erhal- 
ten wir die Cosinus der halben Kantenwinkel, wie folgt 

aus welchen sich wiederum für cos^^ss cos^F die Bediagang n «= i(l-4- y^3) 
ergiebt. 

§. 120. Berechnung der übrigen holocldrischen Formen. 

a. Berechnung der Protopyramiden mP. 

Setzt man in den Resultaten des vorhergehenden Paragraphen ;i = 1 , so 
erhält man für die hexagonalen Pyramiden der ersten Art folgende Werthe. 

1. CoefBcient der Zwischenaxe; r = 1. 

2. Kantenlinien ; 

Fss-|^y^4inV+39 keine Kantenlinie mehr; 
Z«l 
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Es ist nämlich die Linie Z in §. 119 die halbe, und daher ihr doppelter 
Werth die ganze Mittelkante von itiP; die Rantenlinie Y aber verschwindet 
als solche, und stellt nur noch die Höhenlinie der Flächen von mP dar. 

3. Kantenwinkel. 

-, 2iwV+3 

cosr=-l,also r=180^ 
4wV- 3 

die halben Winkel berechnen sich am leichtesten aur folgende Weise: es ist 
tangj^Zss2fna>^i, und cosj-^ssmay^^cos^Z. 

b. Berechnung der Deuteropyraroiden mP2, 

Setzt man in den Resultaten des §. 119 ns^Z, so erhält man für die 
hexagonalen Pjramiden der zweiten Art folgende Werthe: 

1. Coe'fiBcient der Zwischenaxen ; r=: f . 

2. Eantenlinien ; 

X=i "j/^ift^a^+l, ist nicht mehr eine Kante, 

r=/i)/3mV+4 

Die Linie Z in §. 119 ist nämlich die halbe, und daher ihr doppelter 
Werth die ganze Mittelkante von mF2 ; die Linie X aber stellt keine Kanten- 
linie mehr, sondern nur noch die Höhenlinie der Pyramidenfläcben dar*). 

3. Kanten Winkel ; 

cos^=r - 1, also jr= 180«, 

^ mV-i-2 

cosr = — 



cosZ = — 



2l«V^-2 ' 
»iV— 1 



wV+1 ' 

die halben Kantenwinkel berechnen sich sehr leicht; denn es ist 
tang<|-Zs=99ta, und cos^Fss^macos^Z. 

c. Berechnung der dihexagonalen Prismen ooPu. 

1 . Coefficient der Zwischenaxen ; r = j 

«+1 

2. Kantenlinien; die Seitenkanten X und Y sind von indefiniter Länge; 
die Linie Z, welche die Breite der SäulenOächen bestimmt , hat densel- 
ben Werth, wie in der dihexagonalen Pyramide. 



*) Far die Besitzer meines Lehrbaches der Krystallograpbie bemerke ich hei dieser 
Gelegenheit, dtss daselbst Bd. I, S. 413 in dem Ausdrocke für Y die beiden Zahlen 3 aod 

4 verseUt sind, weshalb dort nilscblich der Werlh von Y » y^^y^4mV+3 steht. 
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3. Kantenwinket ; 

cosZ=-l, also Z = tW. 
Die Irndn hexagoaalen Prismen und das Pioakoid bedöHen keiner Berech- 



airittf« Copittl. 

Hemiödiische Formen des Hexagonalsystona. 

§. 12t. Trapezot'drische Hemigdrie. 

Da die difaexagonalea Pyramiden die RepriisenUnten aller bolotfdriacben 
Formen sind , so haben wir auch die Gesetze der HemiSdrie zunächst an 
ihnea anfzusnchen und zu erforschen. Dabei müssen wir jedoch die secbs- 
gliederige Symmelrie des Hexagnnalsystems respectiren, kraft welcher immer 
je vier, über einem und demselben Sextanten der Basis liegende FUchen zn 
•inem Glied« verbnnden sind, nnd ein j edes dieser Glieder entweder zwei 
einzelne Flächen, oder ein Flächenpaar zu der hemiüdrischen Form zu 
liefern bat'). 

Unter dieser Voraasselzang können nnn die dibexagonalen Pyramiden, 
gerade so wie die ditetragonalen Pyramiden, auf viererlei verschiedene Weise 
bemijfdrisch ausgebildet vorkommen, weshalb denn auch im Hexagonalsysleme- 
möglicherweise vier verschiedeue Modalitäten der Hemi^drie anzunehmen 
lind, obgleich bis jetzt nur zwei dieser Modalitäten wirklich nachgewiesen 
worden. 

Die erste Modalität der Hemiedrie ist diejenige, bei welcher von der 
dihe^agonalen Pyramide laPn nnr die abwechselnden einzelnen Plä- 
chea zur Ausbildung gelangt sind, während die dazwischen liegenden Flächen 
verschwinden ; es bleibt also in jedem Gliede der Pyramide entweder eine 
obere rechte Fläche mit einer unteren linken, oder umgekehrt. 




*] Virgl. dia Adr. 8. 149. 



200 QfljiagonaliyittfB. 

Die dihexagonale Pyrsmide verwandelt sich dadurch in ein hcjcagona- 
les TrapezoSder, d.h. in eine von 12 gleichschenkeligen Trapezoidea 
umschlossene Form, mit 6 lungeren «lumpferen, und 6 kürzeren schärferen, 
abwechselnd im Zickzack verbundene» Mittelkanlen. Nach diesem Resniule 
ist denn auch der Name trapezoCdrische Hemiedrie flir diese eralc 
Modalität der hemiedrischen Ausbildung gerechtfertigt. Uebrigens wiederholt 
sich dal bei der gkicboaimgeB Hemi^rie im Tetrigomlsysteme orkAHiteVer* 
bällniss, dass je zwei aas derselben Pyramide abgeleitete Trapezoeder enan- 
tiomorph sind, oder sich wie ein paar rechts und links gestaltete Körper 

verhalten, weshalb ihre kryslAllographischen Zeichen abermals ä—^- mi 

(—5— werde«. 

Untersuchen wir die Wirkungen dieser Hemili'dne auf die übrigen holoe- 
' drischen Formen des Systemes, so gelangen wir aaf das Resultat, dass alle 
diese Formen scheinbar unverändert bleiben, indem sie gar keine Umgestal- 
tung erleiden, obgleich sich in der Bedeutung ihrer Flächen eine wesaullicbe 
Verschiedenheit gellend macht, kraft welcher auch sie, trotz ihrer k«lo£dn- 
ftcben Scheingestalten, der Enaatiomorphie unterworfen sind. 

Anal. Mm sieht, welche graste Aualogie sich zwiiebea dem teiragima- 
len und hexagMalen Kryatall*f»teaie auch ia dieser HeHiedrie xu erkenata 
giebt; (Iteaelbe erstreckt sich auch darauf, Sm bis jetal noch keia JtAffer 
bekannt ist, an welchem die tripezoedrische Hemiedrie als solche aur Aw- 
bilduBg gebracht würe ; dena die an Quane bisweileo beobachteteo keugons- 
len Trapezoeder sind entweder durcb gleichzeitige Ausbildung iweier eorreUltr 
Irigooaler Trapezoeder, oder durch eipe Zwillingsbildong in erklaren, bei wel- 
cher sieb zwei Individuen rollsiaodig einverleibt sind. 

§.122. RhomboCdriscbe Hemiüdrie. 

Eine zweite und äusserst wichtige Modalität der Hemiedrie ist dieje- 
nige, bei welcher in den auf einander fofgenden Gliedern der dihexagonalen 
Pyramide abwechselnd die oberen und die unteren FUchenpaare 
allein aasgebildet sind- Die holoedrische Stammform verwandelt sich dadurch 




ineinhexagonales Skalenoüder, d. b. in eine von 12 ungteichseiti- 
gea Dreiecken umschlossene Form, deren Mittelkanten im Ztckzaok aif- und 



FonB6o. 



absteigen, und deren Polkanten zweierlei» nämiioh 6 ittagere stumprere, Wäi 

6 kürzere schärfere sind, während sie beide in die secundären Hauptsohnitte 

fallen. Je zwei eompiemeatäreSkalettoeder befinden sich nnr in rerschiedener 

StollDng, könacn durch eine blosse Umdreknag um die Hasptaxe in paraUek 

fnPn 
Stellung gebracht werden, und lassen sieb daher durch die Zeichen — r?~ und 

iT- unterscheiden. 
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Denken wir uns dasselbe Gesetz der HemiSdrie auch für die übrigen ho- 
loedrischen Formen verwirklicht, so gelangen wir auf folgende Resultate. 

Die dibexagonalen Prismen ooP/t erleiden zwar keine Gestalt^ 
veräuderungt unterliegen aber einer verschiedenen Bedeutung ihrer abwech- 
selnden Plächenpaare, welche auamehr als obere und untere Fläcbenpaare 
cbarakterisirt sind. 

Die Protopyramiden nP, deren einzelne Pläches die Aaquiva- 
lente der Plächenpaare von mPn sind, verwandelfl sieh dureb alleinige Aus- 
bildung ihrer abwechselnden FISchen in Rhombo^^der , d. h. in eigenthum- 





-* 
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liehe, von 6 gleichen nnd ähnlichen Rhomben nmscblossene Formen, deren 
Mittetkanten im Zickzack aof«- und absteigen ; und zwar in solche RhomboS- 
der, welche wir, zur Unterscheidung von anderen ähnlichen Formen, Rhom- 
bo^der der ef sten Art nennen wollen. Ein jedes RhomboMer hat 6 Polkan- 
ten und 6 Mittelkanten, welche gleich laug, in Bezug auf ihr Winkelroaass 
aber zu einander supplementär sind. Da sich je zwei aus derselben Pyramide 
abgeleitete Rhombo^der nur durch ihre gegenseitige Stellung unterscheiden, 

SO geben wir ihnen die Zeichen -^ und -^-^ • Im Allgemeinen aber werden 

die Rhomboeder als stumpfe und als spitze Rhomboe'der unterschieden, 
je nachdem ihre Polkanten > oder <90^ sind; daher denn auch das, nach 
einer trigonalea Zwisohenaxe aufrecht gestelUe Hexaeder als die ideale Gränz- 
form zwischen den stumpfen und spitzen Rhomboedern betrachtet werden 
kann. 

Die Denteropyramiden mP2 bleiben zwar scheinbar unverändert^ 
ihre Fliehen erlangen jedoch eine verschiedene Bedeutung, indem sie eigeBl*» 
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lieb nur noch die abwecbselad recbten und linken Hälften der unpräng- 
liehen Flächen sind. 

Das Protoprisma ooP bleibt nnverändert, obgleieb sich för seine ab* 
wechsebden Flächen der Gegensatz geltend macht, dass sie als obere und 
untere Flächen zu betrachten sind. 

Das Deuteroprisma ooP2 bleibt ebenfalls unverändert, während 
seine Flächen gleichfalls eine andere Bedeutung haben, als bei holoedrischer 
Ausbildung. 

Das Pinakoid erleidet gar keine Veränderung. 

Ueberhaupt also werden durch diese Hemie'drie lediglich die dihexagona- 
len Pyramiden und die Protopyramiden wesentlich umgestaltet, indem sich 
jene in SkalenoSder, und diese in Rhombofe'der verwandeln. Da uns nun die 
so häufig vorkommenden Rhombofe'der das Dasein dieser Hemie'drie zunächst 
erkennen lassen, so nennen wir sie die rhombo(!drische Hemiedrie. 

Anm. 1. In denjenigen rhomboe'drischen Krystallreiben , welche, wie 
z. B. jene des Turmalins nnd des Rothgiltigerzes, zugleich dem Hemimor- 
phismus unterworfen sind, giebt sich die verschiedene Bedeutung der FIft- 
eben des Protoprismas nnd der Flächenpaare des dihexagonalen Prismas auf 
eine sehr anschauliche Weise zu erkennen, indem jenes gewöhnlich als trigo- 
nales, dieses als ditrigonales Prisma erscheint ; wie diess ja auch nothwendig 
der Fall sein muss, weil die Hemiedrie die Flüchen jener Prismen in obere 
und untere sondert, der Hemimorphismus aber in einer einseitigen Ausbildung 
entweder nur der oberen, oder nur der unteren Flachen besteht. Uehrigens 
ist es gewiss nicht nalurgemflss, den von Breühaupt so treffend charakterisirten 
Hemimorphismus als eine besondere Art der Hemiedrie zu betrachten, und 
so den Begriff der Hemie'drie ungebflhrlich zu erweitem. 

Anm. 2. Unter allen in der Krystallwelt bekannten Hemiedrieen ist keine 
so häufig ausgebildet, wie die rhomboedrische Hemiedrie, welcher die grosse 
Mehrzahl der hexagonal krystallisirenden Mineralien unterliegt. Unter diesen 
Mineralien befinden sich viele der wichtigsten Species, und namentlich auch der 
Galcit oder Kalkspath, also diejenige Species, welche den grOssten Reichtbnm 
von Formen und Conbinationen entfallet. Daher erlangt denn die rhomboedri- 
sche Hemiedrie eine solche Wichtigkeit und Bedeutung, dass wir noch eine fer- 
nerweite Betrachtung ihrer Resultate von einem etwas anderen fiesichtspuncte 
einschalten mttssen ; zumal weil sich auf diese Betrachtung eine fQr die gewöhn- 
liche krystallographische Praxis sehr bequeme Bezeichnung gründet. 

§. 123. Fortsetzung; secundäre Ableitung und Bezeichnung 

der Skalenofe'der. 

Da die meisten hexagonalen Mineralien der rhombo^^drischen HemifSdrie 
unterworfen sind, da man also weit häufiger Veranlassung hat, RhomboSder 
und SkalenoSder zu bestimmen und zu bezeichnen, als Protopyramiden und 
dihexagonale Pyramiden, und da in manchen rhomboSdrischen Rrystallreihen, 
wie z. B. in jener des Calcites, des Turmalins, des Rothgiltigerzes u. a. sehr 
viele verschiedene Rhombo($der und Skaleno^der vorkommen, so erscheint es 
vortheilhaft, in der krystallographischen Praxis für diese Formen statt der 
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QrspräDglichen, das Verhällniss zu ihren eigenllicheD SUmmformeD ausdriik- 
kcDden Zeichen -^ und —^ , andere, etwas einfachere and mehr repräsen- 
tative Zeichen zu gebrauchen. Dazu gelangen wir nun leicht durch folgendes 
Verfahren. 

Zuvörderst fähren wir in jeder rhomboe'drischen Krystallreihe ein beson- 
deres Grundelement der Bezeichnung ein, indem wir das aus der Pyramide P 
abgeleitete Rhombo^fder, welches ja in solchen Krystallreihen die Grundform 
bildet, und also füglich das Grundrhomboeder genannt werden kann, mit 
dem Buchstaben R bezeichnen. In Uebereinstimmung damit wird ein jedes, 
aus irgend einer anderen Pyramide mP abgeleitete Rhombofe'der das Zeichen 
niR erbalten müssen, so dass sich überhaupt für alle rhombofe'drisch krystalli- 
sirenden Körper die Grundreihe des Hexagonalsystems folgendermaassen 
schreiben lässt: 

OR .... d^/TiR .... ztR • • • • it^R • . . . ooR 
wobei für jedes Rhoroboeder die beiden complemenlären Gegenkörper -hmR 
und — irA unterschieden werden müssen, was für das Protoprisma ooA und 
das Pinakoid OA nicht mehr nölhig ist. 

Durch diese Bezeichnung werden wir also unmittelbar darauf gewiesen, 
die Grundreihe des Systems gar nicht mehr als eine Reihe von Pyramiden, 
sondern als eine Reihe von Rhomboe'dern vorzustellen, was auch dieser 
hemiedrischen Ansbiidungsweise des Hexagonabystems ganz angemessen ist. 

Uro nun aber die Skalenoeder, als die nächst zahlreichen Formen, 
mit diesen Rhomboedern in derivative und symbolische Verbindung zu brin- 
gen, dazu lässt uns eine sehr in- die Augen fallende Eigenschaft derselben 
gelangen: die Eigenschaft nämlich, dass die Mittelkanten eines jeden 
Skalenoeders in ihrer Lage genau mit den Mittelkanten irgend eines Rhom- 
botfders übereinstimmen, welches man daher auch das Rhomboeder der 
Mittelkanten oder das eingeschriebene Rhomboeder des Skalenoe- 
ders nennt. Wenn also für jedes Skalenoe'der d^—^ irgend ein bestimmtes 

m'R oder — m'R als eingeschriebenes Rhomboeder nachzuweisen ist, so wird 
man auch die verschiedenen Skalenoeder überhaupt nach diesen ihren einge- 
schriebenen Rhomboedern gruppiren , und innerhalb jeder Gruppe nach der 
zunehmenden Länge ihrer Hauptaxen in eine Reihe ordnen können. 

Diess führt uns nun auf eine secundare Ableitung der Skalenoeder 
aus ihren eingeschriebenen Rhomboedern, und auf eine sehr einfache und 
repräsentative Bezeichnung derselben.*^ Gesetzt, das in der Mitte der 



*] Diese Ableitaeg uod BezeicbDun; gab ich zaer«t ia meiDem Grandrisse der Kry- 
stallograpbie, 1826, S. 370ff., dann io meioem Lehrbache der Mioeralogie, 1828} S. 85 f. 
Die erstere ist wesentlich dieselbe, welche schon Mohs tn seinem Grondrisse der Minera- 
logie eiogefährt hatte. 
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boistebendeii Figur gpexeiehneie RbomboMer sei eia solches 
eiogeschriebenes ftbombo(s'der sirR, weiches den drei Skale- 
noe'dem aa^ ad und a'd* gemeinscbarüicb zukommt, so 
wird man ein jedes dieser SkalenoSder aus dem Rhombofkler 
ableiten, d. h. durcb Umschreibung construiren köiioen, in- 
dem man die Hauplaxe ma des Rhombofsders nach einer be- 
stimmten Zahl n vervieirältigt , um zunächst die Poleck- 
puncte a, d oder d' des Skalenoeders zu erhalten. Legi 
man darauf in jede Mittelkante des Rhomboeders zwei Flä- 
chen, welche die Hauptaxe in ihren neuen Endpuncten 
schneiden, so wird offenbar das Skalenoeder consiruirt sein. 
Das krystaliographische Zeichen eines auf diese Weise ab* 
geleiteten Skalenoeders lässt sich ganz einfach mRn schrei- 
ben, wobei natürlich sowohl m als n einen ganz anderen Werth, und über* 
diess n eine ganz andere Bedeutung haben wird, als in dem primitiven Zeichen 

— Ä— 9 wie wir unten in §. 127 sehen werden. Sind also z. B. ;i, n und n' 

diejenigen Factoren von ma, welche uns die Lage d^ Punote a, d und d' 
bestimmen, so werden itiRt?, mR/i' und aiRa" die Zeichen der drei Skalenoc^- 
der sein. 

Auf ähnliche Weise verfahrt man in allen Fällen, welches Rhomboe- 
der auch das eingeschriebene sein mag, und wie viele Skalenoeder auch zu 
ihm gehören mögen. 

Der kleinste Werth von n ist jedenfalls = 1 , der grösste Werth s= oo ; 
da nun aus jedem Rhomboe'der gar viele Skalenoeder abgeleitet werden kön- 
nen, so lassen sich sämmtliche Skalenoeder mit den Gliedern der Grundreihe 
in folgendem Schema verbinden : 

OR . . . . ±mR ±R ±/äR c5oR 



OR 



-*-wiR« 



±R« 



±wR/i 



ooR/i 



OR mRoo Roo mRoo 



c»Roo 



oo 



>P2 



Für » SB oo schliesst eine jede Skalenoeder - Reihe mit dem Deuleroprisma 
ooP2 ab, welchen Werth auch m haben mag; für xn s=oo aber giebt ooRa 
ein dihexagonales Prisma, so lange it>l und <oo ist, welchen 
Gränzwerthen das Protoprisma und abermals das Deuteroprisma entsprechen. 
Vorstehendes Schema begreift also sämmtliche Formen, mit Ausnahme der 
Deuteropyramiden, welche sich bei dieser secundären Ableitung in keine un- 
mittelbare Verbindung mit den übrigen Formen bringen lassen, daher denn 
noch die Gränzreihe dem Schema der Rhomboeder und Skalenoeder als ein 
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Appeadtx beigefiigt v«rda ntiss, um d»s SysleM in seiner VoUstäsdigkeit 

dfträleUeB an kömeD. 

Anm. Obgleich et eis üebelstsnJ ist, dus der ZasanmeDhaiig zirieehen 
den SkalcDoJ^rR ned Deoleropyramirfen verisrea gefct, so ipewltirl doch dieie 
nenodire Bflkeicbaiwg der Skalenoedcr deo Vortheil, dwa lie weit reprä- 



sentativer isl, als die primitii 



inuDg. Das pri 



fordert nlmlicb I. die VorslelluDg einer dibexagonalen Pyramide, also einer 
24-flScl>igpn Form, und Z. die Vorsielluag der Verlndemng, wdcbe ne durch 
die Hemiedrie erleidet, so wie des Producles dieser VerSoderung;. Das ge- 
c und Ire Zeichen »rRn dagegen macht an unsere EinhildDiigskrart die weit ein- 
fächeren Anrordernugen, 1. ein Rhomboeder, also eine 6-fl9chige Perm, nnd 
2. die Verhngening seiner Hauplaae richtig vonustellen. Bei der Betracblang 
des Zeichens mH» alelll sich Mtorl das Bil d ilei Skalcaojtders ror unser Be- 
wnulsein, was bei der Belrachlung de» priiuitiren Zetchrns durchaas nichl in 
iemselbcD Grade der Fall Ut. Da nun Bberdieis die Zablwerthe von m 
and R in den secundareo Zeichen weileinracher 2u sein pflegen, als in den 
primitiven Zeichen, so irt f3r das Bedarfniss der Mineralogie und Pbj^ographie 
Qberhanpt die teeundare Ableitung nud BezeicbnoDg der primiliven jedenfalls 
vorzuziehen. 



§. 124. Pyramidale nnd trignootype Hemiedrie. 

Die drille Modalität der HemiSdrie isl diejeoige, bei welcher in den 
auf eiaander folgenden Gliedern der dibexagonalen Pyramide entweder nur 
die rechten, oder nur die linken Plächenpaare ausgebildet sind, wodurch 
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sich die EWöirseilige Pyramide in eine hexagonale Pyramide der drit- 
ten An, oder in eine Tritopyramide d. h. in eine solche Pyramide ver- 
wandelt, welche in der Stellung ihrer Piachen sowohl von den I^otopyrami- 
den, als auch von dea Deuteropyramiden wesentlich abweicht*). Denn die 
Nebennxen haben in diesen Pyramiden ihre Ausirittspuncle weder in den Mil- 
teleckpnncten, noch in den Miltelpuiicten der Mittelkanten, sondern in irgend 
anderen Puncten dieser Kanlen ; die Polkanlen litten daher anch weder in den 
primüren noch in den secundaren Hauptsclitiitten. Weil es also abermals Py- 
ramiden sind, auf welche uns diese Hemiedrie gelangen lässl, so nennen wir 
salche die pyramidale Hemiüdrie, 



*) Dil» Hemiüdrie ii 



t voD ÜaidingiT in Apatit aachgewicsen worden. 
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Die hemic^drische Porm erscheint wie eine Protopyramide, oder aach wie 
eine Deuteropyramide, welche um die Haoptaxe mehr oder weniger entweder 
nach rechts, oder nach links gedreht ist ; von je zwei complemenlären oder 
correlaten Tritopyramiden aber stellt sich die eine nach rechts, die andere 
nach links gewendet dar. Diese Verschiedenheit ist jedoch eben so wenig 
wesentlich, als bei den gleichnamigen Pyramiden des Tetragonalsystems 
(§.93), vielmehr durch eine blosse Umkehrung der Pole aufzuheben, weshalb 

wir denn abermals beide Gegenkörper durch die Zeichen ^ -^ und ^ — ä- 

unterscheiden können. 

Denken wir uns nun dieselbe Hemiedrie auch für die übrigen holoedri- 
schen Formen zur Verwirklichung gebracht, so erhalten wir folgende Resultate. 

Die dihexagOBalen Prismen ooPn verwandeln sich in hexago- 
nale Prismen der dritten Art, oder in Tritoprismen, für welche 
sich gleichfalls der Unterschied des rechts und links Gewendetseins geltend 

macht, daher sie als -r ^ und -> — ^r— zu unterscheiden sind. 

l A a Z 

Die Protopyramiden und die Deuteropyramiden erleiden keine 

Gestaltveränderung, obwohl eine jede ihrer Flächen eigentlich nur noch die 

Hälfte der ursprünglichen Fläche ist. Dasselbe gilt auch von dem Proto- 

prisma und dem Deuteroprisma, welche beide, eben so wie das Pina- 

koid, unverändert bleiben. 

Anm. Es bedarf kaum der Bemerkung, wie diese Hemiedrie in allen 
Stücken das vollkommene Analogen der gleichnamigen Hemiedrie des Tetrago* 
naisystems ist. 

Endlich ist im Hexagonalsysteme noch eine vierte Modalität der Hemie- 
drie möglich, welche eben so das Analogon der rhombotypen Hemiedrie des 
Tetragonalsystems darstellt, wie sich die drei bisher betrachteten Modalitaten 
als Wiederholungen der drei anderen Hemie'drieen dieses Systems zu erken- 
nen geben. Wir wollen sie die trigonotype Hemiedrie nennen, weil 
sie die Ausbildung von trigonalen Pyramiden, trigonalen Prismen und über- 
haupt von solchen Formen bedingt, deren Querschnitte gleichseitige Dreiecke, 
also regelmässige Trigone, und Ditrigone sind. Ihr Gesetz würde wesentlich 
darin bestehen, dass in den auf einander folgenden Gliedern der dihexagona- 
len Pyramide abwechselnd die rechten und die linken Flächenpaare 
allein zur Ausbildung gelangt sind. Die Pyramiden mPn verwandeln sich 
dadurch in ditrigonale Pyramiden, d. h. in solche sechsseitige Pyrami- 
den, deren Basis eine ditrigonale Figur ist. Die Protopyramiden mP 
erleiden keine Umgestaltung, wogegen die Deuteropyramiden inP2 nur 
mit ihren an den abwechselnden Mittelkanten gelegenen Flächenpaaren, folg- 
lich als trigonale Pyramiden erscheinen. Die dihexagonalen Prismen 
oo P;i werden zu ditrigonalen Prismen, das Protoprisma bleibt schein- 
bar unverändert, und das Deuteroprisma erscheint nur noch mit seinen ab- 
wechselnden Flächen, als trigonales Prisma. Uebrigens ist diese trigo- 
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notype Hemiedrie bis jetzt noch an keinem Körper in der Wirklichkeit nach- 
gewiesen worden. 



§. 125. Berechnung der hexagonalen Trapezo(fder. 

Die Berechnung der hexagonalen Trapezoc^der beschränkt sich auf die 
Kantenlinien und Kantenwinkel, weil die Zwischenaxen durch die Hemi(!drie 
keine Veränderung erleiden. 

Berechnung der Kantenlinien. 

Wir unterscheiden in jedem hexagonalen Trapezoeder die beiderlei Mit- 
telkanten als primäre und secundäre Mittelkanten , je nachdem solche an den 
Cndpuncten der Nebenaxen oder der Zwischenaxen liegen, und bezeichnen 
die erstem mit Z, die andern mit Z\ die Polkanten aber mit X* 

VA*gleichen wir nun die beistehende Figur eines Trapezolfders mit dem 
in Fig. 67, S. 199 stehenden Bilde seiner holoedrischen Stammform, so erhal- 
ten wir für die zunächst in Rücksicht kommenden Flächen F, 
F\ F" und F"' folgende Gleichungen, welchen, soweit sie nicht 
schon unmittelbar caiculativ hervortreten, die nach §. Il4 
transformirten Gleichungen untergesetzt sind : 




fiirF, 



iTia n 



für F', — -^y = 1, oder, nach 8. 1 14, 

iwa n 



Fig. 72. 



X 

— ^y 



für F", - 



X 

fnK 

fiir F'", - — 
ma 



y 



(«-!> 



-=1 

n 



^\ 



u 



=s 1, oder, nach §. Il4, 



X f«"-l)y 
flüa n 

Durch successive Addilion und Suhtractioh der beiden Gleichungen von F' 
und F'' erhalten wir die Gleichungen der primären Mittelkante Py, wie folgt: 

z ^ , X 

y 



l = ''"°^«,a(2-«) 2;. 



^'^0 



aus deren ersterer wir sogleich erkennen, dass diese Mittelkanten den secun- 
dären Hanptschnitten parallel sind. Combiniren wir aber diese Gleichungen 
mit der Gleichung von F, so gelangen wir auf die Coordinaten des Punctes Pi 



xs= 



_ »ia(2-;i)(«— 1) _ 2 



y = 



«+i ' 



«{«-f-i) 

Es sind aber die Coordinaten 

für den Poleckpunct x, x=s i»a, y = 0, 

für den Punct y der Nebenaxe, d? = 0, y -= 1 , 



2(11-1) 



lt-f-1 



^ = 0, 
« = 0, 

n 



für den Punct s der Zwischenaxe, ä' = 0, y =ss r , «== j • 

' ' ^ n+1 it+l 
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Btaebteo wir nan, dass 

die obere Polkante Px von den zwei Puncten P und » 

die halbe primäre Millelk. Py ^ ^ • . p und y 
die halbe seeund. Miltelk. P« - - . • p und « 
begränzl wird, so erhalten wir, nach der Formel für J in §. 115, S. 189, Für 
die Längen der dreierlei Kanten des Trapezoj^'ders folgende Werihe : 

Polkante^ ^ 2 /»"'a^'-^-H )' -H>^(>''->.-H ) 

«{«-hl) 

Mittelkante Z ^2(.-^*)/^Wp)!±^ 

Mittelkante ^^ ^?<!z!?)4^^ 

Setzt man ZsZ', so folgt die Bedingung (2^ri)2=s3(i9— 1) , oder 
II SS 4.(1 -f. y^3); folglich können Trapezo^der mit symmetrisehen Trapezoi* 
den eben so wenig vorkommen als dodekagonale Pyramiden. 

Berechnung der Kantenwinkel. 

Setzt man in dem allgemeinen Ausdrucke von cos/f^in §. 115, S. 189, 
statt <i, b und c die Parameter der Fache F, statt a\ b' und c aber saccessiv 
die Parameter der Flächen F\ F" und F'*\ so erhält man die Cosinus der 
drei Kanten X^ Z' und Z, wie folgt: 

go X ^ 2/wV(«^-n'hl)"h3«» 

„, 2/nVr4«-«»-l)-3«» 

cosZ = 

h 

cosZ = ^ j, 

in welchen Ausdrücken wiederum /r = 4OTV(«*— «-f-l)-»-3«* ist. 

Alle diese für die Kantenlinien und Kantenwinkel gefundenen Ausdrücke 
aber verwandeln sich für n = 1 in die Formeln der Protopyramiden, für ii=s2 
in die Formeln der Deuteropyramiden, so dass die in §. 121 über die ander- 
weiten Wirkungen dieser Hemiedrie gezogenen Folgerungen durch die Rech- 
nung vollkommen bestätigt werden. 

§. 126. Berechnung der Skalenoe'der und Rhomboeder. 

Bei der Berechnung der SkalenoMer legen wir zuvörderst ihre primi- 
tive Ableitung und Bezeichnung zu Grunde, indem wir in §. 128 die der 
secundären Bezeichnung entsprechenden Resultate mittfaeilen werden. Da 
nun die Zwischenaxen keine Veränderung erleiden, so haben wir es abermals 
zunächst nur mit der Berechnung der Kantenlinien und Kantenwinkd zu thun. 

Berechnung der Kantenlinien. 
Wir bezeichnen in jedem Skalenoöder --^ 
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die kürzeren Polkanten mit X^ 
die längeren Polkanten mit Y^ 
die Mittelkanten mit Z. 

Wenn nun in nachstehender Figur y, z und u die Endpuncte der gleich- 
namigen positiven Halbaxen sind, so erbalten wir für die vier Flächen F, F\ 
F" und F'" folgende Gleichungen, welchen wiederum, soweit sie nicht un- 
mittelbar calculativ sind, ihre calculative Form beigefügt ist ; 

ma n 




fOrF', — + « — ^ = 1, oder, naeb§. 114, 
ma n » o 



isna ;i » 

»la n 



ffirF'", - ^ + -5-hi- =1, oder, nach §. 114, 
wia *n ü ^ 



h^ ^ + Ä = 1 

ma 71 

Die Länge der Kantenlinien ist nun leicht zu berechnen, wenn wir die 
Coordinaten irgend eines Mitleleckpunctes, z.B. des Puncles F kennen, weil 

Px eine längere Polkante F, 

Px eine kürzere Polkante JT, und 

P» eine halbe Mittelkante Z 
ist. Zur Auffindung des Punctes P gelangen wir aber, wenn wir durch Com- 
bination der beiden Gleichungen von F und F'*' die Gleichungen der Mittel- 
kante Pz bestimmen, und solche dann mit der Gleichung der Fläche F" com- 
biniren. 

Durch successive Addition und Subtraction der Gleichnngen von F nnd 
F'" ergeben sich nämlich für die Mittelkante Pz die Gleichungen : 



2-^*=='''"'*',^i^)-^fe=^ 



von denen uns die erslere lehrt, dass die Mittelkanten der Skalenofe'der den 
secundären Hauptschnitten parallel sind. Verbinden wir diese Gleichungen 
mit der Gleichung von F'\ so erhalten wir als Coordinaten 

für den Punct F, j? = ^ ^, y = a? s=s | ; 

dagegen sind die Coordinaten 

für den Punct x\ o? = — ma, y = 0, j:; ss 0, 

für den Punct x^ x^=i ma, y = 0, ::? = 0, 

für den Punct ji?, x^ss , y = 0, 9:=1. 
Verbinden wir nun die Coordinaten des Punctes F successiv mit den Coordi- 
naten dieser anderen drei Puncte, nach Anleitung des Ausdruckes von J in 
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§. 115, so erhalten wir, unter Berücksicbtigung, dass Pz tar die halbe 
Millelkante ist, folgende Längen der drei Kantenlinien : 

kürzere Polkaute Ä = — ?— — ., "" "^ 

on 

iängere Polkaute Y=:—^ ^r — 

3« 

Millelkante Z JJ^^^^^^^R^ 

on 

Eine Gleichheit der beiden Kanten Ä und Z ist unmöglich, so lange die Form 
noch wirklich ein Skalenoeder, oder so lange n > 1 ist. 

Berechnung der Kantenwinkel. 

Setzen wir in dem allgemeinen Ausdrucke von cos/f^in §. 115 für a, b 
und c die Parameter der Fläche F, dagegen für n', b' und c successiv die Pa- . 
rameter der drei Flächen F\ F^' und F''\ so erhalten wir die Cosinus der 
drei Kantenwiukel mit folgenden Werthen : 



cos JT == — 



K 



2;»V(4«-«*-l)-+.3«^ 
cosK= ^ j^ — 



CÖsZ a=fc — 



2/»V(ii^-h2«-2)-3«^ 



K 

in denen abermals K= 4inV(»*— »-»-l)-»-3n^ ist. 

Für die Cosinus der beiden halben Polkantenwinkel und den Sinus der 

» 

halben Millelkante findet man : 

^^ iwa'/S , -^ »ia(«-rl)i^3 . ,« w?awi^3 

mP 

Was die Berechnung der Rhomboe'der -^ betrifft, so brauchen wir 

nur in denen für die Skalenoeder gefundenen Resullalen ;i = 1 zu selzen, uoi 
die dazu erforderlichen Formeln zu finden ; 

Kanlenlinien ; Jr= | }A»iV-f-3 



y=«|^4/yjV-i-3 

Z = Ä 
Die Linie y ist jedoch nicht mehr eine Kantenlinie, sondern nur noch die ge- 
neigte Diagonale der Rhomboederfläcbeu. 

2iwV 3 

Kantenwinkel; cosJr= j, 2 2 — ^ 

cosK=:-l, also K=180<^ 

COSZ =: — COS Jl . 

Setzt man dagegen in den für die Skalenoeder gefundenen Resultaten 
nttr2, SO erhält man dieselben Ausdrücke, welche oben in §. 120 für die 
Deute ropyramiden gefunden worden sind. Die Resultate der Ableitang 
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Boden daher in denen der Berechnung ihre vollkommene Bestütigang, und der 
zwischen den Skaleno^dern und den Dealeropyramiden obwaltende Zusammen- 
hang folgt aus den Berechnungsformeln der Skalenoeder mit derselben Evi- 
denz, wie ans ihrer Ableitungs-Construction. Wie aber in der Ableitung, so 
geht er auch in der Rechnung verloren , sobald man die Resultate der letzte- 
ren auf eine der secundären Ableitung entsprechende Weise darstellt. 

§. 127. Forlsetzung; die drei RhombofSder jedes 

Skalenocders. 

-_p_ 

In der Erscheinung eines jeden Skalenoeders ± -^~ geben sich uns un* 

mittelbar drei verschiedene Rhombo(i'der zu erkennen, welche durch die dreier- 
lei Kanten des Skalenoe'ders angezeigt sind. 

Das erste dieser Rhomboeder ist dasjenige, dessen Mittelkanlen mit 
denen des Skalenoeders zusammenfallen, und welches wir bereits in §. 123 
als das eingeschriebene Rhomboeder, oder auch als das Rhomboeder der 

n»lPn 

Mittelkanten von — ^ kennen gelernt haben, ohne uns jedoch dort auf eive 

Bestimmung seiner Dimensionen einzulassen. Das zweite Rhomboeder ist 
dasjenige, dessen Polkanten den kürzeren Polkanten, das dritte 
Rbombo^'der endlich dasjenige, dessen Polkanten den längeren Polkan- 
ten des Skalenoeders parallel sind. Wir können also diese drei Rhomboeder 
als das Rhomboe'der der Mitlelkanten , der kürzeren Polkanten und der län- 
geren Polkanten unterscheiden; auch lehrt uns eine einfache Betrachtung, 
dass die beiden ersteren zu dem Skalenoeder eine analoge oder gleiche Stel- 
lung besitzen werden, während sich das Rhomboeder der längeren Polkanten 
in antiloger oder verwendeter Stellung befindet. Es handelt sich jetzt noeh 
darum, die krystallographischen Zeichen dieser drei Rhomboeder aus den Ab- 
ieitunsrszahlen m und n des Skalenoeders zu bestimmen. 

Was nun zuvörderst das Rhombof;der der Mittelkanten betrifft, so 
können wir seine Hauptaxenlänge unmittelbar aus der in §. 126 für den Mit- 
teleckpunct Pdes Skalenoeders gefundenen Coordinate 

wa(2— 7i) 

3/1 
ableiten. Es ist nämlich ein allgemein giltiges Verhällniss, dass in jedem 
Rhomboeder die Mitteleckpuncte uro den dritten Theil der halben Hauptaxe 
Über oder unter der Ebene der Basis liegen. Nun ist aber jener Mitteleckpunct 
des Skalenoeders, dessen Abstand von der Basis uns eben durch die Coordinate 
X bestimmt wird, zugleich ein Mitteleckpunct des eingesehriel^enen Rbomboe- 
ders ; folglieh muss die halbe Hauptaxe dieses Rbomboeders den Werth 

n 

haben, woraus sich denn ergiebt, dass db- ^R das krystallographische 

n 

Zeichen des Rbomboeders der Mitlelkanten ist. 

14* 
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Die Zeichen der beiden anderen Rbomboe'der finden sich leicht aus der 
Bedingung des Parallelismus ihrer Polkanten mit den PollLanten des Skalenoe- 
ders. Es sind nämlich die Gleichungen der über dem Sextanten der -f-y und 
-Hjs fallenden Polkante eines jeden Rbomboeders ±i7i'R: 

± — r- -♦-;»= 1, und v — zs=0, 
m a 

Die Gleichungen der beiden, über denselben Sextanten fallenden Polkanten 
des Skalenoifders —^ aber bestimmen sich 



für die Polk. X: 



X . (2«— 1)* * 1 A 
^\ ^ g-j^ und y — ;»aO, 



ma n 



furdiePolk. K: -f- + ^^^±i^- = 1, undy-;5 = 0. 

ma ;i ^ s 

Hieraus folgt für den Parallelismus der Polkante des Rbomboeders 

mit Xy fn9L : 1 s= »7a(2n— 1 ) : n 

mit K, m'a : 1 =:ffia(«-»-l) : n 
Ba sich nun das Rhomboeder der kürzeren Polkanten in analoger, das 
Rhombo^der der längeren Polkanten aber in antiloger Stellung zu dem Ska- 
lenoSder befindet, so werden die krystallognaphischen Zeichen 

(ur das Rhomboeder der kürzeren Polk. =s ± — ^R, 

n 

für das Rhomboeder der längeren Polk. =» x ^^^"^*^ R. 

n 

Das Zeichen des Rhomboe'ders der Miltelkanten aber war ± -^ ^R; da 

nun in-l=(2«-l)-h(2-») ** 

ist, so erhalten wir das Resultat, dass die Axe des Rbomboeders der längeren 
Polkanten der Summe der Axen der beiden anderen Rhomboeder gleich ist; 
ein Resultat, welches sowohl an und für sich, als auch in Bezug auf die ähn- 
liche Relation der drei zu jedem tetragonalen Skalenoeder gehörigen Sphe- 
noide (S. 159) merkwürdig ist. 

§.128. Fortsetzung; Berechnung des Skaleno^ders aus dem 

secundären Zeichen mRn. 

Wollen wir die in §. 126 für das Skalenoeder gefundenen Resultate so 
darstellen, dass sie sich aruf das secundäre Zeichen desselben beziehen, so 

müssen wir zuvor untersuchen, wie sich die beiden Zeichen —^ und niKn 

zu einander rerhalteft und gegenseitig bestimmen. 

In dem secundären Zeichen m'Kn bedeutet m'R das Rhomboeder der 

fütPtr 

Mittelkanten, oder das eingeschriebene Rhomboeder des Skalenoeders -^^ 

von welchem wir so eben in §. 127 gesehen haben, dass seine Ableitungszahl 

, iw(2— «) 
m = 
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ist. Die Grösse vi dagegen bedeutet diejenige ZabI, mit welcher m maltipli- 
cirt werden muss, um auf die Hauptaxe des Skaleooeders gelangen zu lassen \ 
demnach ist 

, , m(2— «)»' , , n 
mn SS, '—^ SS jw, und n =s _ 

Hieraus ergiebt sich denn, dass 

die beiden aequivalenten Zeichen eines und desselben SkalenoiJders 
sind, wenn das secundäre Zeichen durch die Ableitungszahlen. des primi- 
tiven Zeichens ausgedruckt wird. Ist uns aber umgekehrt das secundäre 

Zeichen mKn gegeben, so bestimmen sich in dem primitiven Zeichen — ^ — 

die Werthe der Ableitungszahlen zu 

m = m«, und n = , 

weshalb denn abermals 

mnP T 

mFbi und - 9"^" 

die beiden aequivalenten Zeichen eines und desselben SkalenoSders 
sind, wenn das primitive Zeichen durch die Ableitungszahlen des secun- 
däre n Zeichens ausgedrückt wird. 

Wollen wir also irgend eine auf das primitive Zeichen -y- gegründete 

Berechnangsformel so darstellen, dass sie dem secundären Zeichen mKn ent- 
spricht, so haben wir in selbiger durchgängig für m den Werth rnttj und für n 

2n 

den Werth ~ zu substituiren. Bringen wir diese Substitution für die in 

«-►•1 ® 

§. 126 gefundenen Resultate zur Ausführung, so gelangen wir auf folgende 

Berechnungsformeln : 

In jedem Skaleno^der mRn bestimmen sich : 

Au 
der Co^fficient der Zwischenaxen ; g == ^ r 5 

die Kantenlinien; Ä = i/ »iV(3ii-lf +12 , 

Y = |/ mV(3;i4- l/-hl2, 
Z = |/mV-h3; 

die Kantenwinkel; cosX=z ^^i 

mV(3n*-|.6ii-l)-f-6 *) 



cosK= — 



2K 



*) Id der^l. Aanaf^e meiner Anfangsgründe der RryaUUographie steht dorch einen 
Drockfehler —6a statt +6/1, 



A 



214 



Hexagonabystem. 



cosZ= — 



K 



in welchen Formeln /f =m^a^(3«*-f'l)-+-3 ist. 
Ferner ergeben sich die Proportionen : 
cosT^Jf : cosi y = n-hl : «—1 
cos|^^: sin4Z = »+l : 2n 
cosj^K: sin4^Z = «— 1 : 2/t 
Die drei Rhomboe der aber, weiche uns in den Kauten eines jeden Skale- 
noMers ±mRii gegeben sind, erhalten folgende Zeichen: 
das Rhomboe'der der Mitteikanten ist '± iwR, 
das RhomboSder der kürzeren Polkanlen ist ±{m(3n — l)R, 
das Rhomboeder der längeren Polkanten ist q:^'7'(3/i+l)R. 

wP 
Für das Rhomboeder -^- ändert sich nur das Zeichen, und es ist daher 

abermals in jedem Rhomboeder niR : 

r=l 

jr=i/wV+3 



jr=f)/"4/7iV-+.3 
2//iV-3 

4/7i^a^+3 



cosjr = 



A D lu. Man ersieht aus Obigem, dass auch die BerechDUDgs formein 
für die Skrilenoeder eine etwas einfachere Gestalt aonebmen, wenn die secuo- 
düre Bezeichnung zu Grunde gelegt wird ; und zwar ist diess um so mehr der 
Fall, weil gewöhnlich auch m und n mit einfacheren Zahlwerthen hervortreten. 



§.129. Berechnung der Tritopyramiden. 

Die Tritopyramiden sind hexagonale Pyramiden, und die allgemeinen 

geometrischen Eigenschaften solcher Pyramiden sind ganz unabhängig 
von ihrer besonderen Fläcfaenstellung; daher ist denn die Berechnung der 
Tritopyramiden eine ziemlich einfache Aufgabe. 

Die Zwischen axen haben denselben Werth, wie in der holoedrischen 
Stammform mPn. Die Berechnung der Kantenlinien, welche der Pol- 
kante Ä und der Mittelkante Z angehören, hängt lediglich von der Bestim- 
mung eines Mitteleekpunctes, z. B. desPunctes P in beistehen- 
der Figur ab, in welcher t/ und z die Endpuncte der beiden 
gleichnamigen positiven Halbaxen bedeuten. Nun sind die 
Gleichungen der beiden Flächen Fund F* folgende: 




fürF, -^ 
ma 



y 



n 



= 1 



Fig. 74. 



fürF', — -*-^-f-" =1, oder, nach S. 114, 



.r («— -1)^ 



»fd 



n 



+ 5 = 1 
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dah«r werden die Gleicbungeu der beiden Mitlelkanlen Py und P% : 
für Py, j:=0, and y-h- = 1, 

für Pz, ^=0, und i^^TlÜy ^^ =, l. 

n 

Subtrahiren wir diese Gleichangen von einander, so erhallen wir die Coordi* 

nalen des Miiteleckpuncles P\ 

^ »(»— 1> n 

während die Coordinaten de« Poieckpunctes x 

sind. Da nun die Polkante Px von den beiden Punclen Poild x gebildet wird, 
während die Mittelkaute dem Halbmesser der bexagonalen Basis, oder der 
Ceatrodistanz des Punctes P gleich ist, so bestimmen sieb aus diesen Coordi- 
naten, nach den Formeln für i und £^ in §. 1 15 

Polkante X^ ^"'^y-^j^jp-^' ' 

n 
Mittelk. Z = • ^-, 7" . 

Was die Kanten winkel betrifft^ so ist einleuchtend, dass in dieser 
Hinsicht die Mittelkaqte identisch mit der Mittelkante von mP», die Polkante 
dagegen identisch . mit der Polkante des aus wiSn abgeleiteten Trapezoi^'ders 
sein mnssf folglich wird « 

2wV(»2--«+ 1)4-3«* 



cosjr= — 

cosZ = — 



R 



K 
wobei wiederum ff =4;A/^a*(«*— «4-l;+3/»* ist. 

Setzen wir in allen diesen Resultaten nasl, oder;i=:2, sogelangen 
wir auf diejenigen Formeln, welche in §. 120 für die Protopyramiden und 
Deuteropyramiden gefunden worden sind; wodurch denn die in §. 124 über 
die anderweiten Effecte dieser Hemicfdrie ausgesprochenen Folgerungen voll- 
kommen bestätigt werden. 



Tetartoödrisohe Formen des Hezagonalsystems. 

§. 130. Allgemeine Benierkung. 

Wie bei der Hemiedrie, so scheint auch bei der Tetartoedrie die zu An- 
fang von §. 121 erwähnte Gliederung der dihexagonolen Pyramiden be- 
rüdksicbtigt werden zu müssen, so dass also von je vier, über einem Sex- 
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tanten der Basis gelegenen Flächen allemal eine zurückbleibt, während die 
drei anderen verschwinden. Unter dieser Voraussetzung sind aber nur zwei 
Modalitäten der Tetartoedrie möglich. Es wird nämlich für die abwech- 
selnden Glieder jedenfalls der Gegensatz von oben und unten eintreten, 
indem in dreien derselben eine obere, in dreien eine untere Fläche die blei- 
bende ist ; dabei können jedoch die oberen zu den unteren Flächen in Bezog 
auf rechts und links entweder eine gleichsinnige, oder eine wider- 
sinnige Lage haben. Sonach ergeben sich denn zwei Arten der Tetartoe- 
drie, welche wir nach den Resultaten, welche sie für die Erscheinungsweise 
der verschiedenen Formen zur Folge haben, durch die Namen der rhombocs- 
drischen und der trapezo^drischen oder auch trigonotjrpen Te- 
tartoiSdrie unterscheiden können. 

Da die Tetartol^drie nur das symmetrisch vertheilte Viertel aller Flä- 
chen der Stammform mPn in Anspruch nimmt, während die HemiiSdrie die 
symmetrisch vertheilte Hälfte derselben fordert, so werden wir auch die 
Resultate Jener aus den Resultaten dieser ableiten können, indem wir die 
letzteren einer abermaligen Hemiedrie unterwerfen. Und so verhält es sich 
auch in der That. Wir gelangen nämlich auf das Product der rbombo(;dri- 
schen Tetartoedrie, wenn wir uns entweder die Trilopyramiden oder die 
Skalenofe'der nur mit ihren abwechselnden einzelnen Flächen ausgebildet den- 
ken; und wir gelangen auf das Product der trigonotypen Tetarto^rie, 
wenn wir uns vorstellen, dass entweder die Skalenoeder oder die Trapezoe- 
der nur noch mit ihren an den abwechselnden Miltelkanten gelegenen Flä- 
chenpaaren, oder auch, dass die durch die trigonotype Hemife'drie geliefer- 
ten ditrigonalen Pyramiden nur noch mit ihren abwechselnden einzelnen 
Flächen ausgebildet sind. Da nun diese Auffassung der Tetartofe'drie, als einer 
wiederholten Hemiedrie, ihre Betrachtung etwas vereinfacht, so wollen 
wir solche auch im Folgenden zu Grunde legen. 

§.131. Rhombofe'drische Tetarto^'drie. 

Wenn in den auf einander folgenden Gliedern einer dihexagonalen Py- 
ramide mPn abwechselnd eine obere und eine untere Fläche, aber durchaus 
nur rechts, oder nur links liegende Flächen ausgebildet sind, so verwandelt 
sich die Pyramide in ein Rhomboeder, und zwar in ein Rhomboeder der 
dritten Art, welches sich durch seine Flächenstellung eben so von den he- 
miedrischen Rhomboödern des §. 122, wie von anderen, weiter unten zu er- 
wähnenden Rhomboödern unterscheidet. 

Genau dasselbe Rhombof^der kommt zum Vorschein, wenn von einer Tri- 

topyramide ■*—«- ®^®^^""9~ ^^^ ^'® abwechselnden einzelnen Flächen 

zur Ausbildung gelangt sind, welche in ihrer Vertheilung der so eben ausge- 
sprochenen Regel der Tetartoe'drie vollkommen entsprechen. Da nun eine 
jede hexagonale Pyramide durch Vergrösserung ihrer abwechselnden Flä- 
chen in ein RhomboSder übergeht, so begreift man, dass und warum die tetar- 
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toi^drische Form wirktieh ein RhomboSder der dritten Art sein muss. Die 
kryslailographiscben Zeichen der vier, aus einer und derselben dibexagonalen 

Pyramide abzuleitenden Rhomboe'der lassen sich ±t— r— und ±-^—7- schrei- 
ben, weil diese correlaten Formen nur durch ihre Stellung verschieden sind. 

Untersuchen wir nun die Wirkungen, welche dasselbe Gesetz der Tetar- 
toSdrie auf die übrigen bolofe'drischen Formen ausübt '^), so erhalten wir fol- 
gende Resultate. 

Die Protopyramiden jtiP verwandeln sich in Rhombo(sder, welche 

fliP 
eigentlich -7- bezeichnet werden müssen, in ihrer Erscheinung aber sich gar 

mP 
nicht von den hemife'drischen Rhomboe'dern -^ oder mR unterscheiden, ob- 
wohl ihre Flächen nur als die rechten oder linken FlächenbälHen dieser letz- 
teren zu deuten sind. 

Die Deuteropyramiden mP2 verwandeln sich gleichfalls in Rhom- 
boeder, und zwar in Rhomboe'der der zweiten Art, denen daher das 

Zeichen —r- zukommt, und deren Flächen eigentlich auch nur als die ver- 

grösserten abwechselnden Flächenhälften von mP2 zu denken sind. 

Die dihexagonalen Prismen ooPn verwandeln sich in hexago- 
nale Prismen der dritten Art oder in Tritoprismen, welche in ihrer Er- 
scheinung mit den hemi(;drischen Tritoprismen des §. 124 vollkommen über- 
einstimmen, sich aber von selbigen durch die Bedeutung ihrer Flächen unter- 
scheiden. 

Das Protoprisma ooP und das Deuteroprisma ooP2 bleiben 
scheinbar ganz unverändert, obwohl eigentlich jede ihrer Flächen nur als das 
zur weiteren Ausdehnung gelangte Viertel einer ganzen Fläche gedeutet wer- 
den muss. 

Ueberhaupt also erhalten wir für das Hexagonalsystem in seiner rhom- ' 
boSdrischen TetartoiSdrie das Resultat, dass die sämmüichen Pyramiden als 
Rhomboeder, die sämmllichen Prismen aber als hexagonale Prismen 
erscheinen, und dass sowohl jene Rhomboeder als auch diese Prismen Formen 
der ersten, zweiten und dritten Art sind, je nachdem sie aus der Grundreihe, 
aus der Gränzreihe, oder von dihexagonalen Formen abstammen. 

§. 132. Berechnung der tetarto^'drischen Rhomboeder. 

Wir werden die Berechnung der aus mPn abgeleiteten tetartoc^drischen 
Rhomboeder am leichtesten ausfuhren, wenn wir sie als hemi^drische Formen 



*) Bei dieser Untersuchoog ist es vortheilhaft, eine jede Form darch eine angeines- 
seoe Tbeiloog ihrer Fliehen aaf eine zwötfieitise Pyramide zaräckzoruhreo, and daan 
Tdr ihre 24 Ftächeofelder bnchntablich genau das za Anfao; des Paragraphen aus- 
gesprochene Gesetz der VertheiloDg eintreten zn lassen. 
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der Tritopjrramideo betrachten. Es sei also in nachstehender Pigvr die Pyra- 
mide eine solche hexagonale Pyramide der dritten Art, und das daneben be- 
findliche Rhomboä'der dasjenige, welches aus ihr durch Vergrösserung der ab- 
wechselnden Flächen F, F\ F" u. s. w. ab- 
geleitet werden kann. Wenn nun y, z und 
u die EndpuDcte der gleiofanamigen positiven 
Halbaxen sind, so bestimqien sich die Glei- 
chungen der beiden vorderen oberen Flächen 
des Rhomboeders, wie folgt : 

rurF, —^y^t^V 
ma ^ n 





Fig. 75. für F', — -*- tf — ^sl, oder, nach 6. 114, 

Uta n 

ma n n 

Durch Combination dieser Gleichungen erbalten wir die Gleichungen der Pol- 
kantenlinie Px des Rhomboeders : 

h- — T rr-=l, und ^^— H r=0. 

iwa «(«-hl) 2—« «-f-1 

Da nun in j edem Rhomboeder dieMitteleckpuncte genau um ^ der halben Haupt- 

axe über oder unter der Basis liegen, so ist offenbar P derjenige Punct der 

Polkantenlinie Pxy für welchen x =: -|>»ia ; setzt man diesen Werth in die 

erste Gleichung dieser Linie, so erhält man die Coordinate jv, und dann aus 

der zweiten Gleichung die Coordinate y, überhaupt abo für den Punct P die 

Coordinaten : 

_ _ 2 «(2— « ) _ 2«(«-h1) 

der Putact a; aber hat die Coordinaten : 
X = ma, y = 0, j:; = 0. 
Hieraus bestimmt sich denn, nach der Formel für J in. §. 115, 

Polkautenlinie ^ ^ 2J^ V(«^-«^1^ 

3 /««-»+ 1 
Um endlich den Cosinus dieser Kante zu finden, dazu haben wir in dem all- 
gemeinen Ausdrucke von cosff^in §. 115 für «r, b und c die Parameter der 
Fläche F, für a\ V und c die Parameter der Fläche F' einzusetzen, wodurch 

«'^•^ CO X^ 2m V(«^-«-4-l)^3«^ 

4wiV(»*— «-»-l)+3«* 

bestimmt. 

Setzt man in diesen Formeln von X und cos^lT «=1, so gelangt man auf 

diejenigen Formeln, welche in §. 126 für die Rhomboeder der ersten Art 

gefunden worden sind, zum Beweise, dass die aus «iP abgeleitete tetartoe- 

mP 
drische Form in ihrer Gestalt wirklich mit dem Rhomboeder -^ oder wR 

übereinstimmt. 
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Setst man dagegen ii3s2, so erhält man für die Rhombo^der der zwei- 
ten Art —7—9 als die telartoSdrischen Formen der Deuteropyramiden: 



Polkantenlinie Jr=f|/w*ä?Hh4 

w^a^ — 2 

Für m = cx) gelangt man auf die Winkel eines bexagonalen Prismas, so dass 
die Resultate der Rechnung dasjenige vollkommen bestätigen, was in §. 131 
über die Wirkungen dieser TetartoMrie gesagt worden ist. 



§. 133. Trigonokype oder trapezoedrische TetartofSdrie. 

Wenn in den auf einander folgenden Gliedern einer dihexagonalen Py- 
ramide mPti abwechselnd eine obere und eine untere Fläche ausgebildet ist, 
welche gegenseitig nach rechts und links eine widersinnige Lage haben, 
so verwandelt sich die zwölfseitige Pyramide in ein trigonaies Trape- 
zoeder. Es macht sich also hier gleichzeitig der Gegensatz von oben und 
unten, so wie von rechts und links geltend, während bei der rhombofe'drischen 
TetartoSdrie nur der erstere Gegensatz eintrat. 

Wir erhalten genau dieselbe Form, wenn wir an einem hexagonalen 

Skalenoeder — ^— die an den abwechselnden Mittelkanlen gelegenen Flächen- 
paare allein ausgebildet denken, indem die so bestimmten Flächen in ihrer 
Lage dem so eben ausgesprochenen Gesetze der Tetartoedrie vollkommen 

entsprechen. Jedes Skalenoä'der —^ liefert also zwei correlate trigonale 






Trapezofe'der, wie aus vorstehender Figur zu ersehen ist, während natürlich 
die dihexagonale Pyramide mPuy als die eigentliche holo&'drische Stammform, 
vier dergleichen Trapezoe'der bedingt. — Diese Trapezoeder sind von 6 
gleicbschenkeligen Trapezoideu umschlossene Formen, mit 3 längeren stum- 
pferen, und 3 kürzeren schärferen Mittelkanlen, welche im Zickzack auf- und 
absteigen ; ihr Miltelquerschnitl ist ein Ditrigon, während alle, in derselben 
Gestalthälfte zwischen dem Polecke and den Mittelecken gedachte Querschuitte 
gleichseitige Dreiecke oder Trigone sind. Je zwei correlate, d. h. aus dem- 
selben SkalenoMer abgeleitete Trapezol^der sind enantiomorpb, oder ver- 
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schieden wie ein paar rechts und links gebildete Körper. Daher werden 
die kryslallographischen Zeichen der vier, aas einer und derselben dihejcago- 

nalen Pyramide mPn hervorgehenden Trapezofe'der ±a—^ und i/-«— ^^ 

schreiben sein. 

Untersuchen wir nun die Wirkungen derselben Tetarto^drie auf die übri- 
gen holo^'drischen Formen, so gelangen wir auf folgende Resultate. 

Die Proiopyramiden mP verwandeln sich in Rhomboeder, welche 
in ihrer Gestalt vollkommen mit den hemic^drischen Rhomboedem mR über- 
einstimmen, sich aber durch die Bedeutung ihrer Flächen, und den ihnen da- 
durch auFgeprägten Charakter der Enantiomorphie wesentlich unterscheiden. 

Die Deuteropyramiden mP2 verwandeln sich in trigonale Py- 
ramiden , indem sie nur noch mit denen an den abwechselnden Mittelkanten 
gelegenen Flächenpaaren ausgebildet sind; diese Pyramiden erscheinen ge- 
rade so, wie die gleichnamigen Producte der trigonotypen Hemiedrie (§. 124), 
unterliegen aber einer verschiedenen Bedeutung ihrer Flächen, und kraft die- 
ser dem Verhältnisse der Enantiomorphie. 

Die dihexagonalen Prismen ooPn erscheinen nur noch mit ihren 
abwechselnden Flächenpaaren, als ditrigonale Prismen, welche sich 
von den gleichnamigen Producten der trigonotypen HemiiSdrie dadurch unter- 
scheiden, dass ihre abwechselnden einzelnen Flächen zugleich als obere und 
untere, sowie als rechte und linke verschieden sind. 

Das Protoprisma ooP bleibt scheinbar unverändert, obgleich sich 
auch für seine Flächen eine ganz andere Bedeutung geltend macht, indem 
z. B. die drei abwechselnden als obere rechte , die dazwischen liegenden als 
untere linke vorgestellt werden müssen, u. s. w. 

Das Deuteroprisma ooP2 erscheint nur noch als trigonales Pris- 
ma, mit seinen abwechselnden drei Flächen, deren Bedeutung jedoch eben- 
falls eine andere ist^ als in dem gleichnamigen Producte der trigonotypen He- 
miedrie. 

Das Pinakoid bleibt, wie Immer, unverändert. 

A n m . 1 . Wir nennen diese Tetartoedrie die trapezoedrische nach 
dem Producte, welches sie ans der dihexagonalen Pyramide liefert, die trigo- 
notype dagegen, weil sie, eben so wie die gleichnamige und mit ihr sehr nahe 
verwandte Hemiedrie, die Ausbildung von trigonalen Pyramiden und Prismen, 
und überhaupt von solchen Formen veranlasst, deren Querschnitte Trigone und 
Ditrigone sind. Die Analogie zwischen ihr und der rhombotypen Tetartoi'- 
drie des Tetragonalsystems ist so in die Augen fallend, dass sie keiner weiteren 
Erörterung bedarf. 

Anm.2. Dass uns der Quarz, dieses so wichtige und interessante Mineral, in 
seinen Krystall formen die Gesetze der trapezoedrischen Tetartoedrie verwirklicht 
zeigt, diess habe ich bereits im Jahre 1830, in meinem Lehrbuche der Rrystallo- 
graphie, und in allen meinen späteren Schriften geltend zu machen gesucht. In 
der That lassen sich, (unter Beriicksichtigung der \on Haidinger und G, Rose so 
vortrefflich nachgewiesenen Zwiiliugsbildnng, und des bisweiligen simul- 
tanen Auftretens correlater Formen), alle raorphologisehon Eigenthttm- 
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lichkeiten des Qaaraes aas dieser Teiartoedrie so vollständig erkiftren, dass 
es einigermaassen anffallen mnss, jene von mir zuerst gegebene und , wie ich 
glanbe^ natorgemflsse Interpretation der Qnarafornien so wenig berflcksichligt 
zü sehen. Die Krystallreihe des Quarzes ist weder eine holol^'drische, noch eine 

hemiedrische , sondern eine tetartoedrische , und daher das Rhombofe'der r^ 

P 

oder /^ als ihre eigentliche Grundform , dagegen die Pyramide P nur als die 
4 

holoffdrische Stammform dieser Grandgestalt aufzuführen. 



§. 134. Berechnung der trigonalen Trapezo(fder. 

Wir gelangen auf dem kürzesten Wege zur Berechnung der trigonalen 
Trapezoffder, wenn wir sie als hemie'dri.sche Formeu der Skalenoeder be- 
trachten. In beistehender Figur sehen wir links ein Skaleno^Sder, von dessen 

an den abwechselnden Mittelkantea 
gelegenen Plächenpaaren das rechts 
befindliche TrapezoMer gebildet wird. 
An einem solchen TrapezoMer haben 
wir dreierlei Kanten zu unterschei* 
den, nämlich 
die Polkanten X 
die längeren Mittelkanten Z, 
^iK> 77, die kürzeren Mittelkanten Z'. 

Um nun zuvörderst die Längen der Kanteniinien berechnen zu kön- 
nen, dazu bedürfen wir nur irgend eines Mttteleckpuncles, z. B. des Punctes 
Pj welcher der Durchschnittspunct der Mittelkante Pz mit der Fläche F' ist; 
da nun diese Mittelkante die Durchschnittslinie der beiden Flächen F und F" 
ist, so müssen wir von den Gleichungen der drei Flächen F, F' und F'' aus- 
gehen ; diese sind 





fürF, 
für F', 



X 

ma ^ 



£=1 

n 



— -♦- tt — ^ SB 1, oder, nach §. 114, 
m9L n 



ma 



n 



n 



rur F'\ - — 
ma 



ti -h - =1, oder, nach §. 114, 



n 



(«— % . ^ _ 



= 1. 



X 

maL n n 

Durch successive Addition und Subtraction der Gleichungen von F und F 
erhalten wir die Gleichungen der Mittelkante Ps 



// 



4 
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Combiniren wir diese mit der Gleichung der Fläche F\ so gelangen wir auf 
die Coordinaten 

fiir den Punct P, x ^^?{!^)(?i:^) , y == -. K2-»), ä= *(»+») 

Dagegen sind die Coordinaten 

für den Punct 07, ^ = ma, y = 0, js = ; 

für den Punct u, o? a 0, x = 0, « = 1, oder, nach §. 1 14, 

a? = 0, y = --l, Ä=l; 
Den Punct % bestimmen wir, indem wir in der Gleichung der Mittelkante Pz 
or = setzen ; also werden die Coordinaten 

für den Punct jtr, or = 0, y « 0, :k as js. 
Es wird aber begränzt 

die Polkante Px von den Pnncten P und x^ 

die halbe Mittelkante Pu von den Puncten P und u^ 

die halbe Mitteikante Pa von den Puncten P und *. 
Substituiren wir also in dem allgemeinem Ausdrucke von /in §. 115 für 0, h 
und c die Coordinaten des Punctes jP, für a\ &' und c successiv die Coordi- 
naten der drei Punote x^ u und %^ so erhalten wir, unter Berücksichtigung 
das« Pu und Pz nur die halben Mitlelkanten sind, für die dreierlei Kanten- 
linien folgende Werthe : 

ön 

Mittelkante Z = ^^(^M^^^E^^K 

ön 



Mittelkante Z' = ^(^-n)Vn,^A1tn-if^Zn* 

6n 
Was endlich die Kantenwinkel betrifft, so ist es einleuchtend, dass 

die Polkante X mit der Polkanle der Rhombo^der — — in §. 132, und dciss die 

Mittelkante Z mit der Mitteikante der Skalenoeder — »- in §. 126 idenlisch 

ist ; wir haben daher nur noch die Mittelkante Z' nach dem allgemeinen Aus- 
drucke von cos^in §. 115 zu berechnen, indem wir für a, b und c die Pa- 
rameter der Fläche F, für c', b' und c die Parameter der Fläche F" ein- 
setzen, und erhalten so überhaupt: 

27;iV(7i*— «-hl)— 3/1^ -,. « ,«„ 

cosJl = ^^ ^ = cosJl in §. 132, 

ii 

cosZ = ^ ' = cosZ in §. 126, 

,^ 2i«V(2w^-2«-l)-h37»» 

worin R = 4mV(«*— »-f-l)-hSw^ ist. 

Setzt man in diesen, für die Trapezoeder geGundenen Ausdrücken n = 1, 

so gelangt man auf das Resultat, dass Z = Z'=: Jr=|y^f/i^a^+3, und dass 
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cosJT = M 2 2 — o > ^^^^ = cosZ' = — cosA', 

welches die oben id §. 126 für die Rhomboeder -^ oder mR gefundeoen For- 

mein sind. 

Selzt man dagegeo n =2, so erhält man, ganz in Uebereinstimmung mit 
den Resultaten der Ableitung, die Formeln für die trigonalen Pyramiden, 
nämlich 

Ä= l/Ä^4, Z = 2/3, Z'=05 

„ iwV— 2 - iwV— 1 

COSA = 9. o^8 . jv > cosZ a= — r:272Xi 

Setzt man endlich m = 00, so bekommt man für die Seitenkanten des 
ditrigoualen Prismas, welche den Kanten Z und Z' entsprechen : 

cosZ = - 2^^t^f) * ^""^^ ^° §" **Ö' 

^, 2ii*-2«-l 

cosZ = — -= 1- , 

2(«*— «-♦•1) 

welche beide Tür n = 1 auf Z = Z' = 1^0^ dagegen für ;i = 2 auf Z = 180<^ 

und Z'=:60^ fuhren; zum Beweise, dass das Prisma 06P anverfindert bleibt, 

während das Prisma ooP2 als trigonales Prisma auftritt. 



Combinationen des Hezagonalsystems. 

§. 135. Eintheilung derselben. 

Die Combinationen des Hexagonalsystems unterscheiden sich als holoedri- 
sche, hemiedrische und tetartoi^drische, je nachdem dieise oder jene Ausbildungs- 
weise der Formen Statt findet. Da nun die holoedrische und die rfaombo(i*drisch- 
hemif^drische Ausbildung des Systems diejenigen beiden sind , denen wir in 
der Natur am häufigsten begegnen, so werden wir uns vorzüglich mit ihnen 
zu beschäftigen haben. 

Die meisten hexagonal krystallisirenden Körper sind der rbombo^'dri- 
schen HemiSdrie unterworfen, und nur wenige lassen eine wirkliche holo^« 
drische Gestaltung erkennen. Die pyramidale Hemi^drie kommt am Apatite 
vor; die trapezoSdrische und die trigonotype Hemi^drie aber hat man noch 
gar nicht beobachtet, indem diejenigen Combinationen des Quarzes, welche 
allenfalls so gedeutet werden könnten, theils durch eine simultane Ausbildung 
zweier correlater telartoedrischer Formen *), theils durch eine Zwillingsbil- 



*) Wi« z. B. die von G. Kote in seiner Abbaodtoog Fig. 56 daryestelUen Qaarz- 
kryitalle aas Braiilien uod die analog gebildeten von den FSröern, welche dasselt» Irigo- 
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düng zu erklären sind. Die rbomboedrische Teiartofe'drie ist am Titaneisen- 
erz, am Dioptas nnd am Phenakit*), die trigonotype Tetartol^drie aber bis 
jetzt nur am Quarze erkannt worden. 

Von den hemiedrischen Combinationen hätten wir also, nächst den so 
ausserordentlich hiiufigen rhomboedrischen , nur noch die pyramidalen des 
Apatites zu berücksichtigen. Da jedoch diese lediglich durch die eigenthüm- 
liehe Erscheinungsweise der dihexagonalen Pyramiden und Prismen, also sol- 
cher Formen charakterisirt sind, welche am Apatite stets untergeordnet auf- 
treten, während die vorwaltenden Formen theils Protopyramiden, theils Deu- 
teropyramiden nebst den Gränzformen OP, ooP und ooP2 sind, so bedarf es 
auch blos der Bemerkung, dass in den Combinationen des Apatites die Pyra- 
miden mPn und die Prismen ooPn nur entweder mit ihren rechten, oder mit 
ihren linken, also nur mit denen auf einer Seite eines jeden primären Haupt- 
schnittes gelegenen Flächen ausgebildet sind; während die Bestimmung der 
betreffenden Formen nach denselben Regeln zu geben ist, wie in den holoe- 
drischen Combinationen. 

§• 136. Theorie der holoi^drischen Combinationen. 

Wie selten auch dihexagonale Pyramiden überhaupt vorkommen, und 
wie untergeordnet sie gewöhnlich ausgebildet zu sein pflegen, so unterliegt es 
doch keinem Zweifei, dass die allgemeine Theorie der binären Combinationen 
auf die Combination zweier solcher Pyramiden gegründet werden muss. Den- 
ken wir uns abo eine vorherrschende Pyramide mP», und eine untergeord- 
nete m'Pn\ so haben wir zu untersuchen , welche Veränderungen die erstere 
durch die Flächen der letzteren erleiden kann. Es sind offenbar dieselben 
sechs Veränderungen, die wir in §. 103 für eine vorherrschende ditetragonale 
Pyramide kennen gelernt haben , nur dass die dort erwähnte Sflächige Zu- 
spitzung jetzt als eine 12flächige Zuspitzung erscheint, nämlich : 

1. eine Zuschärfung der primären Polkaoten, 

2. eine Zuschärfung der secundären Polkanten, 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, 

4. eine zwölfflächige Zuspitzung der Polecke, 

5. eine vierflächige Zuspitzung der primären Mittelecke, und 

6. eine vierflächige Zuspitzung der secundtfren Mittelecke. 

Wenn wir uns nun beide Formen auf gleich grosse Nebenaxen reducirt 
denken, so werden die Bedingungen, welche diese sechs Combinations-Ver- 
hältnisse bestimmen, abermals wesentlich von den Grössen der beiderlei 
Hauptaxen h und h\ und der beiderlei Zwischenaxen r und r' abhängen, und 



nale Trapezoeder gleiclizettig rechts and lioks ausgebildet zeigen, av daaa beide zugleich 
ein Skalenoeder rcprodooiren. Diese Rrystalle sind wohl nicht als ZwiliiogsfcrystaUe, 
sondern nur so zu erlilären, wie z. B. die Oktaeder der Zinkblende , welche durch simal- 
tane und gleichmässige Ausbildung beider Tetraeder entstehen. 

*) Zumal an den Varietäten von Framont^ an deneo Beyrieh sie zuerst nacbgewie- 

seo hat. 
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sich bnchstSblich ab dieselben herausstellen, deren nähere Erörterung in 
§. 103 gegeben wurde. Es ergiebt sich nämlich 

1. eine Zuschärfung der prim. Polk., wenn A' == A, und r > r; 

2. eine Zuschärfung der scc. Polk., wenn y =y, und r' <r, wobei aber- 
mals jr=—, und jr'= -7 ; 

3. eine Zuschärfung der Mittelk., wenn r s= r, und K^hs 

4. eine 12flächige Zusp. der Polecke, wenn A' < A, und ;' < ;; 

5. eine 4flächige Zusp. der prim. MiUelecke, wenn K > A, und / > r ; 

6. eine 4flächige Zusp. der sec. Hittelecke, wenn q > y, und r' < r. 
Auch ist wiederum K^^<^h^ wenn ot' > = < iw, 

r' ^ssi<^r^ wenn «'> = </«, 

> = <y, wenn— ^^-^ — ^ > — < — ^^ 

« n 

und wir erhalten daher abermals für die angeführten sechs Gombinations» Ver- 
hältnisse folgende Regeln : 

An jeder dihexagonalen Pyramide mPn bildet eine zweite dergleichen 
Pyramide wl9n : 

1. eine Zuschärfung der primären Polkanten X^ wenn m^=m^ und n"^n\ 

2. eine Zuschärfung der secundären Polkanten F, wenn —^^7 — ' =; 

fi 

— ^ '" , und » < «, also auch m <^m\ 

n 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten Z, wenn n = ;?, und m' > m ; 

4. eine zwölfflächige Zuspitzung der Polecke, wenn m'< in, und — ^—, — - 

n 

< — ^ ^, wobei « > s=s < » sein kann 5 

n 

5. eine vierflächige Zuspitzung der primären Mittelecke, wenn m' >7/i, und 
»'>»; und 

6« eine vierflächige Zuspitzung der secundären Mittelecke, wenir —^, — l 



n 



> — ^ ' , und » < w. 

fi 

In diesen sechs Regeln ist abermals die ganze Theorie der holoedrischen Com- 
binationen enthalten, indem man nur für m, n, in und n die entsprechenden 
Werlhe einzuführen braucht, um die Combinations- Verhältnisse irgend zweier 
anderer Formen zu erschliessen. Dabei macht sich gegen das Tetragonal- 
System blos der Unterschied geltend, dass sowohl n als auch n niemals > 2 
werden können , während dieselben beiden Ableitungszahlen in dem genann- 
ten Systeme erst mit 00 ihren Gränzwerlh erreichen. 

An Ol. Wollen wir z. B. wissen, welche VerSoderuDgen eiae Protopyra- 
mide mP dareh eiaa Denteropyramide mV2 erleiden kann, so hab^n wir zu be- 
rücksichtigen, dass dann nur noch die drei Falle Nr. 1, 4 ond 5 möglich sind, 

NaiUDaiui*s Krystallographie. 1^ 
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weil ja n' > ii ist. Da nnn die iiDtei*g«ordnete Form nicht mehr eise zwOlfsei- 
tige, sondern eine sechsseitige Pyramide ist, so gelängen wir auf die Folgeroog, 
dass mP durch m'P2 überhaupt dreierlei Veränderungen erieiden kann, nSmlich: 
eine Abstumpfung der Poikanten, wenn ni = m, 
eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn tn < m, und 
eine Zuscharfung der Mittelecke, wenn m' >> m ; 
wobei in allen Fällen die Flächen von m'P2 auf die Poikanten von mP aufge- 
setzt sein werden. Auf ähnliche Weise lassen sich für je zwei andere Pormeo 
die ihnen zukommenden Gombinations-Erscheinungen bestimmen. 

§. 137. Rhombo^drische Combinationen. 

4 

Wenn wir von rhomboiSdrisehen Combinationen schlechthin spre- 
chen, so sind damit allemal rhomboedrisch-hemiiSdrische Combinationen 
gemeint, gerade so wie wir die Krystallreihe eines Minerals eine rhomboe- 
drische nennen, um anszudrücken , dass sie den Gesetzeader rhomboedrischen 
Hemiä'drie unterliegt. 

Rhomboedrische Combinationen sind also diejenigen Combinaüonen des 
Hexagonalsystems, in welchen die Protopyramiden als RhombolSder, und die 
dihexagonalen Pyramiden als Skalenoe'der, alle übrigen Formen aber mit ihrer 
vollen Flächenzahl erscheinen. Da wir nun in der Lehre von der Ableitung 
und Bezeichnung die Skalenoe'der von einem zweifachen Gesichtsponote aus 
dargestellt haben, indem wir dabei einerseits ihre ursprünglichen Beziehungen 
zu den dibexagonalen Pyramiden, anderseits gewisse Beziehungen zu den 
Rbombo^'dern in das Auge fassten, so fragt es sich, welche von beiden An- 
sichten wir bei der Combinationslebre zu Grunde legen sollen. Wegen der 
grösseren Anschaulichkeit und Einfachheit der secnndären Ableitung worden 
wir derselben jedenfalls den Vorzug geben , wenn nicht bei ihrer Anwendung 
der Zusammenhang der Deuteropyramiden mit den RhomboSdern und Skale- 
noedem gänzlich verloren ginge; ein Zusammenhang, den wir wegen des 
nicht seltenen Vorkommens jener Pyramiden in rhomboedrischen Combina- 
tionen ja nicht aus dem Auge verlieren dürfen. Um daher beiden Anforde- 
rungen Geniige zu leisten, sind wir genöthigt, die Combinationsregelu zuvör- 
derst für die primitive Ableitung und Bezeichnung aufzusuchen, und nachher 
sämmtliche auf die Skalenoe'der bezügliche Regeln in die Sprache der secnn- 
dären Ableitung zu übersetzen. 

§• 138. Theorie der rhomboedrischen Combinationen bei 
Anwendung der primitiven Bezeichnung. 

Die Theorie der binären rhomboedrischen Combinationen beroht auf den 

p m'Pn' 

Combinationsgesetzen zweier Skalenoe'der-^ und —^ — , für welche wir 

jedoch, wie fnr alle hemi^'driscfaen Formen, die zweifache Stellung zu berück- 
sichtigen haben. Die Verhältnisse, unter denen sich zwei SkalenotMer com- 
biniren können, werden aber wesentlich durch die gegenseitige Lage 
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ihrer gleicboaoiigen Kanten bestimmt, welche wiederum von gewissen 
Winkein abhäogig ist. Bezeichnen wir nämlich in irgend einem Skalenoeder 

— ^ den Neigungswiokel 

der längeren Pelkante zur Hauptaxe mit o, 
der kürzeren Polkante zur Hauptaxe mit /?, und 
der Hittelkante gegen die Basis mit y^ 
so bestimmen sich die Cotangenten dieser Winkel, wie folgt : 

cota = — ^—7^ — , 

jMa(2— n) 

Bezeichnen wir eben so in dem zweiten Skalenoäder — » — die analogen Win- 
kel mit a^ ß' und /, so gellen für die Cotangenteii dieser Winkel diesel- 
ben Werthe mit m und »', statt mit m und n. Die Veränderungen aber, 
welche das vorwaltende Skalenoeder durch die Flächen des untergeonhieten 
erleiden kann, bestimmen sich wesentlich durch die Verhältnisse dieser bei- 
derseitigen Winkel. 

I. Befinden sich nämlich beide Formen in gleicher oder analoger 
Stellung, dann sind folgende sechs Combindüons-Erscheinungen möglich ; die 

vorherrschende Form it— «— erleidet durch die untergeordnete Form ± — = — : 

1. eine Zuschärfung der längeren oder stumpferen Polkanten, weiin a^=ia^ 
nnd/?'>/?5 

2. eine Zuschärfung der kürzeren oder schärferen Polkanten, wenn /^=/9, 
und a >'a\ 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, wenn / ^ /, nnd a <,a\ 

4. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn a > a, und /?'>/?; 

5. eine Zuschärfung der Mittelecke, bei welcher die Zuschärftingsiächen 
auf die stumpferen^ Polkanten und die Mittelkanten aufgesetzt sind, wenn 
a < a, und y >y\ 

6. eine Zuschärfung der Mittelecke, bei welcher die Zuscbärfungsflächen 
auf die schärferen Polkanten und die Mittelkanten aufgesetzt siAd, wenn 
/?'</?, und /< y. 

n. Befinden sich dagegen beide Formen in verwendeter oder anti- 
loger Stellung, dann sind nur folgende drei Fälle möglich; die vorherr- 
schende Form ±-A- erleidet durch die untergeordnete Form x -^ — : 

7. eine Zuschärfung der schärferen Potkanten, weim a' = /?, und /9' > a ; 

8. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn a > ß^ und /}' > a ; 

9. eine Zuschärfung der Mittelecke, bei welcher die Zuscbärfungsflächen 

15* 
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auf die schärfereo Polkanten und die Mittelkanten aufgesetzt «nd, wenn 

Nun ei^ebt sich aber aus den oben mitgetheilten Werthen der CotangeDlen 
dieser Winkel, dass 
bei gleicher oder analoger Stellung beider Formen : 

a > = < a, Wenn— ^^-7 — ^ < = > -^ , 

n n 



^ w ^ a m'(2n — 1) ^ ^ «(2«— 1) 

/f > = </?, wenn— ^— j^ ^ < = > -^— — - , 

n H; 

y > = < y, wenn— i-7 — - < = > — ^^ ; 



n n 

bei verwendeter oder antiloger Stellung beider Formen : 

a > = < ^, wenn — ^— -" < = > -^-— — ^, 

/f > = < a, wenn , — ^ < = > — -^ • 

Substituiren wir diese Bedingungen in die vorstehenden 9 Fälle, so erhalten 
wir folgende, unmittelbar durch die Ableitnngszahlen ausgedruckten Combi* 
nationsregeln ; 

I. Bei analoger Stellung bildet — ^ an — ^ : 

i. eine Zttschärfung der stumpferen Polkanten, wenn — ^^ — ^ — ^ = 

iw(»+l) . m'(2«'— 1) ^»i(2«-l) ... ... 

— ^^ ^ , und — ^ — j < — ^ ^ , woraus sich denn ergiebt, dass 

n n n 

auch m < m, und »' < n sein muss ; 

2. eine Zuschärfung der schärferen Polkanten, wenn — - — -, — = 

— ' , und — ^— j — - < — ' , woraus sich ergiebt , dass 

n n fi 

m' <m und n' > n sein muss; 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, wenn — ^— , — -s= — i i, 

und — ^—, — ^>--^ -f woraus zugleich folgt, dassfli'>m, und 

n n 

n'^n sein^muss; 

4. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn — - — j — ~< 

— , und — - — j < — ^ , woraus folgt , dass w' < « 

n n n 

sein muss, während n und n verschiedene Verhältnisse haben können; 

sind die Combinationskanten horizontal, so ist n =s n, und sind sie par- 

„ - - _.. „ . . wi (2—1» ) iw(2— «) 
allel den Mittelkanten, so ist — ^^ — -, — - == — ^ ' : 
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5. eiDe Zaschärfung der Miltelecke, die Zaschärfungsfläcben auf die 

stumpfereo Polkanten gesetzt, wenn — ^^ — -, — ^>-^ ^, und 

n n^ 

-, — ' < \ sind die heteropolaren CombinatioDskanten bo- 

n n 

rizoDtal, so ist n ss n, und sind sie parallel den scbärferen Polkanten, 

. ^ m'(2n -1) »i(2«-l) 

so ist — ^ — -, = ; 

n n 

6. eine Zaschärfong der Mittetecke, die Zasebärfnngsfläcben auf die 
schärferen Polkanten aufgesetzt , wenn — ^ — ? > — — ^— ^ , und 



n n 



-^—7 — - > -^ ; sind die beteropolaren Combinationskanten par- 



n n 



allel den stumpferen Polkanten , so ist — - — , — ^ = 1\ 

^ n n 

II. Bei antiloger Stellung bildet qp — ^— an ±— ^ : 

7. eine Zuschärfung der schärferen Polkanten, wenn' — ^ — , — ^F= 

n 

jw(2w-I) .m'(2«-l) ^m(«+l; 

— ^^ ^- , und • -, — ~ < ^ : 

n n n 

8. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn — - — > — ^< 

n 

_ , und -, <; ^ 5 

9. eine Zuschärfung der Mittelecke, wenn — ^^ — ; — - > — ; sind 

n n 

die heteropolaren Combinationskanten parallel den sturopferen Polkanten 

wP« m'(2«'— l) m(n-^\\ 

von — s- , so ist — ^^- , T =s — ^ ' . 

2 w n 

§. 139. Theorie der rhomboedrischen Combinalionen bei 
Anwendung der secundären Bezeichnung. 

Wollen wir die im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Resultate in 
die Zeichensprache der secundären Ableitung übersetzen, so haben wir, 

weil allgemein dem Zeichen mR» das Zeichen m/tP entspricht , durch- 

«-hl 

gängig mn und nin statt m und in', so wie und -t — r statt » und n zu 

setzen; dann erhalten wir für die Gombinationen zweier Skalenoe'der mBn 
und mYlkn folgende Bedingungen : 
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bei gleicher oder analoger Stellung beider Formen ist 
a "^ = ^a^ wenn ///(3/i'-*-l) < = > m(3//+l)y 
ß'> = <ß, wenn ^'(Sä'-I) < = > iw(3;i— 1), 
y > = < y, wenn w' > = < m ; 

bei verwendeter oder antiloger Stellung beider Formen ist 
«>*=</?, wenn m'(3n +1) < = > m(37i— 1), 
/?'> = <«, wenn w'(3/i'— 1) < = > iw(3«-i-l). 
Aus diesen Bedingungen ergeben sich folgende Regeln : 

I. Bei analoger Stellung bildet mRn an »iRn: 

1. eine Zuschärfung der stumpferen Polkanten, wenn m'(3;i'-i-l) = 
in(3i>+l), fn > »i, und «'<//: 

2. eine Zuschärfung der schärferen Polkanten, wenn m\3fi^l) = 
»i(3«— 1), »i' < iw, und «' > w ; 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, wenn tn =m und n >n; 

4. eine sechsflächige Zuspitzung der Po lecke, wenn m\3it'+l) < 
m(3n-i-l), und m\3n—l) < i7i(3n— 1), also auch niti <^mn\ sind 
dabei die Combinationskanten h orizon tal , so ist n ^^n^ sind sie par- 
allel den Mittelkanten von mlbi, so ist m ^s^m\ 

5. eine Zuschärfung der Mittelecke, die Zuschärfungsflächen auf 
die stumpferen Polkanten und die Mittelkanten aufgesetzt, wcdd 
i»'(3;i'-l-l) > »i(3;i+l), nQdivi'>i»; sind dabei die heteropolaren 
Combinatiohskanten horizontal, so ist vi = n, sind sie parallel den schär- 
feren Polkanten von itiR^, so ist fn'(3» — l)=sm(3;i— 1); 

6. eine Zuschärfung der Mittelecke, die Zuschärfungsflächen auf die 
schär feren Polkanten und die Mittelkanten aufgesetzt, wenn in'(3n'— 1) 
> in(3;i— 1), und»i'<m, also n"^n\ sind dabei die Combinatioos- 
kanten den stumpferen Polkanten von mSin parallel, so ist xa'(3ii'+lj 
= iw(3«-h1). 

II. Bei antiloger Stellung bildet r^m'fbi' an ±//}R/i: 

7. eine Zuschärfung der schärferen Polkanten, wenn J9i'(3»'+1; = 
i»(3ii— 1); 

8. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn m'(3it'-i-l) < 
i»(3»— 1); 

9. eine Zuschärfung der Mitte lecke, wenn in'(3n'+i) >m(3n— 1), 
und zwar sind die Combinationskanten den stumpferen Polkanten von 
vnSin parallel, wenn iw'(3»'— 1) = in(3/?+l). 

§.140. Combinationen eines vorherrschenden Skalenoeders 

inlu}* 

Da rhomboedrische Combinationen überhaupt sehr häufig vorkommen, 
und da der Calcit oder Kalkspath, diese so verbreitete Species des Mineral- 
reiches, durch eine ganz ausserordentliche Manchfaltigkeit der CombinalioDen 
ausgezeichnet ist, so wollen wir die aufgefundenen allgemeinen Regeln aus- 
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nabmswaise für die Combinationen der drei wichtigsten Arten tod Fennen, 
oämlich der Skalenoeder, der RhomboiSder und der Denteropyramiden in be- 
sondere Anwendung bringen. 

Combinationen eines vorherrschenden Skalen Orders mRn; 

1. Mit einem untergeordneten SkalenocSder m'Rn'; diese Form bildet 
die im vorhergehenden Paragraphen aufgeführten Hodificationen. 

2. Mit einem untergeordneten Rhomboeder m'R ; ein solches bildet 

A. Bei gleicher Stellung, welche daran erkannt wird, dass seine Flä- 
chen auf die stumpferen Polkanten von mlbi aufgesetzt sind, 

a. eine Abstumpfung dieser Polkanten, wenn in = ^m(3;i-i-l), 

b. eine dreiflächige Zuspitzung der Polecke, • . • < 

c. eine Abstumpfung der Mittelecke, • • • > 

Im Falle b erscheinen die Zuspitzungsflächen als Rhomben, wenn W = m, 
und im Falle c sind die Combinationskanten den schärferen Polkanten von 
mRn parallel, wenn m' = }m(^n—l)* 

B. Bei verwendeter Stellung, welche daran erkannt wird, dass die 
Flächen des Rhomboeders auf die schärferen Polkanten des Skale* 
noeders aufgesetzt sind, 

a. eine Abstumpfung dieser Polkanten, wenn m's=im(3n^l) 

b. eine dreiflächige Zuspitzung der Polecke ... < 

c. eine Abstumpfung der Mittelecke, ... > 

Im Falle c sind die Combinationskanten den stumpferen Polkanten des Skale- 
noeders parallel, wenn in'=:^»i(3i}+l). 

3. Mit einer untergeordneten Deuteropyramide i'/i'P2; die Flächen 
dieser Pyramide liegen immer paarweise an den schärferen Polkanten 
des Skalenoe'ders, und bilden : 

a. eine Zuschärfung dieser Polkanten, wenn »i's=|oi(3n^l), 

b. eine sechsfl. Zuspitzung der Polecke, .... < 

c. eine Zuschärfung der Mittelecke, .... > 

4. Mit einem untei^eordneten dihexagonalen Prisma c»Rii' ; die Flä- 
chen desselben sind auf die Mittelkanten des SkalenoMers aufgesetzt, 
und bilden Zuschärfiingen der Mittelecke mit verticalen Zuschärfungs- 
kanten ; die heteropolaren Combinationskanten werden horizontal, wenn 
n ^«. 

5. Das Protoprisma ooR bildet eine Abstumpfung der Mittelecke, 

6. Das Deuteroprisma ooP2 bildet eine Abstumpfung der Mittelkanten, 

7. Das Pinakoid OR bildet eine Abstumpfung der Polecke. 

§. 141. Combinationen eines vorherrschenden 

Rhombofe'ders mR. 

1. Mit einem untergeordneten Skalenoeder m'Rii'; 
A. Bei gleicher Stellung, welche daran erkannt wird, dass die schär- 
feren Polkanten des Skalenoeders über die Polkanten des Rhomboi^- 
ders fallen, bilden die Flächen desselben - 
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a. eine Zaschärfung der Polkanten, wenn m'<ifi, und ifH(3n — i)=mt 

b. eine secfasfl. Zuspitzung der Polecke <m, 

c. eine Zuschärfung der Mitlelecke, die 

Znschärfungsfl.auf die Polk. gesetzt, >iii, 

d.eine Zuschärfung der Mittelkanten, wenn m =^m^ 
e. eine Zuschärfung der Mittelecke, die 
Zuschärfungsflächen auf die Miltelk. 
und geneigten Diagonalen aufgesetzt, wenn i7i'>ot. 
Im Falle c werden die Combinatienskanten den geneigten Diagonalen der 
Rhomboederflächen parallel, wenn ^iii'(3;2'+l)=in ist. 

B. Bei verwendeter Stellung, welche daran erkannt wird, dass die 
stumpferen Polkanten des Skalenoeders über die Polkanten des 
Rhomboeders fallen, bilden die Flächen von ^m^n 

a. eine Zuschärfung der Polkanten, wenn ^m'(3ii'-i-l) s= m, 

b. eine sechsfl. Zuspitzung der Polecke, < m» 

c. eine Zuschärfung der Mtttelecke, > m. 

Im letzteren Falle werden die Combinatienskanten den geneigten Diagonalen 
der Rhomboederflächen parallel, wenn ^ni'(in—V)^=m. 

2. Mit einem untergeordneten zweiten Rhomboeder m'R. 

A. Bei gleicher Stellung sind die Flächen von m'R auf die Flächen 
von iTfR mit horizontalen Conibinationskauten aufgesetzt, und bilden 

a. eine dreifl. Zuspitzung der Polecke, wenn m < m, 

b. eine Abstumpfung der Miltelecke > m. 

B. Bei verwendeter Stellung sind die Flächen von — m'R auf die 
Polkanten von mR aufgesetzt und bilden 

a. eine Abstumpfung der Polkanten, wenn m ss^m^ 

b. eine dreifl. Zuspitzung der Polecke, < • • 9 

c. eine Abstumpfung der Mittelecke, > • - 

Im letzteren Falle werden die heteropolaren Combinatienskanten den geneig- 
ten Diagonalen der Flächen von mR parallel, wenn m = 2m. 

3. Mit einer untergeordneten Deuteropyramide mP2; die Flächen der- 
selben sind immer paarweise auf die Polkanten des Rhomboeders aufge- 
setzt, und bilden 

a. eine Zuschärfung der Polkanten, wenn tn := |m, 

b. eine sechsfl. Zuspitzung der Polecke, .... < . . , 

c. eine Zuschärfung der Mittelecke, .... > . . . 

Im letzteren Falle werden die heteropolaren Combinatienskanten den geneig- 
ten Diagonalen der Flächen von mR parallel, wenn m = f m. 

4. Jedes dihexagonale Prisma ooRa bildet eine Zuschärfung der Mit- 
telecke, bei welcher die Zuschärfungsflächen auf die Mittelkanten aufge- 
setzt und die Zuschärfungskanten vertical sind. 

5. Das Protoprisma ooR bildet eine verticale Abstumpfung der Mit- 
telecke. 

6. Das Deuteroprisma ooF2 bildet eine Abstumpfung der Mittelkanten. 

7. Das Pinakoid OR bildet eine Abstumpfung der Polecke. 
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§. 142. GoDibinationen einer vorherrschenden Deatero- 

pyramide mP2. 

Die Ambiguitat der Stellung der Skalenoeder und Rhomboeder ist ohne 
Einfluss, weil die Deuteropyramiden in den rhomboedrischen Rrystallreihen 
vollständig ausgebildet sind ; die Combinationen sind folgende : 

1. Mit einem Skalenocfder m'R»'; die Flächen dieser Form liegen immer 
paarweise an den abwechselnden Polkanten der Deuteropyramide, und 
bilden 

a. eine Zuschärfong dieser Polkanten, wenn -l^m^S/t'+l) £= m, 

b. eine sechsfl. Zuspitzung der Polecke, < • • 

c. eine Zuschärfung der Mittelecke, > « • 

Im Falle c werden die heteropolaren Combinationskanten parallel den übrigen 
Polkanten der Pyramide, wenn |ot'(3ii'— 1)s=ir, dagegen parallel den Hö- 
henlinien der Pyramidenflächen, wenn tnn = m. 

2. Mit einem Rhomboeder m'R; die Flächen des Rhomboc^ders sind immer 
auf die abwechselnden Polkanten der Deuteropyramide aufgesetzt, und bilden 

a. eine Abstumpfung dieser Polkanten, wenn fn'=fm, 

b. eine dreiO. Zuspitzung der Polecke, ....<.. 

c. eine Abstumpfung der Mittelecke, .... > . . 

Im letzteren Falle sind die heteropolaren Combinationskanten entweder den 
übrigen Polkanten, oder den Höhenlinien der Pyramidenflächen parallel, je 
nachdem m'=:|77i, oder =m ist. 

3. Mit einer zweiten Deuteropyramide m'P2 : dieselbe bildet 

a. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn tn < m, 

b. eine Zuschärfung der Mittelkanten, > • . • 

4. Mit einem dihexagonalen Prisma ooP/t; sie bildet verticale Zuschär- 
fungen der Mittelecke, die Zuschärfungsflächen auf die Mittelkanten auf- 
gesetzt. 

5. Das Protop risma ooR bildet verticale Abstumpfungen der Mittelecke. 

6. Das Deuteroprisma ooP2 bildet verticale Abstumpfungen der Mit- 
telkanten. 

7. Das Pi nakoid OR bildet Abstumpfungen der Polecke. 

Mittels dieser, in den §§. 140 bis 142 enthaltenen Regeln, und mittels der in 
den §§. 147 bis 150 folgenden Zonenlehre wird man die meisten rhomboedri- 
schen Combinationen zu entwickeln vermögen, soweit deren Entwickelung 
überhaupt von Messungen unabhängig ist. 

$ied)0t^0 CapttH. 
Zonenlehre des Hexagonalsystems. 

§.143. Allgemeine Bemerkung. 

Wenn uns im Hexagonalsysteme irgend eine Zone !durch zwei Flächen 
F' nnd F" gegeben ist, so können in Bezug auf die relative Lage dieser Flä- 
chen folgende zwei Fälle Statt finden : 
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1. die beiden Fiäcben liegten über elDem and demselbea Sextanten, oder 
aach über zwei Gegensextanien der Basis ; 

2. die beiden Flächen liegen über zwei Nebensextanten oder auch über 
zwei Nachbarsextanten der Basis. 

Im ersten Falle können wir uns den Sextanten, oder die beiden Sex- 
tanten, in welchen die Flächen liegen, zwischen den Axen der y und x ein- 
geschlossen denken, demgemäss beide Flächen auf diese Axen beziehen, 
und die Zonengleichung aus ihren Parametern unmittelbar ableiten. 

Im zweiten Falle, da die Flächen in Nebensextanten oder Nachbarsex- 
tanten liegen, werden wir immer den einen Sextanten als den der y und s 
betrachten können, worauf denn der Nebensctxtant entweder von den Halb- 
axen der ;^. und v, oder von den Halbaxen der y und — t^, der Nachbar- 
sextant dagegen entweder von den Halbaxen der —y und u, oder von den 
Halbaxen der —s und —u eingeschlossen sein wird. In allea diesen Fällen 
wird zuvörderst die repräsentative Gleichung derjenigen Fläche, welche, ver- 
möge ihrer Lage, von der Axe der u abhängig ist, nach §.114 calculativ zu 
machen sein, bevor man zur Bestimmung der Zonengleichung und zur Ent- 
wickelung der Zone verschreiten kann, bei welcher zunächst immer das sub- 
sidiarisch eingeführte trimetrische Axensystem der j?, y und s festzu- 
halten ist« Da nun aber die Resultate dieser Entwickelung wiederum in 
einer der Ableitung und Bezeichnung entsprechenden Weise, und folglich in 
Bezug auf das tetrametrische Axensystem dargestellt werden müssen, so 
werden die für irgend eine tautozonale Fläche in den Axen der y und z ge- 
fundenen Parameter nur dann ohne weiteres auch als die gesuchten reprä- 
sentativen Parameter gelten können, wenn sie beide entweder positiv, 
oder beide negativ sind, nnd wenn keiner derselben > 2 ist. Sind aber diese 
Parameter mit entgegengesetzten Vorzeichen gefunden worden, oder ist einer 
derselben > 2, so muss derjenige Parameter, welcher > 2, oder überhaupt, 
welcher grösser als der andere ist, mit einem in die Axe der u fallenden Pa- 
rameter verlauscht werden, um die betreffende Fläche nach ihrem wahren 
krystallographischen Zeichen darstellen zu können. 

Auch die Bestimmung der Tangente des Neigungswinkels tautozoualer 
Flächen kann natürlich zunächst nur in Bezug auf das subsidiarisch einge- 
führte trimetrische Axensystem gegeben werden. Will man daher für je 
zwei tautozonale Flächen F und F* von der sogleich mitzutheilenden Formel 
für tang^ Gebrauch machen, so ist ihre Lage sorgfältig zu berücksichtigen, 
und für den Fall, dass eine derselben von der Axe der u abhängig sein sollte, 
ihre Gleichung nach §. 114 zu transformiren, um statt ihres repräsentativen 
Parameters in der Axe der u^ ihren calculativen, in der Axe der y oder s ge- 
legenen Parameter zu finden, mit welchem allein die Rechnung bequem aus- 
geführt werden kann. 

Jedenfalla aber müssen wir den allgemeinen Ausdruck von tang^ in der- 
jenigen Form aufsuchen, welche ihm für das Hexagonalsystem, unter Vor- 
aossetzung des calculativen trimetrischen Axensystems, zukommt. Zu dem 
Ende gehen wir von dem in §.42 (S. 56) mitgetheilten Ausdrucke von tang^ 
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aas, welcher sich so, wie er dort sieht, auf ein triklim^drisches Axeosysteni 
bezieht, und setzen darin 

a=GOP, /y=90^, y=90", 
aus welchen Winkeln folgt, dass die in diesem Ausdrucke vorkommenden 
Grössen u4\ B' und €' die Werthe 

^' = ^, 5' = 0, C' = 
haben. Führen wir diese Werthe ein, so wird 

tang#r - 2aa'(2W-h2or'-*c'-i'c)-i-3**W 
worin if, N und R die Coefficienten der Zonengleichung bedeuten, welche 
durch kfi^ kv und k(( ersetzt werden können, daher sich denn auch 

langer - 2^fl'(2*A'H.2i?c'-*c'-Ä'c)+3Aycc 
schreiben lässt, wobei für k einer der drei Werthe — , — oder — zu be- 
nutzen ist. 

A D m . Die Rationalitat des Verhältnisses der Tangenten tautezonaler 
Kanten wird nach S. 57 nnr dann gewährleistet sein, wenn das Prodnet bc einen 
rationalen Werlh hat. Dies» ist aber immer der Fall, weil die in den Nebcn- 
axen liegenden beiden Gnindparameter b und c einander gleich sind. Folglich 
müssen auch im Hexagonalsysteme die Tangenten aller Kanten einer und der- 
selben Zone zu einander in rationalen Verhältnissen stehen. 

Wir schreiten nun zur Betrachtung der wichtigsten von denjenigen Zo- 
nen, welche in den holoödrischen Corobinationen hervorzutreten pflegen, 
um daon noch den Zonen der Skalenoeder unsere Aufmerksamkeit zuzuwen- 
den, welche bei der Häufigkeit der rhombocidrischen Combinationen nicht 
übergangen werden können. Dabei versteht es sich jedoch von selbst, dass 
alle diese Zonen mehr oder weniger eine ganz allgemeine Geltung haben, und 
völlig unabhängig von der besonderen Ausbildungsweise des Krystallsyslems 
sind. 

A. Wichtigste leueu in den htltedrisckeu Cembbuititiei. 

§.,144. Zonen der Axen. 

Die wichtigsten Zonen des Hexagonalsystems sind dieselben, welche wir 
in §. 106 für das Tetragonalsystem kennen gelernt haben, also 

a. die Hauptazenzone, 

b. die drei Nebenaxenzonen, 

c. die drei Zwischenaxenzonen, 

d. die sechs Polkantenzonen einer Protopyramide mP, und 

e. die sechs Diagonaizonen einer solchen Pyramide. 

Alle diese und noch viele andere Zonen lassen sich als besondere Fälle 
der Kantenzonen irgend einer dihexagonalen Pyramide betrachten, durch 
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deren Erdrieraog daher die Zoneniehre in der grössten AUgemeinheil zu be- 
gründen sein würde. An gegenwärtigem Orte beschränken wir nns jedoch 
auf die Betrachtang der fünf genannten besonderen Zonen. 

a. Die Hauptaxenzone ist diejenige einzige Zone, deren Flächen 
der Hauptaxe parallel sind ; sie begreift demnach sämmtliche Prismen, oder 
alle ooPn, nebst cx>P und cx>P2, darch deren Flächen sie in horizontaler 
Richtung um das Axensystem verfolgt werden kann , weshalb sie auch die 
horizontale Zone genannt wird. 

Da die Hauptaxe die Zonenlinie darstellt, so werden die Gleichungen der 
letzteren y = 0, und ;:? = 0, 

woraus sich denn ergiebt, dass in den allgemeinen Gleichungen der Zonen- 
linie (S. 47) fi = oo, V = und ^ = zu setzen ist. Da nun auch zugleich 
a und a unendlich gross sind , so erhält die Tangente des Neigungswinkels 
zweier tautozonaler Flächen F und F' den Werth 

in welchen man nur die den Flächen entsprechenden (calculativen) Werthe 
der Parameter 6, c, b' und c' einzusetzen braucht, um den gesuchten Nei- 
gungswinkel zu finden. 

b. Die Nebenaxenzonen sind diejenigen Zonen, deren Flächen einer 
der Nebenaxen parallel sind, weshalb es denn drei dergleichen Zonen giebt, 
welche man auch die verticalen Zonen des ersten Prismas genannt hat, weil 
sie in verticaler Richtung über die Flächen des Protoprismas verfolgt werden 
können. Nehmen wir an, die Axe der u sei die Zonenlinie, wodurch wir den 
Vortheil gewinnen, mit unserer Betrachtung innerhalb des Sextanten (jfs) zn 
verbleiben, so werden die Gleichungen dieser Zonenlinie 

07 = 0, und y -I- ^ = 0. 
Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen (S. 47), so ergiebt 
sich, dass /i=sO und ^ = — v sein muss, woraus denn die Zonengleich ung 

-T =0, oderA = c 

c 
folgt. Da wir nun nach §. 116, bei Gleichheit der beiden Parameter b und c, 
stets voraussetzen, dass sie den Werth 1 haben, so werden auch nur solche 
Formen, welche unter dem allgemeinen Zeichen mP enthalten sind, Flächen 
in die Zone liefern können ; also die sämmtlichen Protopyramiden, das Pina- 
koid und das Protoprisma, überhaupt alle Formen der Grundreihe, wie diess 
auch unmittelbar aus der Lage ihrer Flächen gefolgert werden kann. 

Um die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tautozonaler Flä- 
chen zu finden, haben wir in dem allgemeinen Ausdrucke von tang^ (S. 235) 

ZV 
die Werthe von fi^ y, ^, so wie statt k den Werth ^ 'anzusetzen, wodurch 

zunächst 

™_ 2bb'(ca^c a) Y3 

^^^ " 2aa'(2*A'+2cc'-*c'-A'c)+3M'cc' 
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erhalten wird. Da nun aber für sämmtiiche Flachen der Zone die Bedingung 
b=:cssi gilt, so reducirt sich dieser Ausdruck auf 

^'^^T^+S "" 4i«mV+3 
welche Werthe unter Berücksichtigung der Vorzeichen von a und a'j oder m 
und m' zu benutzen sind. 

c. Die Zwischenaxenzonen sind diejenigen Zonen, deren Flächen 
einer der Zwischenaxen parallel sind, weshalb es denn drei solcher Zonen 
giebt, welche man auch die verticalen Zonen des zweiten Prismas genannt 
hat, weil sie sich in verticaler Richtung über die Flächen des Deuteroprismas 
verfolgen lassen. Wäblen wir die im Sextanten (uz) liegende Zwischenaxe 
zur Zonenlinie, so werden die Gleichungen derselben 

d;s=0, und u — j^sO, oder, nach §. 114, 

ojäO, und^-i-ö=0 

Vergleichen wir diese Gleichungen mit den allgemeinen Gleichungen (S. 47), 
so ergiebi sich, dass ju =s 0, und ^ s= -* 2y sein muss, woraus denn die Zo- 

nengleichung 

1 2 

1 =0, oder CSS 26 

c 

folgt. Da nun 6, als der kleinste Parameter, den Vi^erth 1 hat, so folgt, dass 
der andere Parameter den Maximumwerth 2 haben muss, und dass also der 
Zone nur solche Formen tributär werden können, welche unter dem allge- 
meinen Zeichen mP2 enthalten sind ; also sämmtiiche Deuteropyramiden, das 
Deuteroprisma und das Pinakoid, überhaupt alle Formen der Gränzreihe, wie 
solches unmittelbar aus der Lage ihrer Flächen erschlossen werden kann. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tautozonaler Flächen 
folgt aus dem allgemeinen Ausdrucke von UmgfF (S. 235), wenn wir in sel- 
bigem die vorstehenden Werthe von ^, v und ^, so wie statt k den Vi^erth 

N 

— setzen, zuvörderst in der Form 

y 

m^ ^bb'(ca^ca) 

' ^^^^ " 2aa\2bb'-h2cc'^bc'^ö'c)^Ub'cc' 
welche sich jedoch deshalb, weil für sämmtiiche tautozonale Flächen bss\ 
und c = 2 ist, auf den Ausdruck 

tang^= — 7— T == z:-r-2Ti 
aa -1-1 mm a 4-1 

reducirt, in welchem nur die den beiden Flächen F und F' zukommenden 

Werthe und Vorzeichen von m und m' einzusetzen sind, um den Winkel zu 

erhalten. 

§. 145. Polkantenzone der Pyramide mP. 

Die Polkantenzonen der Prolopyramide mP sind diejenigen Zonen, deren 
Flächen einer Polkante dieser Pyramide parallel liegen ; da nun je zwei sol- 
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eher Kanten einander parallel sind, so giebt es überhaupt sechs dergleichen 
Zonen. Wählen wir diejenige Polkante, welche die positiven Halbaxen der 
X und X verbindet, zur Zonenlinie, so werden die Gleichungen der letzteren 

^ =r 0, und — + « = 0, 
ma 

und vergleichen wir diese Gleichungen mit den allgeneinen Gleichungen der 

Zonenlinie (S. 47), so folgt, dass 

tt = jiia, v = 0, ^Ä — 1 

sein muss, woraus sich denn die Zonengleichung 

=0, oder iwac = a, oder auch mc ä m' 

a c 

ergiebt, weil jede andere Form unter dem Zeichen viVn gedacht werden 
kann. Nun kann c, oder der in der Axe der js liegende Parameter, entweder 
= 1, oder = n sein, wobei &, oder der in der Axe der y liegende Parameter, 
im ersten Falle = », im zweiten Falle = 1 ist. Daher werden allgemein 
diejenigen Formen, welche Flächen in die Zone zu liefern vermögen, entwe- 
der unter dem Zeichen mP;?, oder unter dem Zeichen mtifn stehen müssen, 
in welchen m constant ist, n dagegen mit verschiedenen Werthen, und zwar 
in dem Zeichen m9n mit allen Werthen von 1 bis 2, in dem Zeichen mnPn 
mit allen Werthen von 1 bis oo auftreten kann. Sonach werden also für e=l 
nnd & = n die Formen mP2, rri^n und mP, für & =r 1 und c s n zunächst die 
Formen mP, mr^n und 2mP2 Flächen in die Zone liefern können. Im letz- 
teren Falle kann aber n auch > 2 werden, und dann sind die Flächen auf die 

Halbaxe der — tf zu beziehen, in welcher ihnen der Parameter — ^ zukommt: 

folglich gesellen sich zu den vorigen auch noch Formen von dem Zeichen 

nuiP r 9 welchem für i8 s oo das Prisma cx)P entspricht. 

Ueberhaupt also erhalten wir das Resultat, dass 

1. die Deuteropyramide inP2, 

2. die dihexagonalen Pyramiden mPn^ 

3. die Protopyramide mP selbst , 

4. die dihexagonalen Pyramiden mnPn, mit » < 2, 

5. die Denteropyramide 2mP2, 

6. die dihexagonalen Pyramiden mnP ? , mit n > 2, und 

?• das Protoprisma ooP 
diejenigen Formen sind, welche in die Polkantenzone der Pyramide ntP Flä- 
chen zu liefern verminen ; womit denn die allgemeine Entwickelung der Zone 
vollendet ist, welche weiterhin, d. h. jenseits der Fläche des Prismas ooP, 
denselben Cyclus von Formen in umgekehrter Ordnung durchläuft. 

Anm. Da för die Polkantenzone der Grundform i7t=sl ist, so wer- 

PI 
den P2, P«, P, »iPi« mit m > 1 aber < 2, 2P2, mP mit w > 2 , uod 

ooP diejunigeii Formen^ welche Flächen in diese Zone Itefem keimen. Be- 
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kaDDtlieh erUogt diese Zone besonders in der Krystallreibe des Qoarzes eine 
sehr reichhalüge Entwickeinng. 

Um die Tangenle des Neigungswinkels irgend zweier tautozonaler Flä- 
chen F und F' zu finden, dazu haben wir zuvörderst in dem allgemeinen Aus- 
drucke von tang^ (S. 235) die oben stehenden Werthe von /u, v und ^, auch 

für k den Werth — zu setzen, wodurch 

Q 

^ 2ccV*--ay)/3/i»y-fJ 

^^ - 2fla'(2*y+2c7-*c'-*'c)+3**'cc' 
wird. Da aber für sämmtliche Flächen dieser Zone auch die Bedingung 
aasmac, a^^mkc erMlt seia muas, so reducirt sdeb der Audruek d«rch 
Substitution dieser Wertbe von a und a auf 

Bei dem Gebrauche dieser Formel ist zu beachten, dass für jede, einer Form 

mnP—-r angehörige Fläche c nicht ä ^ , sondern & n gesetzt werden 

muss, weil sieh jener Parameter auf die Axe der u bezieht, und daher mit 
dem aequivaienten, in der Axe der z liegenden Parameter zu vertauschen ist. 

Anm. Für die Polkantenzone der Grundform ist ifi = l; will man 
nun den Winkel /^ bestimmeo, welchen irgend eine Flüche dieser Zone mit 
dem dnrch die Zonenlinie gebenden primüren Haopiscbnitte, oder, was dasselbe 
ist, mit der zu der Zone gebffrigen Fliehe des Prismas ooP bildet, so braoeht 
man nur 6' ss 1 , and c ^ oo zu setzen ; dann wird 

Diess giebt z. B. für die so häufigen Flächen von mP , indem man 6=:1, 



— 1 



Qod c^m setzt 



FOr den Qarz ist as 1,1, also a^s= 1,21, daher 
, rwr 2,34 

"^^ — Z^^l 

wonach sich der Winkel leicht berechnen lüsst, den irgend eine der sogenann- 
ten Trapezflflcben mit der anliegenden Fläche des Prismas odP bildet. 



§. 146. Diagonalzonen der Pyramide mP. 

Die Diagonalzonen der Protopyramide mP sind diejenigen Zonen, deren 
Flächen den Höhenlinien oder Diagonalen der Flächen dieser Pyramide paral«* 
lel liegen. Wählen wir die Diagonale derjenigen Fläche, welche in den Sex- 
tanten der positiven y und z fällt, und die Gleichung 
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Uta ^ 
hat, so werden die Gleichungen der Zonenlinie 

y-;:f = 0,undg^+y«0, 

und vergleichen wir diese Gleichungeil mit den allgemeinen Gleichungen der 
Zonenlinie, so ergiebt sich, dass 

fi = 2i»a, y=— 1, ^s--l 
sein muss, woraus die Zonengleichung 

a b e ^ 
folgt. Da nun jede andere Form unter dem allgemeinen Zeichen mVn dai^ 
gestellt werden kann, welchem das Parameter- Verhältniss m'a: »: l entspricht, 
so ist in dieser Gleichung a = m'a, sowie entweder & =s 1 und c ^ ii, oder 
auch umgekehrt b^n und c = 1 zu setzen, wodurch sie jedenfalls 

m n 
wird, und nun für alle diejenigen Flächen unmittelbare Giltigkeit hat, welche 
gleichfalls im Sextanten der +y und +^ liegen ; alle diese Flächen gehören 
daher solchen Formen an, deren Zeichen allgemein 

geschrieben w/erden kann, und welche eine Formenreifae bilden, die mit mV 
beginnt, und mit ^mP% endigt, weil alle Werthe von n zwischen 1 und 2 ent- 
halten sein müssen. 

Für die im Sextanten der -^z und +« liegenden Flächen wird zunächst 

b = -—7 , und c = 1 zu setzen sein, wodurch die Zonengleichung die Form 

2m 2«--l _^ 
m n 

erhält, welcher das allgemeine Zeichen 

entspricht, das uns auf eine Formenreibe verweist, die mit \mP% beginnt, 
und mit 2mP endigt, weil die Werthe von n zwischen 2 und 1 enthalten sein 
müssen. 

Jenseits der Fläche der Pyramide 2mP ist für die fernerweit folgenden 

Flächen der Zone b= —g , und c==n zu setzen, was die Zonengleichung 

2m n— 2 ^^ 

m n 
und das allgemeine Zeichen 

'D ^^ j 2mnn 
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ergiebt, welch« uns auf eine PorneDreihe verweist, die mit 2»? begingt, 
«sd mit ooP2 endigt, weil die Werthe von n zwisohen den Gränzen 1 und 
2 liegen. 

Hiermit ist die Entwirkelnng der Zone erschöpft, wekbe jenseits der 
Fläche des Deuteroprismas durch dieselben Formen in umgekehrter Reihen- 
folge fiNTtsetzt. Ueberhaupt aber lehrt uns diese Entwickelung, dass diejeni- 
gen Flächen, welche in die Diagonalzone einer Protopyramide mP fallen, suc- 
cessiv folgenden Formen angehören : 
1 . der Protopyramide mP selbst, 

3. den dihexagonalen Pyramiden rPn , 

3. der Deuteropyramide tmP2, 

4. den dihezagonalen Pyramiden ^ — ^Pn , 

5. der Protopyramide 2mP, 

6. den dihexagonalen Pyramiden ^ Pit , und 

7. dem Deuteroprisma ooP2. 

A n m. Mit dieser Zone ist auch zugleich die Polkantenzooe der Pyramide 
111P2 bestimmt worden, weil die Polkaote einer jeden Deuteropyramide stets 
dieselbe Lage hat, wie die Hofaenibie oder Diagonale einer Protopyramide von 
•f^ so grosser Axe. Man braocht daher nur io allen vorstehenden Resultaten 
statt m die GrOsse ^m einzusetzen, um die Entwickelung der Polkaotenzone 
von mP2 zu erhalten. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tantozonaler Flächen 

findet sich aus dem allgemeinen Ausdrucke von tang^ (S. 235), durch Sub- 

N 
stitution der oben stehenden Werthe von fi, v und q und des Werthes ~ 

oder — , ' 

f 



IT-. 2tt^(c g-cfl )/3 y4mV-4-3 
iang#f- - 2aa\Ub''h2cc'-bc'-^b'c)'hUb'cc 
welche Formel noch einiger Vereinfachung lahig ist , jedenfalls aber ihrem 
Zwecke entspricht, sobald man nur auf die verschiedenen Werthe von b, r, 
b' und c\ sowie auf die Vorzeichen derselben achtet, wie solche durch die 
Lage der beiden Flächen in diesem oder jenem Sextanten bedingt werden. 



I. Wichtigste Ionen In den rhomhoSdrisehen ComUnationen. 

§. 147. Rantenzonen der Skaleno($der; Zonen der längereu 

n IL A fnPn 

Polkanten von -^ . 

Bei der Wichtigkeit der rhomhoedrischen Combinationen gewinnen auch 
die durch sie bedingten Zonen eine grössere Bedeutung. Als die wichtigsten 

I^aiiBaiiB*$ KrysUllographie. 16 
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derselben stellen sich aber die dreierlei Kantenzonen der Skalenoi^er heraus, 
welche zugleich viele andere Zonen in sieh begreifen, und bisweilen eine 
recht reichhaltige Ausbildung zeigen. Wollen wir nun diese Zonen in ihrer 
ganzen VoUstündigkeit erfassen, so ist es rathsam, bei ihrer Betrachtung 
zuvörderst die primitive Ableitung und Bezeichnung der Skalenois'der zu 
Grunde zu legen, und dann die so gefundenen Resultate für die secundäre Be- 
zeichnung einzurichten. 

Wir denken uns also ein Skalenoeder — w- , und stellen uns die Aufgabe, 

die Zonen seiner dreierlei Kanten, nämlich der längeren Polkanten, der kür- 
zeren Polkanten und der Mittelkanten zu entwickeln. 

Zonen der längeren Pol kanten. Wählen wir die im Sextanten 
(jfz) gelegene Polkante zur Zonenlinie, so werden die Gleichungen derselben 

V — j9 = 0, und — ■■ iY +^==0; 

^ ma(;}+l) ^ 

vergleichen wir diese mit den aligemeinen Gleichungen der Zonenlinie, so 

folgt, dass 

zu setzen ist, daher sich denn die Zonengleichung in der Form 

ma(n+l) 1 ^ _n 
na b c ~' 

herausstellt. Da nun jede Fläche der Zone allgemein auf eine Form m'Vn 
bezogen werden kann, so wird jedenfalls asstm'h zu nehmen sein, während 
b und c mit verschiedenen Werthen einzufuhren sind. 

1. Für alle in den Sextanten (yz) fallende Flächen nämlich kann allgemein 
entweder 6 = 1 und c^sn\ oder b^n und c = l sein; für sie gilt 
daher die Zonengleichung 

-^ — ^— 1 — --7=s0, oder I» Ä --V— iT^ 5 
mn n (» +l)n 

die gesuchten Formen sind allgemein Skalenoffder von analoger Stel- 
lung; da aber auch die Gränz^werthe von n\ nämlich 1 und 2, zu 
berücksichtigen sind, so ergiebt sich, dass 

4Mv M a fl V 

das Rhombo^'der von analoger Stellung aus -^ — >P, 

/in 

die Skalenoeder von analoger Stellung ans -7^7 — Tl—9n\ und 

[n -4-1)» 

die Deuteropvramide s ^P2 

diejenigen drei Arten von Formen sein werden , welche in den ersten 
Sextanten tautozonale Flächen liefern können. 

2. Jenseils der Fläche der Deuteropyramide fsilien die ferneren tautozona- 
len Flächen in den Sextanten der z und u^ in welcher letzteren Halbaxe 
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ihr Parameter n eothaltea ist; daher wird in der Zonengleichung cssl, 

und h 3= -; — T- zu setzen sein, wodurch sich die Ableitungszahi' 
n — 1 



, »i(«+lW 



(2«'— l)» 

bestimmt. Die betreffenden Formen sind allgemein Skaleno^sder von 
an ti loger Stellung; da aber auch die Gränzwerihe ii' = 2, und n^\ 
berücksichtigt werden müssen, so werden überhaupt 

die Deuteropyramide — \ ^P2 , 

die Skalenoe'der von antiloger Stellung aus -f^-i — r--Pn\ und 

das Rhomboeder von antiloger Stellung aus — ^ ^P 

diejenigen Formen sein, welche zunächst in dem Nebensextanien tan- 
tozonale Flächen liefern können. 
3. In demselben Sextanten sind aber auch jenseits der Fläche des Rhom- 
bocSders noch andere tautozonale Flächen möglich, für welche der in 
die Axe der u fallende Parameter = 1, und der in die Axe der z fallende 
Parameter = n ist. Für solche Flächen wird statt des ersteren Para- 

meters der in die Halbaxe der — y fallende Parameter —, — i^ einzufiih- 

ren, und daher in der Zonengleichung 

n —l 
zu setzen sein, wodurch sich die Ableitungszahl 

, lW(«-4-l)»' 
"" = (2-n')n 
bestimmt. Die gesuchten Formen sind allgemein wiederum Skalenoe'der 

von antiloger Stellung mit —^\ weil jedoch auch die Gränzwerihe 

von rl eine Berücksichtigung erfordern, so folgt, dass jenseits der Fläche 

des Rhomboeders von antiloger Stellung aus — ^ ^P, 

n 

die Skalenoi^der von antiloger Stellung aas — ^ — rr— P«'> und 

das Deuteroprisma ooP2 
diejenigen Formen sein werden, welche noch Flächen in die Zone der 

Akt ^V'fttt 

längeren Polkanten von —^ zu liefern vermögen. Jenseits der pris- 
matischen Fläche lässt sich die Zone durch denselben Cyclus von For- 
men in umgekehrter Ordnung weiter verfolgen. 

Anm. Diese Zone ist natfirlich keine andere, als die Zone der secundä- 
ren Polkanten der Pyramide mPn , und folglich fdr n = 1 die Diagonalzone der 

16* 
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Pyramide mP, dakar denn aueb dia vorstaheoden Rasnltata asf dia io §. 146 
gefundenen zorflckkonunen, wenn man in ihnen n s= 1 setzt. « 

§. 148. Fortsetzung: Zonen der kürzeren Polkanten 

mPn 



von 



2 • 

Die Entwickelang der Zone einer kürzeren Polkanle des Skalenoeders 
-Ä- wird auf ganz ähnliche Weise zn geben sein. Nehmen wir an, dieje- 
nige kürzere Polkante, welche die Zonenlinie darstellt, falle in den Sextan- 
ten der positiven y und z^ so wird die repräsentative Gleichung einer ihrer 
beiden Flächen 

l-y = 1, 

wa •' » 

für welche sich nach S. 188 die caiculative Gleichung 

— '^y-^^ ^ = 1 

iwa ^ n 

ei^iebt. Combiniren wir diese Gleichung mit der Gleichung ^ — ;? s 0, als 

der des ersten secundären Hauptschnilts, so erhalten wir die Gleichungen der 

Zonenlinie : 

— 7o i-;"*"y = 0, undv — ^ = 0. 

wa(2«— 1) ^ ^ 

Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen S. 47, so folgt, dass 

i»a(2«r-l) 

f^ = —^- — -, y^-iy e = -l 

sein muss, weshalb sich denn die Zonengleichung in der Form 

»ia(2n— 1) _ l _ 1 _ 
na i c 

herausstellt. Da nun jede andere Form unter dem allgemeinen Zeichen m'Pn 
vorgestellt werden kann, so ist in dieser Gleichung jedenfalls a = m'a zu 
setzen, während sich für b und c versühiedeae Wertbe geltend machen. 

1. Für irgend eine in den ersten Sextanten (yz) fallende Fläche kann 
nämlich allgemein entweder ^ = 1 und c = n\ oder auch b=:n und c =: 1 
sein, was in beiden Fällen dasselbe Resultat, nämlich die Zonengleichung 

w(2yi-l) . 1 _^ 
mn n 

oder die Ableitungszahl 

liefert. Die Form, welcher die Fläche angehört, wird allgemein ein Skale- 
noiSder von antiloger Stellung mit — -r- sein; da jedoch auch die Gränz- 
werthe von n zu berüeksichtigen sind, so werden überhatipt 
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daft Rhombolfder von aotiloger Slellung ans — ^ ^P, 

die Skalenolfder von anliloger Stellung aus -j^, — ^ ^ Pti^, und 

die Deuleropyramide — ^ ^P2 

diejenigen Formen sein, welche im ersten Sextanten tantozonale Flächen lie^ 
fem können. 

2. Die weiterhin, jenseits der Pyramidenfläche folgenden Flächen, welche 
allgemeinSkalenoedern von analoger Stellung angehören werden, fallen 
einerseits in den Nebensexlanten der +y und — t/, in welcher letzteren Ne- 
benaxe anfangs ihr Parameter n liegt, statt dessen der auf die Axe der z be- 
zügliche Parameter einzuführen ist. Für diese Flächen ist also in der Zonen- 
gleichung 



b'=^\, e=z 



n 



zu setzen, woduFch sich die Ableitungszabl 



m = 



(2n— 1)« 
ergiebl; daher werden denn, unter Berücksichtigung der Gränzwerthe von n'y 

abermals die Deuteropyramide ^ ^P2, 

die Skaleno^der von analoger Stellung aus -^^, — pr— Pn', und 

{Zn — \)n 

das Rhomboe'der von analoger Stellung aus — ^^ P 

n 

diejenigen Formen sein, welche zunächst noch Flächen in die Zone liefern. 

3. Die jenseits der Rhombo^'derfläche folgenden tautozonalen Flächen 
endlich, welche abermals allgemein Skalenoedem von analoger Stellung ange* 
hören werden, fallen zwar noch einerseits in den Sextanten der +^ und — u, 
jedoch so, dass sie in der Axe der u ihren Parameter 1, in der Axe dery 
ihren Parameter n haben, weshalb denn für sie slatt des ersten Parameters 
der auf die Halbaxe der — z bezügliche Parameter in Rechnung zu bringen 
ist. Setzen wir also in der Zonengleichung 

b s= « , und c sss j — j- 

n —1 

so bestimmt sich die Ableitungszahl 

und so ergiebt sich, unter Berücksichtigung der Gränzwerthe von n\ dass 
jenseits der Fläche 

des Rhombofe'ders von analoger Stellung aus -^ ^P, 



n 



246 Hexagonalsystem. 

die Skalenoeder von analoger Stellung aas —7s ^,7^P«', aod 

" ^ (Z — n )n 

das Deuteroprisma ooP2 
diejenigen Formen sein werden, welche gleichfalls tautozonale Flächen zu 
liefern vermögen. 

Hiermit ist die Entwickelung der Zone beendigt, welche sich jenseits der 
Fläche des Prismas ooP2 durch dieselben Flächen in umgekehrter Reihenfolge 
weiter fortzieht, und überhaupt, nach viermaliger Durchlaufung derselben 
Flächeureihe in zweimal entgegengesetzter Ordnung auf ihren Anfangspnnct 
zurückkommt. 

§. 149. Fortsetzung; Zonen der Mittelkanten des 

Sil "j ffiPn 

kalenoeders -«— • 

Wählen wir diejenige Mittelkante des Skalenoeders— ^, welche mit der 

positiven Halbaxe der y zum Durchschnitte kommt, zur Zonenlinie, so werden 
die Gleichungen der letzteren 

woraus denn folgt, dass 

n 
und dass sich die Zonengleichung allgemein in der Form 

iwa(2— n) 12^ 

na c 

herausstellt. Da nun jede andere Form unter dem Zeichen m'Vn' gedacht 
werden kann, so ist jedenfalls a = rnsi zu setzen, während sich die Wertbe 
von b und c, nach Maassgabe der Lage der betreffenden Flächen, verschiedeo 
bestimmen. 

1. Für viele Flächen wird & = 1, und c=sn sein, folglich die Ablei- 
tungszahl 

, m(2^n)n 

werden; diese Flächen gehören allgemein Skalenoedem von analoger 
Stellung, für dieGränzwertbe von n aber dem Prisma ooP2 und einem Rhom- 
boMer an, weshalb denn überhaupt 
das Deuteroprisma ooP2, 

die Skalenoöder von analoger Stellung aas -4 >r— P«' und 

das Rhomboeder von analoger Stellung aus — ^^ ^P 

diejenigen Formen sind, welche zunächst Flächen in die Mittelkantenzone 
liefern können. 
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2. Jeoseits der so eben bestimmten RhomboSderfläche folgen andere 
Flächen, für welche anfangs b ssn, und es 1 zu setzen ist, daher sich für 
sie die Ableitungszahl 

bestimmt. Auch diese Flächen gehören noch Skalenogdern von analoger 

fitPfi 

Stellung mit — ^— an, mit Ausnahme der beiden, für welche die Gränzwerthe 
von n gelten, weshalb denn überhaupt 

abermals das analoge Rhomboe'der aus ^P, 

n 

die Skalenoeder von analoger Stellung aus 7^/ — iir^^'y ^^^ 

die Denteropyramide — ^T' ^ P2 
diejenigen Formen werden, welche die nächsten tautozonalen Flächen liefern. 

3. Jenseits der Fläche dieser Deuteropyramide folgen nun noeh die Flä- 
chen anderer Skalenoeder von antiloger Stellung, deren Parameter n in 
die Axe der u Tällt, während ihr Parameter 1 noch in der Axe der » liegt: 

für sie ist also statt n der in die Axe der y fallende Parameter —, — ? einzu- 

fuhren. Setzen wir diesen Werth statt 6, und l stat c in die Zonenglei- 
chung, so bestimmt sich die Ableitungszahl 

M = —7—7 T— ' 

(«+1)» 

aus welcher sich, unter Berücksichtigung der Gränzwerthe von n\ die Folge- 
rung ergiebt, dass 

abermals die Deuteropyramide — ^ -P2, 

die Skalenoä'der von antiloger Stellung aus --^ — j~-^n\ und 

das Rhomboe'der von antiloger Stellung aus — ^-^ — ^P 
diejenigen Formen sind, welche gleichfalls Flächen in die Zone liefern werden. 

Hit dieser Rhomboc^derfläche ist die Entwickelung der Zone vollendet, 
indem solche jenseits derselben in umgekehrter Reihenfolge durch alle be- 
reits bestimmte Flächen bis in eine Fläche von ooP2 zurückläuft, um dann, 
nach nochmaliger Wiederholung derselben Flächenkette, auf ihren Anfangs- 
punct zurück zu gelangen. 
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§• 150. KtntenioneD des SkalenolSders mR», bei Anwendung 

der secundären Bezeicbnong. 

Dem primitiven Zeichen — ^— eines SkalenofSders entspricht nach §. 128 

das secundire Zeichen — ^ ^R;; , und dem secnndaren Zeichen /iRy 

das primitive Zeichen /uvP . Wollen wir alsa die Resultate der vorher- 
gehenden drei Paragraphen so darstellen, wie es die seeundäre Bezeichnung 
erfordert ; so haben wir 

2n 

1. in allen diesen Resultaten mn für m, und = für m zu setzen ; 

«+1 

2. in den dadurch umgestalteten , aber noch immer der primitiven Ablei- 
tung entsprechenden Zeichen mVn der Skalenoeder m » jiiy, und n = 

%v 
' — - zu setzen ; 

durch die erste Substitution wird das gegebene Skalenof^'der ~ä~9 durch 



P»' 



die zweite Substitution wird das gesuchte Skalenoeder — ^ — aufsein 
secundäres Zeichen zurückgeführt. 

A. Zonen der längeren Polkanten des SkalenoSders miRn. 

Die Ableitungszahl ni derjenigen drei Skalenoeder, welche in §. 147 als 
die allgemeinen Resultate der Entwickelung dieser Zonen hervortreten, ist mit 

dem gemeinschaftlichen Factor — ^ behaftet. Setzen wir in diesem Pac- 

2n 
tor mn statt m, und j statt », so verwandelt er sich in 4^m(3»+1), und 

so erhalten wir für die, in die Zone der längeren Polkanten von mRit fallen- 
den drei Skalenoeder zunächst die umgestalteten Zeichen *) : 

2(«'+l) ' ~ 2(2« -1) """^ " "2(2^=7r • 
Setzen wir nun successiv ein jedes dieser Zeichen =/uvP- -^ , so gilt 

zuvörderst für alle drei n'ss — r-, und so bestimmt sich, durch Substitution 

dieses Werthes von n\ 

für das e r s t e Skalenoeder : uv = -Ai — s-^ 

ov+l 



*) Der Deutlichkeit wegeo nod zar Ersparoog des Raames ist der Divisor %, eis 
Zeichen der Hemiedrie, weggelasseo worden. 
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für das z w e i ( e Skaleno^'der : uv = —^L _L 

iy— l 

für das dritte Skalenoi^er: /uya i48(3»-«-l)y 

Da nun aber das Zeichen fAyP< — - mit dem secundären Zeichen /uRi^ aequi- 

valent ist, so gelangen wir, indem wir n statt v schreiben, und die Gränz- 
werthe dieses n\ weiche 1 und oo sind, sogleich mit berücksichtigen, auf 
folgende Eutwickeluog. 

Die Zone der längeren Polkante von niRn geht dnrch eine Fläche 
des Rhombo($ders :{:m(3ii+l)R, 

der Skalenoä'der —^—, — r^R»', einschliesslich niRn, 

3« -4-1 

der Deuteropyramide f m(3n+l)P2, 

der Skalenoöder - ^^1±^l{f^, 

6n — 1 

des Rhonibo^'ders ^^in(3;t-4-l)R, 

der Skalenofe'der — j^»i(3n-4-l)R^' und » 

des Deuteroprismas ooP2. 

B. Zonen der kürzeren Polkanten des Skalenoeders mR». 

Die Ableitungszahl m derjenigen drei Skalenoeder, welche in §. 148 als 

die allgemeinen Resultate der Entwickelung dieser Zonen hervortreten , ist 

2«— 1 

mit dem gemeinschaftlichen Factor behaftet. Setzen wir in diesem 

Factor mn statt w, und r statt n, so verwandelt er sich in ^m(in^\\ 

und so erhalten wir für die, in die Zone der kürzeren Polkauten von wKn 
lalleuden drei Skalenoeder zunächst die umgestalteten Zeichen : 

ffl(3;i^iy m(Zn^\)n ^^, . »»(3»— IKp / 

--2]^7TTr^ ' 'W^r^ ^ 2(2-//) ^^- 

2v 
Setzen wir nun abermals ein jedes dieser Zeichen =/cvP — |, und ver- 
fahren wir übrigens ganz so wie vorher, so gelangen wir endlich auf folgende 
Entwickelung : 

Die Zone der kürzeren Polkante von mKn geht durch eine Fläche 
des Rhomboeders — j^w(3ii— 1)R, 

der Skalenoeder .i-> — f-R'«' 

o» -4-1 

der Denteropyramide ^i7i(3n— 1)P2, 

der Skalenoeder — i-, -. R»', einschliesslich iwRw, 

6n — l 

des Rhomboi^ders -l^mCSii— 1)R, 

der Skalenoeder \m{in—\)Sbi und 

des Deuteroprismas cx)P2. 
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C. Zonen der Miltelkanlen des Skalenoüders mlbt. 

Die Ableitungszahl m derjenigen drei Skaleno($der, welche in §. 149 als 
die alJgemeinen Resultate der Entwickeinng dieser Zonen hervortreten, ist 

mit dem gemeinschafllich^n Factor — behaftet. Setzen wir in diesem 

n 

2« 

Factor mn statt m^ und . statt n. so verwandelt er sich naturlich in m, 

«4-1 ' 

und so erhalten wir Für die , in die Zone der Mitlelkante des Skalenoeders 
iTiR/? fallenden drei Skalenoe'der zunächst die umgestalteten Zeichen 

mn -j , mn ^ , . mn' „ , 

Z—n 2n —1 n -i-l 

Setzen wir nun wiederum ein jedes dieser Zeichen = uyP — t , und 

y-Hl 

verfahren wir ausserdem ganz so, wie oben unter A, so gelangen wir endlich 

auf folgende Entwickeinng : 

Die Zone der Mittelkante von mRn geht durch je eine Fläche 
des Deuteroprismas ooP2, 
der Skalenof^der mRn', einschliesslich iwRir, 
des Rhombofe'ders mR, 

der Skalenoeder ä-t — r R«'» 

der Deuteropyramide \mV%^ 

der SkalenotSder — «-? — jR^', und 

6n H-l 

des Rbombofe'ders — \mR. 

Wir haben alle drei Zonen nur durch eine von den vier Flächenkelten 
verfolgt, aus denen eigentlich eine jede derselben in ihrer Vollständigkeit be- 
steht, weil sich in den übrigen drei Flächenketten dieselben Flächen, nur in 
umgekehrter Reihenfolge, wiederholen. 

§. 151. Zonen des Rhomboeders i//R. 

An jedem Rhombo^der mR sind besonders die Kantenzonen und die Dia- 
gonalzonen von Wichtigkeit. Die ersteren sind natürlich nur einer Art, 
weil je zwei Polkanten und je zwei Miltelkanten einander parallel laufen; 
unter den Diagonalzonen aber versteht man diejenigen, deren Flächen den 
geneigten Diagonalen der RhomboSderflächen parallel sind ; sie fallen also 
mit den Rantenzonen des Rhomboeders — 2i7iR zusammen. Beide Arten von 
Zonen lassen sich unmittelbar aus denen in §. 150 für die Skalenoeder r/tRii 
gefundenen Resultaten ableiten, indem man n = 1 setzt; denn die Polkanten 
des Rbomboe'ders niR entsprechen den kürzeren Polkanlen , und die Klinodia- 
gonalen seiner Flächen entsprechen den längeren Polkanten des Skalenoe- 
ders mRji. 
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A. Die Kante Dzonen des Rhombofe'ders mR sind zu drei vorhanden, 
und jede derselben besteht ans vier identischen Flächenkelten, welche in ent- 
gegengesetzten Richtungen an einander geschlossen sind. Als die Endglieder 
jeder Rette erscheinen die Abstumpfungsflächen einer Polkante und einer Mit- 
telkante. Jede Kette zerrällt aber wiederum in drei Flächengruppen, welche 
allgemein gewissen Skalenofe'dern angehören , und durch bestimmte singulare 
Flächen von einander getrennt werden. Da die Mittelkanten des Rhombo^- 
ders mR dieselbe Lage haben, wie jene des Skaleno^ders mRji, und da es 
gleichgiltig ist, ob wir die Kantenzonen auf die Polkanten, oder auf die Mit- 
telkanlen beziehen, so ist die Entwickelung dieser Zonen eigentlich schon in 
den, §. 150 unter C stehenden Resultaten gegeben; genau dieselbe Entwicke- 
lang erhalten wir ans den ebendaselbst unter R stehenden Resultaten , wenn 
wir n=s\ setzen. 

Gehen wir also von der Polkante des Rhomboeders aus, so erhalten wir 
folgende Entwickelung: 

Die Kantenzone des Rhomboeders mR geht durch eine Fläche: 
des Rhomboeders — i^nR, 

der SkalenoSder — ^~, — ;,Rji', 

on -4-1 

der Deuteropyramide |mP2, 

der Skalenoeder „-7 — jR«', 

on — 1 

des Rhombociders mR selbst, 

der Skalenoeder mRn\ und 

des Deuteroprismas cx)P2. 

R. Die Diagonalzonen des Rhomboeders «tiR sind ebenfalls zu drei 
vorhanden, deren jede abermals aus vier Ketten besteht, welche in entgegen- 
gesetzter Richtung an einander geschlossen sind $ die Endglieder jeder Kette 
bilden eine Fläche des Rhomboeders niR selbst und eine Fläche des Deutero- 
prismas. Jede Kette zerfällt aber wiederum in drei Gruppen, welche verschie- 
denen Skalenoedern angehören, und durch die Flächen bestimmter singulärer 
Formen getrennt werden. Gehen wir von einer Fläche des Rhomboeders aus, 
so erhalten wir aus denen in §. 150 unter A stehenden Resultaten, indem wir 
jss=l setzen, folgende Entwickelung: 

Die Diagoualzone des Rhomboeders mR geht durch eine Fläche : 
des Rhomboeders mR selbst, 

JL*n 

der Skalenoeder 5-7 — rR»', 

Sn -4-1 

der Deuteropyramide tmP2, 

4111 

der Skalenoeder — «-t — tR^'j 

on —1 

des Rhomboeders -— 2mR, 

der Skalenoeder — 2mRii', und 

des Deuteroprismas ooP2. 
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Wir besobliessen hiermit die Zonenlehre , indem solche durch die mitge- 
theilten Betrachinngen hinreichend erläntert woNen sein dürfte, um auch die 
Entwickelung einer jeden anderen Zone vornehmen zu 



S 
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Transformation der Axen, und Zwillingskrystalle des 

Hezagonalsystems. 

§. 152. Beziehung des Hexagonalsystems auf ein isogonales 

dreizähliges Axensystem. 

Es wurde bereits oben S. 186 erwähnt, dass mehre Krystallographen das 
Hexagonalsystem nicht auf das, in seiner holoe'driachen Ausbildungsweise so 
entschieden angezeigte tetrametrische Axensystem, sondern auf ein schief- 
winkeliges trimetrisches Axensystem beziehen, dessen drei Axen gegen ein- 
ander gleich geneigt und gleich gross, überhaupt vollkommen gleich werthi 
sind. Da diese Ansicht für die Rechnung manche Erleichterung gewährt, und 
von einem so ausgezeichneten Krystallographen wie Miller^ selbst für das 
praktbche Bedürfniss der Mineralogie, in Anwendung gebracht worden ist« 
so verdient sie wohl, etwas näher in Betrachtung gezogen zu werden. 

Um uns dieses Axensystem nach seiner Lage leicht vorstellen zu können, 
dazu bedarf es nur der Bemerkung, dass seine drei Axen allemal den Pol- 
kanten desjenigen Rhomboeders parallel liegen, welches als Grundform 
gewählt worden ist ; in den holoedrischen Krystallreiben, denen freilich die 
Rhombo^'der fehlen , bestimmt daher das aus der Grundpyramide P abzulei- 
tende Rhombofe'der die Lage der Axen. 

Indem wir nun das tetrametrische Axensystem, als das eigentliche 
und ursprünglich gegebene zu Grunde legen, und in solchem ein RhoniboiMler 
der ersten Art, von dem Parameter- Verhältnisse a : 1 : 1, als- diejenige Form 
wählen, deren Flächen die Coordinat-Ebenen des neuen Axensystems liefern 
sollen, so werden wir, durch Anwendung der in §.44 mitgetheiltenRechnang, 
zur Transformation unsers Axensystems ^ und zur Beziehung aller Formen 
auf das nene, isogonal^trimetrische Axensystem gelangen. 

Die drei Flächen F\ F" und F"\ deren Centro-Parallelfläeben die neuea 
Coordinat-Ebenen darstellen, sind also die Flächen des Rhomboeders R, und 
es werden daher die caiculativen Gleichungen dieser Coordinat-Ebenen 

füri?"-+y + ^ = 0, färi?'"--y = 0, für F'" --;5 = 0. 
a a a 

Die Gleichungen ihrer Durchschnittslinien L, L' und L", als der drei neuen 

Axen, bestimmen sich demnach 

rurL f^-y = 0, UDd 1 + ^=0, 

a ^ a 



TriBsformation der Axen. 

a 2 a • 
Piv L" y s= 0, und st ä 0, 

n • a 

woraus sieb denn für die Grössen Jlf, N^ R^ M' u. s. w. (S. 58) die folgen- 
den Werihe ergeben : 

M =a, N =1, R =-2, 
H' =a, N' =-2, R' =1, 
Jf'' = a, iV''=l, Ä"=l. 

Da nun unser ursprungliches Axensystem ein schiefwinkeliges ist, in 
welchem a = 60^ ß^W, y^W, 

so folgt hieraus, nach S. 59, dass für irgend eine, in selbigem durch die Pa- 
rameter II, b und c gegebene Fläche F die in den drei neuen Axen L, L' 
und L" erforderlichen Parameter tfp b^ und c^ die nachstehenden Werthe 
haben müssen : 

_ abcy'?^^ 

* ^ aAc-4-0ii^2aA 

. _ flAc V^a*H-3 
* "" a^c— 2ca+ff& 

_ a4cyi[*+3 
* "" a6c-4-ctf-4-tf6 



Der gemeinschaftliche irrationale Factor y^a'+S ist hierbei ohne alle Bedeu- 
tung, und kann daher ausfallen, weil es nur auf das Verhäl tniss der Para- 
meter ankommt, und weil es lediglich der schiefe Neigungswinkel der Axen 
(oder auch der Coordinat-Ebenen) ist, durch welchen das neue Axensystem 
charakterisirt wird. Auch sind die Werthe von a^, b^ und c^ ganz unabhän- 
gig von dem Grundparameter a, wie sich schon daraus ergiebl, dass in jedem 
besonderen Falle nssma gesetzt werden mnss, wodurch a eliminirt wird. 
Uebrigens sind die oberen drei Halbaxen als positive, die unteren da- 
gegen als negative Halbaxen zu denken, und zwar fallt die positive Halb- 
axe L in den Sextanten der — ji und — n, die positive Halbaxe V in den 
Sextanten der -htf und — y, und die positive Halbaxe L" in den Sextanten 
der +y und -i-ä. 

Bezeichnen wir also diese drei neuen Axen als die Axen der x\ y und s ^ 
so wird eine Fläche F, welche in dem eigentlich hexagonalen Axensysteme 
durch die Gleichung 

a b c 

gegeben ist , in dem neuen , isogonal-trimetrischen Axensysteme durch die 
Gleichung 

(a^r-i-ca— 2a£)a7'H-(a6ff— 2ca-4-ii^)y'+(aAc-^cii-^iiiXaBa^c 
bestimmt werden. 
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§. 153. Fortsetzung; Reduclion der verscbiedenen Formen 

auf das isogonale Axensystem. 

Wir wollen nun zusehen , welche Parameter die verschiedenen holo^dri* 
sehen Formen des Hexagonalsystems in dem isogonalen Axensysteme erhallen 
werden. Da eine jede solche Form allgemein als eine dihexagonale Pyramide 
mPn vorgestellt werden kann, so haben wir zunächst diese zu berücksich- 
tigen. 

1. Reduction einer dihexagonalen Pyramide mPn, Es folgt ans 
den Symmetrie-Verhältnissen des isogonalen Axeosystems, dass diese Form 
in ihm nicht mehr als ein Inbegriff von lauter isoparametrischen Flächen, 
also auch gar nicht mehr als eine einfache Gestalt hervortreten kann, sondern 
als eine Combination derjenigen beiden Skal eno^d er aufgefasst werden 
muss, welche aus ihr abzuleiten sind. 

Für das eine dieser SkalenolSder, dessen im Sextanten der positiven y 
und s liegende Flächen obere sind, hat die eine dieser Flächen die Gleichong 

folglieh ist für sie a = ma, & = 1 und cssn^ und setzen wir diese Werthe in 
die allgemeinen Ausdrücke von a^y b^ und c^, so erhalten wir 

mn 

"• = «a+«-2m ' 

. mn 

*« = n-'lmn+m ' 

alle zwölf Flächen des Skalenoc^ders haben dieselben Parameterwerthe, nur 
vertauschen solche ihre Lage in den verschiedenen Axen. 

Für das andere Skalenoeder, dessen im Sextanten der positiven y und 
s liegende Flächen untere sind, hat die eine dieser Flächen die Gleichung 

X ^ M 

l-v-h- =1; 

wa ^ « 

folglich gilt für sie n = — ma, 6 = 1, und c=snj und setzen wir diese Werthe 
in die Ausdrücke von a^, b^ und c^, so erhallen wir für ihre obere Gegen- 
fläche : 

mn 

'♦ = n-mn+2m ' 
mn 



*.= 



ff-f-SmTi— m * 



mn 



• 



* n — mn — m 



wiederum haben alle zwölf Flächen dieses Skaleno^'ders dieselben Parameter, 
indem solche nur ihre Lage in den Axen vertauschen. 
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2. ReductioD einer Protopyramide mP. Eine jede solche Pyramide 
zerfällt in dem isogonalen Axensysteme in ihre beiden Rhombo($der, welche 
verf chiedene Parameter- Verhältnisse, nnd daher aach verschiedene Zeichen 
er Fordern, obgleich sie complementäre Formen sind. Wir erhalten diese Pa- 
rameter, indem wir in den unter Nr. 1 gefundenen Werthen » =s 1 setzen. 

Es wird also für das Rhombocfder -^ oder niR : 

tn . tn m 

«1=1-— :> ^ = 1 — --1 ^1 = 



1-m' '»""1-«' "*~ 2111+1 • 

f»P 
und es wird für das Rbombo^'der ^ oder — mR : 

17t , ifi m 

""'^Ti^' ^'""'ü^' ""'^Y^^ZÜi' 

Daher gilt z. B. für das Grundrhombo^'der R das Parameter- Verhältniss 
oo : oo : 1, für das Gegenrhomboeder — A aber das Verhältniss — 1:^:^, 

wie diess auch die Miller*schen Zeichen 100 und 122 ausdrücken. 

3. Reduction einer Deuteropyramide mP2. Für diese Pyramiden 
findet keine Zerfällung in zwei Formen von verschiedenen Parameter- Verhält- 
nissen Statt. Setzen wir nämlich in den unter Nr. 1 stehenden allgemeinen 
Ausdrucken von a^^ b^ und e^ den Werth iis=2, 6o gelangen wir für beide 
Flächen auf dieselben drei Parameter 

. Zni 2fn 

4. Reduction der Prismen und des Pinakoides. Setzen wir jiis=oo, 
so erhalten wir für die dihexagonalen Prismen co9n lauter isoparametrische 
Flächen, weshalb denn auch diese Prismen als einfache Formen gegeben sind ; 
die Parameter werden z. B. für die erste Fläche : 

^^ w , n ^ " 



«-2' * 2«-!' ''*""i»+l' 

Dasselbe gilt für die beiden Prismen ooP und ooP2, von welchen das erstere 
die Parameter —1,-1 und ^, das zweite die Parameter oo, —1 nnd 1 
erfordert. Das Pinakoid endlich hat das Parameter-Verhällniss 1:1:1. 

Anm. Aas vorstehenden Resoltaten ergeben sich nnmittelbar die krystal- 
lograpbiscben Zeichen, mit welchen ifiY/er die Formen des* Hexagonalsystems 
bezeichnet, indem er jedes Parameter- Verhältniss auf seinen einfachsten Aus- 
dmck bringt, und dann die inversen Grössen seiner Glieder neben einander 
schreibt. Bei der Berechnung der Formen spielt natürlich der constante Nei- 
gungswinkel der Azen eine wichtige Rolle. Uebrigens ersieht man aus der gan- 
zen hier mitgetheilten Transformation der Azen, dass sich solche zwar ziem- 
lich nngezwungen an die rhomboedriscbe Hemiedrie des Hexagonalsystems an- 
scbliesst , dessenungeachtet aber bleibt es ein Uebelstand , dass sie die c o m - 
plementären hemiedrischen Formen mit ganz verschiedenen Zeichen 
hervortreten lässt, woraus sich denn bei ihrer Anwendung auf den holoe- 
drischen Formencoraplex der noch grossere Uebelstand ergiebt, dass die wich- 
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ligtteo einfachen Formen, nftniKeh die Pretopyramiden und die dibezigona- 
ien Pyramiden, alsCombinationen dargeitellt werden nrilssen. Es ist diese 
ein neuer Gnud, welcher, sogleich mit des oben S. 186 angeführten GrOndeo» 
nni die fieziebaog der hezagonalen Formen auf dieses trimetrische Axeo- 
System f&r die prsÜLtische Krystallographie nicht zweckmässig erscheinen lAsst. 

§. 154. Gewöhnliche Zwillingskrystalle des Hexagonal- 

systems; Transposi tion der Azen. 

In den holoedriscben Krystallreihen des Bexagonalsystems gehören Zwil- 
lingskrystalle zu den Seltenheiten ; hS|i6ger erscheinen sie in den rhomboe- 
drischeo sowie in den tetarto^drischen Krystallreihen. Viele von diesen Zwil- 
Ungskrystallen sind solche mit parallelen Axensystemen, bei denen sich in 
der Verwachsung beider Individuen ein Streben der Natur zur Reproduction 
der holoe'drischen, oder auch der hemiedrischen Stammformen offenbart. Da 
nun dergleichen Zwillingskrystalle sowohl an und für sich, als auch nach den 
gegenseitigen Beziehungen der Formen ihrer Individuen sehr leicht zu benr- 
iheiien sind, so bedärfen sie auch keiner allgemeinen Betrachtimg. Dagegen 
sind die Zwillinge mit geneigten Axensystemen, welche besonders in den 
rbombo^drischen Krystallreihen zu den recht gewöhnlichen Erscheinungen 
gehören, nicht ohne Weiteres nach ihren Verhältnissea zu erkennen, weshalb 
wir uns mit ihnen etwas ausfuhrlicher beschäftigen müssen. Fast allen diesen 
Zwillingen liegt das Gesetz zu Grunde, dass die Fläche irgend eines Rhom- 
boeders wK die ZwillingsOäche ist. Da nun aber dieses Rhomboeder bald ein 
positives, bald ein negatives sein kann, und da auch fBr alle übrigen Formen 
deren hemiedrische Gegenkörper berücksichtigt werden müssen , so erscheint 
es zweckmässig, die Betrachtung dieser Zwillingskrystalle so einzuleiten, dass 
dabei anfangs eine holoe'drische Ausbildung vorausgesetzt wird. 

Wir wollen also einstweilen annehmen, dass eine Fläche der Grund- 
pyramide P die Zwillingsfläche sei, wodurch die Allgemeinheit der Aufgabe 
keineswegs beeinträchtigt wird, weil wir nur nötbig haben, in deu Endresul- 
taten statt a das Product m'a zu schreiben, um solchen für die Fläche irgend 
einer Protopyramide mP Giltigkeit zu verschaffen. 

Die Gleichung der ZwillingsOäche wird hiernach 

Legen wir nun die in §. 50 (S. 69 f.) Für das triklinoSdrische Axensystem 
vollzogene Transposition der Axen zu Grunde , so haben wir in gegenwär- 
tigem Falle 

/? := a, 6 = 1, c = 1, 

A'^h Ä' = 0, C = 0, 
cosa =5 ^, cos/? = 0, cosy =s 0, 
sina=: Y^j siüß=s 1, sin/ 5=1 

zu setzen , und folglich die S. 69 stehenden Grössen p, g und s mit den 
Werthen 

P — h y = ia, '«4» 
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die S. 73 stehendea GrScsen /i, v nnd q aber mit den Werthea 

3-4a» 3 3 

''=-8-'*' Si'^ Sil 

einzufuhreD. Demgemäss erhalten die Azen der x\ y und z des Individu- 
ums II innerhalb des Individuums I folgende Gleichungen : 

die Axe der x : 5 — 7-; — i^ = 0, und v — - ^ = ; 

3— 4a* 4a ' ^ ' 

die Axedcr/ : ^+y=0, und ^-.|==rO; 

die Axe der ff : ^ — ^sssO, nnd j» -i- ^«=0. 

o ica JL^ 

In diesen Gleichungen haben wir die Grundlage für alle ferneren Betrachtun- 
gen gewonnen. 

§. 155. Transposition einer Fläche des Individuums II auf 

das Individuum I. 

Nachdem die Axen des Individuums II als Lifiien innerhalb des Axen- 
Systems I bestimmt worden sind, so bildet die Transposition irgend einer be- 
liebigen Fläche eine leicht zu lösende Aufgabe. 

Ist nns nämlich am Individuum II irgend eine Fläche ¥' durch die Glei- 
chung 

t t t 

a b c 

gegeben, so haben wir nach §. 49 (S. 07) diejenigen Parameter a^^ b^ und c^ 

zu bestimmen, welche derselben Fläche in den Axen der x^ y und z des 

Individuums I zukommen. Diese Beslimmung geschieht in folgender Weise. 

Nennen wir X\ Y^ nnd T die Durchschniltspuncte der Fläche F' mit den 

Axen der x\ y und «', so gelten zuvörderst für den Punct X\ wie für jeden 

Pnnct der Axe der x\ im Axeusysteme I die zu Ende von §. 154 stehenden 

Gleichungen dieser Axe, vermöge welcher 

(3-4a*)y . 

^= — j^~^ , undÄ = y 

sein muss. Die Centrodistanz irgend eines Punctes derselben Axe ist aber 
nach S. 189 allgemein : 

oder, nach Substitution der vorstehenden Werthe von x und %^ 

Da nns nun die Centrodistanz des Punctes X' durch den Parameter a gege- 
ben ist, so gilt für diesen Punct D^^d \ folglich werden die Coordinaten des 
Panctes X\ wenn wir solche mit /?, q und «, statt mit .r, y und z bezeichnen, 

^ (3— 4a')fl' _ _ 4afl' 
^■" 3.|-4a« ' ^■"*"" 3^:43^ 

NamuoD^s Kryttallographie. 1' 
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Bringen wir dasselbe Verfahren für die beiden Puncte Y' und Z' in Anweo- 
dang, so finden wir für den Ponct Y' die Coordinaten : 

,_ 6aA^ '« 3^' ._ 4aV 
P - 4a«H-3' ^ "" 4^^4:3' ' - 4a«+3 ' 
und endlich für den Punct Z! die Coordinaten : 

„ 6ac' ,, 4a*c' „ 3c 



4a«H.3' ^ ■"4a2+3' "" 4a*H-3* 

Die in dem Individuum II gegebene Fläche F' geht nun aber durch die 
drei Puncte X\ Y' urid Z\ deren so eben gefundene Coordinaten p^ 7, ^ , p' 
u. s. w. sich auf das Axensystem des Individuums I beziehen. Snbstitairen 
wir also in den zu Ende von §. 18 stehenden Ausdrücken die vorstehenden 
Werlhe dieser Coordinaten, so erhalten wir für dieselbe Fläche ihre 
neuen 9 in dem Axensysteme I giltigen Parameter, nämlich: 

ab'c\J^^^^Z) 

''^ ""4a'(*'+c>-*'c?'(4a»-3) 
. _ ah'cjifi^ ^Z) 

* "" 4fl'*V+3c'(2Ä'a-aO 

""* •" 47^'a*+3*'(2c'a-ii') 
welche Werthe mit denen in meinem Lehrbnche der Krystallographie 
(II, S. 294) mitgetheiiten, und auf einem etwas anderen Wege gefundenen 
Werthen wesentlich fibereinstimmen. 

Da nämlich in vorstehenden Ausdrücken statt a das Product m'a gesetzt 
werden muss, sobald das allgemeinere Zwillingsgesetz berücksichtigt wer- 
den soll, dass die Zwillingsfläche eine Fläche der Pyramide m'P ist, während 
für die transponirte Fläche selbst jedenfalls a =sma gesetzt werden kann, so 
lassen sich dieselben Ausdrücke auch folgendermaassen schreiben : 

_ fw&'c(4mV+3ja 

^' "• 4mm'(*'+c')a'^-*'c'(4»i'V-3) 

* ■■ 4OTiw'«*'a»+3c'(2m'A'-.m) 

__ »iÄ'c'(4fw'*a*-l-3) 
^* "" 4jw»i'Va«+3A'(2m'c'-m) 
in welchen man nur n und r statt b' und c zu schreiben braucht, um die 
erwähnten Formeln zu erhalten. 

Man ersieht aus diesen Ausdrücken auf den ersten Blick, dass die trans- 
ponirte Fläche F' des Individuums II einer krystallographisch- möglichen 
Fläche des Individuums I entsprechen muss, weil für den Werth von a^ der 
Factor von a, und weil jeder der beiden Werthe von b^ und c^ nothwendig 
rational sein wird, sobald nur a^ eine rationale Zahl ist; was ja immer der 
Fall sein muss, wenn a entweder eine rationale Zahl oder eine Quadratworz- 
zel ist. 
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§• 156. TranspositioD eines Skalenoe'ders des Individanms II 

aaf das Individaum I. 

Wir wollen nan die geHindenen allgemeinen Resultate auf die Zwil- 

lingskrystalle rhombol^driscber Krystallreihen anwenden. Um dabei uns- 

rer Einbildnngskrait ein Anhalten zu bieten, und uns leichter orientiren zu 

können, dazu mag die nachstehende Figur dienen, welche einen mit Juxtapo- 

sition beider Individuen gebildeten Zwillingskry stall darstellt, wie er am Kalk- 

3pt p 3P|. 
spalhefürdieCombination -^ . ^ . ^^ vorkommen kann; doch lassen 

wir sowohl das Rhomboeder, als auch die beiden SkalenoSder ganz allgemein 

I . j . I» P , , mPn . , mPn , 
als ii^end ein -^ , als ein —^ und ein 5— gelten. 

Es handelt sich nun zunächst darum, für 

die Flächen des in der Figur vorherrschen- 

lii'P 
den, und mit dem Zwillingsrhombol^der -^ 

in analoger Stellung befindlichen Skaleno^- 

ders — ^- des Individuums II die aequivalen- 

ten Flächen am Individuum I zu bestimmen. 
Eine einfache Betrachtung lehrt, dass die Flä- 
chen dieses Skalenoc^ders nach ihrer Transpo- 
^'^-^^* sition auf das Individuum I daselbst dreier- 

lei verschiedenen Formen angehören, oder gewissermaassen drei verschie- 
dene Partialformen bilden müssen. 

Die erste dieser Partialformen besteht aus den beiden Flächen, von 
denen die eine mit 1, die andere mit z bezeichnet ist, so wie aus den hinte- 
ren Gegenflächen derselben. Die zweite Partialform begreift die beiden 
Flächen, von denen die eine mit 2, die andere mit — ti' bezeichnet isl, nebst 
ihren beiden GegenOächen. Die dritte Partialform endlich wird von den mit 
3 und mit y bezeichneten Flächen, und deren Gegenflächen gebildet. Die 
Puncto y, — tf und — z bezeichnen uns die Austrittspuncle der gleichnami- 
gen Halbaxen des Individuums II. Die Bestimmung der drei Partialformen im 
Individuum I hängt nun offenbar ab von der Transposition der drei Flächen 
1, 2 und 3. 

1. Erste Partialform. Ihre mit 1 bezeichnete Fläche hat im Indivi- 
daum II die Gleichung 

iwa ^ « ' 

also ist in den zu Ende von §. 155 stehenden Ausdrücken für n^ , b^ und e^ 

£' SS. 1 , und c SS ff 
zu setzen ; man erhält so, mit Vernachlässigung des gemeinschaftlichen Fac- 
tors fliii(4iff'V-i-3), 

17* 
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a 

•* ~ 4»im(ii+I)a«— a(4i«'»a»-3) 

^ ^ 1 

* 4 wjw' V-i- 3» (2w' — j«) 
l 

* ~"4»wi»i'V+3(2iw«— m) 

In jedem besondern Falle müssen diese Wertbe, eben so wie die fSv die bei- 
den anderen Parlialformcn folgenden Werthe, einer weiteren Discassion un- 
terworfen werden, um aus ihnen das eigentliche kryslallographische Zeichen 
d^r betreffenden Partialform ableiten zu können. 

2. Zweite Partialform. Ihre mit 2 bezeichnete Fläclie hat im Indivi- 
duum II die Gleichung 

I r 

u =1, oder, nach S. 188, 

w?a n 

mii n n 

folglich ist in den zu Ende von §. 155 stehenden Ausdrücken fiir i?^ , b^ und c^ 

b' == 7 , und c ^=i --n 

«—1 

zu setzen; dadurch erhalten sie, wenn der gemeinschaflliche Factor mn 

(4»i'V+3) unterdrückt wird, die Werthe: 

— a 

* " 4wiw'(2— ;i)a*-h//(4»»'*a*— 3) 

-1 



* 4wifÄ'V— 3(2ffi'« — mn-^m) 

1 

* 4iwiw'*(»— l)a*-h3(2»i'« -hiw) 

welche abermals in jedem Falle noch einer weiteren Discussion zu unterwer- 
fen sind. 

3. Dritte Partialform. Ilire mit 3 bezeichnete Fläche hat im Indivi- 
duum II die Gleichung 

z =1^ oder, nach S. 188, 

ma n 

^' («--%' ^' _ 1 . 
fna n 

folglich ist in den zu Ende von §. 155 stehenden Ausdrücken für a^y b^ und r, 

Ä' = i- , und c = — 1 

n — 1 

zu setzen, wodurch solche die nachstehenden Werihe erhalten : 

— a 

^« "" 4;/iw'(2w- l)a2-h«(4;«' V-3) 

1 



*i- 



2«2 



3(2i»'« +/«// — iw)— 4iw/i»i'*a 
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* 3»(2m'+»)-4Mw'*(«-*>a* 
welche gleichfalls noch eiaer weiteren Discussion bedürfen. 

Anm. Diese Discussion der Wertbe vod <r^, b^ und c^ welche sonach far 
alle drei Partialfornien einantreren hat, betriift zunflcbst die Ausdrücke von b^ 
und c^^ also die beiden Parameter in den Axen der y und z. Hat man nflmlich 
in solche die den gegebenen Formen entsprechenden Werthe von m, n^ tn und 
a eingesetzt, so werden ihre Werthe entweder mit gleichen, oder mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen hervortreten. Beide Falle erfofdern ein ver- 
schiedenes Verfahren. 

1. Die Werthe von b^ und c^ haben gleiche Vorzeichen. 

Dann dividirt man mit dem kleineren derselben alle drei Grössen «^ b^ 
und c^, wodurch solche auf das Verhffitniss /»a : ^ : 1 gebracht werden, i» wel- 
chem also 

p entweder = — — oder = * 



^e^ ab^ 

b c 

q entweder = — oder = 7^ 

sein wird, je nachdem e^ < oder > ^^ ist. Der Quotient q wird sich dann 
jedenfalls > 1, aber entweder <, oder =, oder >2 heraussleUen. lo den 

beiden ersleren Fällen ist er unmittelbar, im letzten Falle daeesen ist -^ 

y— 1 

die gesuchte (und dann in die Axe der u fallende) Ableitungszahl, während j9 

jedenfalls die in die Hanptaxe fallende Ableitungszabl darstellt« Uebrigens wird 

die gesuchte Partialform im ersten Falle einem Skalenoeder von analoger, im 

letzten Falle einem Skalenoeder von antiloger Stellang entsprechen, je nachdem 

bei positivem a^ die Werthe von b^ und c^ positiv, oder negativ sind. 

2. Die Werthe von b^ und c^ haben entgegengesetzte Vorzeichen. 
Sind sie in diesem Falle gleich gross, was selten vorkommen wird, so 

gebort die PsM'tialform einer Denteropyramide von der Ableitungszabl -^ . Sind 

sie dagegen u n g I e i c h , so bestimmt man zuvörderst den in die Axe der u fal- 
lenden Parameter, welcher durch den Ausdruck 

gegeben ist, in dem jedoch beide Grössen b^ und c^ positiv zu nehmen sind. 
Natörlich muss ti^ immer < b^^ und auch <c^ sein, weshalb denn der kleinste 
Parameter 1 jedenfalls in die Axe der u fallen wird, und es kommt nur noch 
darauf an, die der Ableitung und Bezeichnung wirklich entsprechenden Parame- 
ter zu finden. Zu dem Ende dividirt man die drei Grössen, nämlich a,, die 
kleinere von b^ und Cp sowie d^ selbst durch «f^, wodurch solche auf das 
Verbältniss pa : q : i gebracht werden, in welchem alsa 

q = --^ — ' , oder auch = -^ ^ 

** . ^1 . 

sein wird, je nachdem c^ •< oder ^ b^ ist. Dann sind p und q die gesuchten 
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Ableitongszablen, and zwar ist die gefandeoe Form ein Skalenoeder von 
analoger oder antiloger Stelloog, je nachdem bei negativem a^ e^ < oder > b^ 
ist. 

§. l57. Fortsetzung. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir nns mit der Transposition 
eines Skalenoeders von analoger Stellung mit dem Zwillings-Rbomboeder 
beschäftigt. Ein in verwendeter oder antiloger Stellung befindliches 
Skalenoeder, von welchem drei Flächen des Individuums II in Figur 78 durch 
die Zuschärfungsflächen der Mittelecke des vorwaltenden Skalenoeders ange- 
deutet sind, giebt ganz ähnliche Resultate. Auch seine Flächen gruppiren 
sich in drei Partialformen ; die erste dieser Formen ist diejenige, deren 
eine vordere Fläche in der Figur mit einem Puncte bezeichnet ist; die 
zweite Partialform besteht aus der mit zwei Puncten bezeichneten Fläche 
und deren correlaten Flächen; die dritte Partialform endlich wird von der 
mit drei Puncten bezeichneten Fläche und ihren correlaten Flächen gebildet. 

Eine aufmerksame Betrachtung lehrt sogleich, dass diese drei Flächen, 
welche sich auf die negative Halbaxe der x' beziehen, in Bezug auf die 
Nebenaxen der y^ u und z' eine ganz analoge Lage haben, wie die vor- 
her betrachteten drei Flächen 1, 2 und 3; der wesentliche Unterschied be- 
steht eben nur darin, dass für sie der Parameter ma negativ zu nehmen ist, 
während solcher für die Flächen 1, 2 und 3 positiv war. Wir gelangen daher 
unmittelbar auf die Parameter, welche diesen Flächen im Individuum I zu- 
kommen, wenn wir in den für die Flächen 1, 2 und 3 gefundenen Ausdrücken 
von a^, b^ und c^ die Zahl m mit negativem Werthe einführen, wobei es aller- 
dings nicht übersehen werden darf, dass der in diesen Ausdi*ücken vernach- 
lässigte gemeinschafUiche Factor tnn{4mV^S) gleichfalls mit m behaftet ist. 
Auf diese Weise ergeben sich denn folgende Resultate. 

1. Ers te Partialform ; für sie werden die Parameter im Individuum I : 

a 

*» "^ 4otw'(«-i- l)a*-h«(4iii' V-3) 

* ""4»im'V-3«(2m'-n») 

1 

^* "" 4m»»i'V-3(2»i'«-|.m) 

2. Zweite Partialform; die ihr im Individuum I entsprechenden Para- 
meter sind : 

a 

^* ^ «(4»i'V-3)-4w»i'(2-ii)a» 



1 






* 4»im'«(«— 1)a*— 3(2«'»— m) 



Zwtiliogskrystalle . 

3. Dritte Partialform ; sie erfordert im Individauai I die Parameter 

a 

^* ^ i«(4m'V-3)-4jwin'(2«-l)a* 

* 4»Mim'V+3(2m'ii— mn-f-wi) 

-1 

^* ■" 4j»(n-l)»i'V+3«(2m'-m) 
Auch diese Parameter müssen in jedem besonderen Falle einer ähnlichen Dis- 
enssion unterworfen werden, wie solche in der Anmerkung zu §.> 156 erör- 
tert worden ist, bevor man das wahre krystallographische Zeichen derjenigen 
Form aufstellen kann, auf welche die eine oder die andere dieser Partial- 
formen zu beziehen ist. 

Anm. Will man alle diese Resultate so darstellen, wie et die seeandSre 

BezeichnuBg erfordert, so hat man zuvörderst io den Werthen von a^, b^ und e^ 

2a 
statt m die GrOsse mn, uod statt n die Grösse ■ einzosetzen, wodurch solche 

fttr das Zeichen mRii, als dasjenige des zu traosponirenden Skaleno^ders, ein- 
gerichtet werden. Dann hat man in allen Fällen, da die transponirte Form selbst 

einem Sk alenoed er '-;^ angehört, aus den Ableitungszahlen desselben die 

Werthe (d j und zu bestimmen, um auch dieses gefandene Skale- 

noSder auf sein secundäres Zeichen zu bringen. 

§. 158. Transposition eines Rhomboe'ders mR. 
Setzen wir in den Resultaten der §§. 156 und 157 n = 1, so gelangen 

mP 

wir auf die Transposition der Flächen eines Rhombo^ders -^ oder mR , wie 
folgt. 

I. Das Rhombol$der mR befindet sich in analoger Stellung mit dem 
Zwillings-Rhombo^^der. Da für dasselbe die zweite und die dritte der in §. l56 
bestimmten Partialformen coincidiren, so gruppiren sich seine Fliichen nur 
noch in zwei Partialformen, von denen die erste ein FKchenpaar, die zweite 
die beiden anderen Flächenpaare begreift. 

1. Für die erste Partialform wird 

a 

^* "• 8wm'a»-(4w'V-3) ' 

A _ 1 

'^^ "" ""* "■ 6m'H-iw(4m'V-.3) ' 

folglich entsprechen ihr im Individuum 1 zwei Flächen des Rhoniboc^ders 

6iw'-n«(4m'V-3) 

8m»i'a»-74m'V-3) 
welches analoge oder antiloge Stellung gegen das ZwiUings-RhomboMer haben 
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wird, je Dachdem 8im«»V> oder < als 4m'^a^— ^3 ist; sind beide Grössen 
einander gleich, so gehören die Flächen dem Prisma cx)H ; ist dagegen die 
im Zähler siebende Grösse = 0, so liefert das Pinakoid die Parallelfläcben. 

2. Für die zweite Partialform wird 

— a 

* "" 4»iwiV-h WV— 3 
* 6»! — kmm'^^ 



Cs = 



* 6m^-4-3iyi 

Diese Werlhe bedürfen noch einer weiteren Discnssion , wie solche in der 
Anmerkung zu §. 156 angedeutet worden ist. 

Anm. Beispielsweise wollen wir diese Diseussioo fUr gegenwärtigen Fall 
durchführen. 

Da b^ und c^ beide positiv sind, so lange mm 2? < | ist, und da c^ •< b^ 
ist, so haben wir zuvörderst alle drei Parameter mit c, zu dividireo, und erhal- 
len 80 : 

%m +301 

^^ 4min'a2+47/i'V— 3 ' 
_ 6iw'-h3»i 

6m' — 4mm'^a^ ' 
Nun kann der Werth von q entweder < , oder =s , oder > 2 sein, woraus sieh 
denn ergiebt, dass die zweite Partialform 

fOr ^<2 einem antilogen Skalenoeder ZflpPq^ 

für 7 =s 2 der Deuteropyramide /'P2, 

für 9 > 2 dem analogen Skalenoeder ± i'P — — 

y— 1 

angehören wird. 

Wenn tnm'a^ ss | ist, so wird b^ = oo, und dann entspricht die Partial- 
form zwei Flachenpaaren des Rhomboeders mR selbst, welches also dann das 
sogenannte inverse Rhomboeder des Zwilliogs-Rhomboeders sein mnss.*) 

Wenn endlich inm'a^> | ist, so wird b^ negativ, und die Ableitongszah- 
len desjenigen Skalenoeders pPq^ welches die Paralletflächen der zweiten Par- 
tialform liefert, werden 

^ 4m/w'V+3iw 

'^"" 4TOw'a*+4»i'V-^ 

4mm'V+3m 

und q = — ——, — 

* 6m+3ffi 

II. Das Rhomboe'der mR befindet sieh in an ti loger Stellung zudem 
Zwillings-Rhomhoeder. Auch iu diesem Falle coincidiren die zweite und die 
dritte der in §. 157 bestimmten Partialformen, weshalb sieh denn die Flächen 
des Rhomboc^ders abermals nur zu zwei Partialformen gruppiren, deren eiue 
aus einem Flächenpaare, die andere aus zwei Flächenpaaren besteht. 



<*) Vergl. mcio Lebrbvcli der KryyUUographie, l, S. 438. 
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1. Für die erste dieser PartiaUermen wird 

__^ a 

1 



folglich Entsprechen ihren Flächen zwei Flächen des Rhombo^'ders 

w(WV--3)-6m^ „ 

welches analoge oder antiloge Stellung gegen das'Zwilliogs*fthomboifder haken 
wird, je nachdem 4mm^a^ > oder < 6iR'-h3m ist. 

2. Für die zweite Partialform, welche von zwei Flächenpaaren gebil- 
det wird, gilt 

_ a 

"** "" WV~3-4^i^* 



4OT/!»'*a*-l-6//i' 
-1 



<?-=■= 



* 6m'-3»i 

welche Werthe einer ähnlichen Discussion unterworfen werden müssen, wie 
solche in d«r Anmerkung zu I, 2 gegeben worden ist, um das eigeAtliche kry- 
stallographische Zeichen der gesuchten Form bestimmen zu können. 

§. 159. Transposition einer Deuteropyramide iitP2. 

Setzen wir in den Resultaten der §§. 156 und 157 » = 2, so gelangen 
wir zur Bestimmung der Parallelflächen einer von dem Individuum 11 auf das 
Individuum I transponirten Deuteropyramide i7iP2. Dabei ergiebt sich , was 
auch die unmittelbare Anschauung lehrt, dass eine solche Pyramide in drei 
Partialformen zerfällt, deren jede von zwei Flächenpaaren gebildet wird. 

1. Erste Partialform ; für ihre Flächen gellen die Parameter: 

*1 = 



2/WV-h3(2in'-iii) 
2 



c^ ^ 



* 8wim'*a*-h3(4iii' — m) 

2. Zweite Partialform ; für ihre Flächen bestimmt sich : 

— a 



H. SS 






4iwiw'V— 3(4»i'— m) 
^ 1 

* ^4wwi'V+3(4f/i'+»i) 
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3. Dritte Partialform ; ihre Parameter haben die Werthe : 

— a 



*,=, 



3(4wi'+i«)— Smw'V 
1 

Alle diese Werthe müssen noch einer weiteren Discussion unterworfen wer- 
den, bevor sich die kry stallographischen Zeichen der gesuchten Formen be- 
stimmen lassen. 

§. 160. Transposition der Prismen und des Pinakoidea. 

L Setzen wir endlich in den Resultaten der §§. 156 und 157 nisoo, 
indem wir dabei das in dem unterdrückten gemeinschaftlichen Factor aller 
Zähler vorkommende m mit berücksichtigen, so gelangen wir auf die Parallel- 
flächen eines von dem Individuum II auf das Individuum I transponirten dihe- 
xagonalen Prismas ooPn. Auch dieses zerfällt in drei Partialformen, deren 
Flächen sich bestimmen, wie folgt. 

1. Erste Partialform; für sie gelten allgemein die Parameter: 

^ a 

^*""4i«'(«.hl)a»' 



^* " 4iijw V-3 ' 



c^ = 



« "" 4»i'V-.3« ' 

da nun b^ < c^ ist, so entspricht die gesuchte Form vier Flächen des Skale- 

nofe'ders aus 

4WV-3 4«i w'»a»-3 

4^7(^+T>? 4»8'V-3« ' 

2. Zweite Partialform; ihre Parameter haben die Werthe: 

— a 

^* ■*" 4m'(2-.«)a» 

h -t 

*""4m'V+3(«-l) 

1 

^*""4m'V(«-l).h3 
welche Werthe in jedem besonderen Falle einer weiteren Discussion bedür- 
fen, um das gesuchte krystallographische Zeichen bestimmen zu können. 

3. Dritte Partialform; die Parameter derselben werden : 

— — -a 
''^ ""4w'(2«-l)a» 
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1 



*«-3(«-.l)-4«j«'V 



C^ =s 



von welchen Werthen Dasselbe gilt, wie vorher. 

n. Den Flächen des Protoprismas cx>P entsprechen allgemein zwei 
Flächen eines Rhomboeders, und zwei Fläcbenpaare eines Skalenoeders \ 

das Rhomboeder hat das allgemeine Zeichen 

8m V ^' 
fär die Flächen des Skalenoeders gelten die Parameter 

_ a . _ 1 _ 1 

da nun b^ and e, entgegengesetzte Vorzeichen haben, so werden die Abiei- 
luDgszahlen dieses Skalenoe'ders plfq 

_ 4m'VH-3 

. 4m'V+3 . , 
ond q = 5 , oder auch 

4m'V-h3 



je nachdem h^ < oder > c^ ist. 

III. Den Flächen des Denteroprismas ooP2 entsprechen zwei Flä- 
chenpaare irgend eines Skalenofe'ders, und ein Flächenpaar von ihm selbst. 

Für das SkalenoSder gelten allgemein die Parameter 

a .__1_ 1 

''*""i2^iV' ^* "■ 8»i'V-3 • ''*""4m'V-65 

welche Werthe einer weiteren Discussion unterworfen werden müssen, um 
in jedem Falle das entsprechende Zeichen aufzufinden. 

ly. Das Pinakoid endlich findet seine Parallelfläche jedenfalls in einem 
Flächenpaare des Rhomboeders 

4ai'»a»-3 ' 
welches sich far m'V=sf in das Prisma ooR verwandelt. 
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Vierter Abschnitt. 



Rhombiselies System. 



<Erfled Capitel. 
Formen des rhombisclien Systems. 

§. 161. Axensystem und Elemente desselben. 

Das rhombische Krystallsystem ist dasjenige, dessen Formen auf drei 
rechtwinkelige, aber durchaus ungleiche und ungleichwerthige 
Axen bezogen werden müssen. In ihm wird also das Maximum der Ungleich- 
heit erreicht, welches im Gebiete der orthoedrischen Formen überhaupt durch 
eine verschiedene Grösse und Bedeutung der Axen eintreten kann. Denn eine 
jede Axe behauptet ihren besonderen Werth, ist daher einzig in ihrer Art, 
und keine derselben hat an und für sich eine eminente Bedeutung. Hieraas 
folgt denn auch, dass keine derselben als eine absolute Hauptaxe charakteri- 
sirt ist, und dass die Formen einer und derselben rhombiselmi Krystallreihe 
sowohl nach dieser, als auch nach jener Axe aufrecht gestellt werden können, 
ohne dass jedoch diese verschiedenen Stellungen als gleichwerthig und gleich- 
giltig zu betrachten sind, wie im Tesseralsysteme , weil eine jede derselben 
eine andere Erscheinungsweise der Formen bedingt. Die Hauptaxe ist also 
arbiträr, sie ist theoretisch willkürlich , und ihre Wahl bleibt dem Ermessen 
des Beobachters anheimgestellt ; nur wird diejenige Axe, welche einmal zur 
Hauptaxe gewählt wurde, auch als solche consequent beizubehalten sein. 

Aom. In der Praxis gestaltet sich die Sache meist anders, weil uns theils 
in der vorherrschenden Ausbilduagsweise, tbeils in gewissen physischen Eigen- 
schaften der Krystalle« wie z. B. in den Verhältnissen der Spaltbarkeit, oh 
hinreichende Argumente gegeben sind, welche uns bei der Wahl der Hauptaxe 
leiten können. Dennoch aber bleibt nicht selten derWilikär ein Spielraum nach 
dieser oder nach jener Ricbtang, und daraas ist es erklärlich, dass die Krystall- 
reihe einer und derselben rhombischen Mineralspecies von verschiedenen Beob- 
achtern bald in dieser, bald in jener Stellung dargestellt worden ist. 

Indem wir also eine der Axen willkürlich als Hauptaxe bestimmen, 
werden die beiden anderen Axen zuNebenaxen, welche, weil sie in der 
jedesmaligen Grundform die Diagonalen der rhombischen Basis bilden, durch 
die Namen der Makrodiagonale und Brachydiagonale uBierschiedeB 
werden können. Die Hauptaxe gilt uns immer als die Axe der j?, die Makro- 
diagonale als die Axe der y, und die Brachydiagonale als die Axe der z. Wir 
nennen die Ebene durch die beiden Nebenaxen die Basis, die beiden Ebenen 
durch die Hauptaxe und je eine der Nebenaxen die Hauptschnitte des 
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Axensystems, und ttnterscheMen letztere als makro^iagenalen und br«* 
ehydiagonalen Hauptschnitt, je nachdem sie in die grössere oder 
kleinere Diagonale der Ck^undforfli fallen. Endlich hissen sich auch Z wi- 
schen axen einfitiirett, welche den Seiten des, durch die Diagonalen der 
Grandform bestiaumten Rhomlnis parallel, aber von geringerer Bedeutung sind. 

§. 162. Verschiedene Parameter-Verhältnisse. 

Eine unmittelbare Folge der Ungleichwerthigkeit aller drei Axen ist es, 
dass in dem rhombischen Systeme weder das Verhältniss dreier gleicher Pa- 
rameter , noch auch das Verhältniss zweier gleicher Parameter gegen einen 
ungleichen vorkommen kann, sondern dass in ihm lediglich das Verhältniss 
dreier nngleicber Parameter angetroffen wird. Jede Axe fordert ihren beson- 
deren Parameter, und jeder Parameter kann seine Lage nur in den beiden 
Halbaxen derjenigen Axe vertauschen, in welcher er einmal gegeben ist; 
woraus denn nothwendig folgt, dass 8 das Maximum der Flächenzahl sein 
wjrd, dessen eine Form des rhombischen Syslemes fähig ist. 

Dieses Verhältniss der durohgängigea Ungleiclibeit der Parameter lässt 
sich in seiner endlichen Form allgemein durch a t b i e, oder, wenn a, 
b und c die Grundparameter sind, durch man rb i sc darstellen, weiches letz- 
tere Verhältniss jedoch immer auf die Form ma : fib : c, oder ma : b : irc ge- 
bracht werden kann. Dabei setzen wir ein für alle Mal voraus, dass a oder 
ma den in die Hauptaxe, b oder rb den in die Makrodiagonale, und c oder ^c 
den in die Brachydiagonale fallenden Parameter bedeute. Alle Formen, 
welche durch ein solches endliches Parameter- Verhältniss bestimmt wer- 
den, sind ihrer allgemeinen Gonfiguration nach gleichartig. 

In vielen Formen ist nun r = « , und dann erscheint es zweckmässig, 
diese beiden Ableitungszahlen = 1 zu setzen, und alle Verschiedenheiten auf 
m zu nbertragen, um der Haaplaxe wenigstens für die Ableitung und Be- 
zeichnung eine ähnliche Bedeutnng zu verschaffen, wie in den beiden vorher- 
gehenden Krystallsystemen. Bei dieser Voraussetzung wird m nach Befinden 
auch bis auf den Werth herabsinken können, wodurch das Verhältniss 
Oa : b : c erreicht wird, welches mi| dem Verhältnisse a : oob : ooc gleich- 
bedentend ist. 

Ausserdem kann das allgemeine endliche Verhältniss ma : rb : sc auf 
dreierlei Weise in ein G r ä n z verhältniss übergehen, je nachdem entweder 
171, oder r, oder s den VVerlh oo erhält, was deshalb, weil jede Axe eine sin- 
gulare ist, auf drei verschiedene Verhältnisse 

ooa : rb : «c, ma : oob : ;c, und ina : rb : ooc 

gelangen lässl, welche eben so viele, ihrer Gestalt nach zwar gleichartige, 
ihrer Lage nach aber verschiedene Gruppen von Formen liefern. 

Endlich kann dasselbe allgemeine Verhältniss noch dadurch auf dreierlei 
Wme bis an seine Gränee gedrängt werden, dass zugleich zwei der Zahlen 
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m, r and s den Werih oo erhalten, was abermals auf .drei verschiedene Ver- 
hältnisse 

ooa : oob : c, ooa : b : ooc, und a : oob : ooc 
gelangen lässt, denen wiederum drei gleichartige , aber ihrer Lage nach ver- 
schiedene Formen entsprechen. Da jedoch für das letztere Verhäitniss bereits 
das gleichbedeutende Verhältniss Oa : b : c eingeführt worden ist, so kommen 
nur noch die beiden ersteren in Berücksichtigung. 

Anm. Es sind also wiederum sieben verschiedene Parameter- Verhilt- 
Bisse, denen eben so viele verschiedene Arten von Formen entsprechen. Als 
das allgemeinste dieser Verhaltnisse giebt sich offenbar das endliche Ver- 
hSltniss a : b : c oder ma : rb : sc zu erkennen, weil man nor fQr m, r und s 
gewisse Grflnzwerthe zu setzen braucht, um aus ihnen alle fibrigen Verhallnisse 
abzuleiten. Gerade so werden sich auch die durch dieses Verhältniss bestimm- 
ten Formen als die allgemeinsten Formen herausstellen, als diejenigen 
Formen, in deren Verhaltnissen die Bedingungen fttr die Möglichkeit aller fibri- 
gen Formen gegeben sind. 

§. 163. Holoedrische Formen des rhombischen Systems. 

Denen im vorhergehenden Paragraphen bestimmten Parameter-Verhält- 
nissen entsprechen nun folgende sieben Arten von holoedrischen Formen. 

1. Rhombische Pyramiden; sie sind von 8 ungleichseitigen Drei- 
ecken umschlossene Formen, deren Mittelkanten in der Ebene der Basis lie- 
gen, und bilden die einzige Art von geschlos- 
senen holoedrischen Formen des Systems. 
Ihre Flächen haben das endliche Parameter - 
Verhältniss a : b t Cj oder ma : rb : sc, wobei 
für m alle mögliche zwischen und oo liegende 
Werthe vorkommen können. Jede Pyramide 
hat vier längere schärfere , und vier kürzere 
stumpfere Polkanten, sowie zwei spitzere und 
zwei stumpfere Mittelecke , welche beiderlei 
^^^* ^^' Begränzungs - Elemente nach ihrer Lage in 

denen durch die Grundform bestimmten Hauptschnitten ganz allgemein als 
makrodiagonale und brachydiagonale Polkanten und Mittelecke unterschie- 
den werden. Es giebt möglicherweise eine unendliche Manchfaltigkeit von 
rhombischen Pyramiden, nach Maassgabe der verschiedenen Werthe von a, 
b und c, und von m, r und s; auch unterscheidet man wohl solche gleich- 
falls als spitze und als stumpfe Pyramiden, je nachdem die Hauptaxe ma grös- 
ser oder kleiner als die grössere der beiden Nebenaxen ist. 

Alle übrigen holoedrischen Formen des rhombischen Systems sind 
offene Formen, und erscheinen einestheils als prismatische Formen von 
rhombischen Querschnitten, anderntheils als Pinakoide, d. h. als einzelne, 
den Coordinat-Ebenen parallele Flächenpaare. 

Die prismatischen Formen sind aber dreierlei, je nachdem ihre 
Flächen der einen oder der anderen Axe parallel laufen ; sie ersebeinen daher 
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ibeib als yerücale Prismen, theils als zweierlei verschiedene horizontale 
Prismen. Für die Uehersicht nnd Unterscheidong dieser Formen gewährt es 
nun eine grosse Erleichterung, sie auch in der Nomenclatur zu unterscheiden ; 
nach dem Vorgange von Breithaupt gebraachen wir daher das Wort Prisma 
lediglich ffir die verticalen Prismen, nennen ein jedes horizontale 
Prisma ein Doma, und unterscheiden diese Domen als Makrodomen und 
Brachydomen, je nachdem sie der Makrodiagonale oder der Brachydiago- 
nale der Grundform parallel sind. 

2. Die Prismen sind also von 4, der Hau p tax e parallelen Flächen 
gebildete Formen , deren Querschnitt ein Rhombus ist , und welche in der 
Richtung der Hanptaxe eine indeBnite Ausdehnung und gar keine selbständige 
Begränzung haben. Ihre Seitenkanten werden nach ihrem Winkelmaasse als 
scharfe und stumpfe, nach ihrer Lage als makrodiagonale und brachydiagonale 
unterschieden. 

3. Die Makrodomen sind von 4, der Makrodiagonale parallelen 
Flächen gebildete Formen« deren Querschnitt ein Rhombus ist, und welchen 
in der Richtung der Makrodiagonale, als ihrer Längsaxe, jede bestimmte Aus- 
dehnung und selbständige Begränzung abgeht. Ihre horizontal liegenden Kan- 
ten werden nach ihrem Winkelmaasse als scharfe und stumpfe , nach ihrer 
Lage als Polkanlen und Mittelkanten unterschieden. 

4. Die Brachydomen sind von 4, der Brachydiagonale paralle« 
len Flächen gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist, und welche 
in der Richtung der Brachydiagonale, als ihrer Längsaxe, von indefiniter Aus- 
dehnung und ohne selbständige Begränzung sind. Ihre Kanten werden eben 
so unterschieden, wie jene der Makrodomen. 

Die Pinakoide sind ebenfalls dreierlei, je nachdem ihre Flächen dem einen 
oder dem anderen Hauptschnitte parallel sind ; wir unterscheiden daher 

5. die Basis oder das Basopinakoid, dessen Flächen der Basis, 

6. das Makropinakoid, dessen Flächen dem makrodiagonalen Haupt- 
schnitte, und 

7. das Brachypinakoid, dessen Flächen dem brachydiagonalen Haupt- 
schnitte parallel liegen. 

Aom. Die Prismen, die Domen nod die Pinakoide kOnnen natürlich för 
sieh allein gar nicht vorkommen, so dass die Combination mit einander oder mit 
irgend anderen Formen eine nothwendige Bedingung ihrer Erscheinung ist. Die 
Prismen nnd Domen bedingen die säulenförmigen, die Pinakoide dagegen die 
tafelförmigen Rrystalle des Systems, 

§. 164. Grundform; Ableitung und Bezeichnung der 

holo(;'drischen Formen. 

Als Grundform muss in jeder rhombischen Krystallreihe irgendeine 
wirklich vorhandene, oder wenigstens eine durch andere Formen angezeigte 
Pyramide gewählt werden. Für diese Grundform, welche wir mit P be- 
zeichnen, wird ferner eine ihrer Axen als Hanptaxe zu wählen, und da- 
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dardi die Siellang des Axensystems sowie die UnterscheidHig der Mtkroduh 
gonale und der Braohydiagonale zu bestimmen sein. Dann liefert ons die halbe 
Haoptaxe den Parameter a, die halbe Makrodiagonale den Parameter b, die 
halbe Brachydiagonale den Parameter c, nnd das Verhähniss dieser dretGrund- 
parameler a ; b : c ist es, welches allen Ableitnngen zu Grunde liegt. 

Da nun alle drei Axen ungleiehwerlhig sind, so werden solche, als 
veränderliche Grössen gedacht, von einander unabhängige veränderliche Grös- 
sen darstellen; d. h. jede Axe wird für sich allein der Verändernng eu an- 
terwerfen sein. Betrachten wir nun zuvörderst die Hanptaxe als veränder- 
lich, indem wir sie mit einer Zahl m mnltipliciren, welche theik grösser, 
theils kleiner als 1 sein, und einerseits bis oo wachsen, anderseits bis ab- 
nehmen kann, so erhalten wir durch Anwendung desselben Verfahrens, wel- 
ches bereits oben in den §§. 88 und 118 vorausgesetzt wurde, den vollstän- 
digen Inbegriff aller derjenigen Pyramiden, welche dieselbe Figur der Basis 
haben, wie die Grundform P, and wegen ihres unntittelbarea Zusammenban- 
ges mit P, so wie deshalb, weil sie die ersten Resultate der Ableitung sind, 
Ä'glich Protopyramiden genannt werden können. Alle diese Pyramiden 
lassen sich wieder in einer Reihe von der Form 

m<l in>l 
OP iwP P i»P ooP 

zusammenstellen, deren eines Gränzglied das Protoprisma ooP, deren 
anderes Gränzglied die Basis oder das Basopinakoid OP ist. 

Aus jedem Gliede mP dieser Grundreihe lassen sich nun ferner einerseits 
durch Vergrösserung der Brachydiagonale bei constanter Makrodiagonde, 
anderseits durch Vergrösserung der Makrodiagonale bei constanter Braohy- 
diagonale, verschiedene andere Formen ableiten, so dass die weiteren Ablei- 
tungen nach zwei Richtungen auseinander gehen, je nachdem diese oder jene 
Nebenaxc als veränderlich gedacht wird. Nennen wir n diejenige Zahl, weiche 
als Factor einer dieser Nebenaxen eingeführt wird , und stets > 1 sein moss, 
aber bis oo wachsen kann, so liefert uns jeder endliche Werth von eine 
neue Pyramide, welche entweder in der Richtung der. Brachydiaf^nale, 
oder in der Richtung der Makrodiagonale über mP selbst in die Länge ge- 
streckt sein wird , während sie mit dieser Pyramide im ersteren Falle den 
makrodiagonalen, im anderen Falle den brachydiagonalen Hauptschnitt gemein 
hat. Wir unterscheiden diese beiderlei Pyramiden, welche aus einer und der- 
selben Protopyramide mP abgeleitet werden können, durch die Namen der 
Brachypyramiden und Makropyramiden, um es auszudriicken, durch 
welcher Diagonale Vervielfachung sie erhalten worden sind.*) In der Be- 
zeichnung aber lassen sie sich sehr einfach dadurch unterscheiden, dass über 
das Grundelement P die prosodischen Zeichen der Kürze und Länge gesetzt 
werden, weil es ja doch die Diagonalen der Grundform sind, auf welche 



*) Richtiger würde es allerdings sein, sie Bracliydiagonal- and Makrodiagonal-Pyra- 
miden zn nennen. Da aber in der Nomenclatnr sehr viel anf mögliche Kürze an- 
kommt, so erlanben wir aas dios« Abküranng. 
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sieh 4er Factor n besieht. Sooach wird mPn das allgemeine Zeichen einer 
Brachypyramide, nod mPn das allgemeine Zeiehen einer Makropyramide« 

Je grösser der Werth von n wird , om so mehr wird sich die al^eleitele 
Pframide in der Richtung derjenigen Diagonale verlingem , deren Namen sie 
fuhrt; fiir n = oQ aber verwandelt sich die Pyramide in ein horizontales 
Prisma oder in ein Doma, dessen Längsaxe die gleichnamige Diagonale ist. 
Daher werden mPoo und mPoo die allgemeinen Zeichen der Brachydomen 
und Makrodomen. 

Da diese Ableitung aus jedem Gliede der Grundreihe vorzunehmen ist, 
so wird sie auch für das Protoprisma ooP geltend zu machen sein, aus wel- 
chem sie uns auf zwei Reihen von Prismen, auf Brachyprismen ool^iit 
und auf Makroprismen ooPn gelangen lässt, als deren Gränzglieder sich 
das Braehypinakoid cx)i^oo, und das Makropinakoid ooPoo heraus- 
stellen. 

Anm. Hiermit sind^dena alle Ableitungen erschöpft, deren Resolute sieh 
auf verschiedene Weise in einem Schema zusammenstellen lassen , um eine voll- 
ständige und wohlgeordnete Uebersicht derselben zu erlangen. Eines der ein- 
fachsten Schemen ist das nachstehende triangaläre. 




Die Grandreihe der Protopyramiden steht hier in der Höhenlinie des 
Dreieckes, und theilt somit das ganze Sehema in awei Hftiften, von denen die 
eine die makrodiagonalen, die andere die braehydiagonalen Formen begreift, 
deren allgemeine Repräsentanten mPn und tpiPn in der Mitte der beiden Drei- 
eekshslften stehen. Die Grnndlinie des Dreiecks begreift die sammllichen Pris- 
men, einschliesslich der beiden verliealen Pinakoide; die reefate Dreieekseite 
begreift sflnmiliehe Makrodomen, die linke Dreieckseite samratlicbe Brachydo- 
men, welche beide in der Basis OP ihre Grflnze erreichen. 



§. 165. Berechnung der rhombischen Pyramiden. 

Wir können die Berechnung der rhombischen Pyramiden ganz allgemein 
and ohne Rücksicht auf die besondere Stellung und Benennung derselben durch- 
fahren, indem wir zunächst die Grundform P von dem Parameter- Verhältnisse 
a I b : e berechnen $ denn was von dieser gilt, das gilt auch mutatis mutandis 
von jeder anderen Pyramide. Zuvörderst müssen wir uns aber über die Sig^ 

NtVBaiiD*! KryilaUogrtphie. lo 
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der yersobiedcaen Elemente verständigen i welebe iberheupt einen 6e* 
genstand nnsrer Aeoknungen bilden sollen. 

Es sind nun besonders die Kanienlinien, die Henpiscbnittwinkel und die 
Kantenwinkel, deren Berechnung aucb in pruktiseher Hinsicht einige Wichtig- 
kek erlangt* Wir bezeichnen in jeder Pyramide *) 
die Mittelkanten mit ^, 
die brachyd. Poikanten mit Y9 
die makrod. Poikanten mit Z ; 
ferner bezeichnen wir den Neigangswinkel 

der Kantenlinie JC gegen di^ Bracfaydiagonale mit S^ 

- - - Makrodiagonale mit e, 
F - - Hauptaxe mit ^, 

- - - Brachydiagonale mit 1;, 
Z - - Makrodiagonale mit t, 

- - - Hanptaxe mit i. 

Diese sechs Winkel, welche wir die Hanplschnittwinkel nennen, sind natür- 
lich paarweise complementär, so dass 

desungeachtet ist es nützlich, sie durch besondere Buchstaben zu unter- 
scheiden. 

1. Kantenlinie der Pyramide P. Es folgt aus der Rechtwinkeligkeit der 
Axen unmittelbar, dass 

Z = y"a*-*-b*. 

Diese Ausdrücke gelten allgemein für jede andere Pyramide, wenn nian die 

betreffenden Parameter mit den ihnen zukommenden Ableitungszahlen mul- 

tiplicirt ; daher ist 

für jede Protopyramide mP, ma statt a, 

für jede Makropyramide mPur, m% slatt a, und nb statt b, 

fir jede Bracbypyramide mPn^ mä statt a, und no statt c 

zu setzen, um die Länge ihrer Kantenlinien zu finden. 

2. Hauptschnittwinkel ^ev Pyramide P. 

a. Als Funotionen der Kaatenwinkelt 

^ eosK eosZ 

COSO 5^ ■ > y , COSe ^s -V— ir » 

^ cosZ cos.f 

cos^ = . ' «, • cosi? ^= —, — «5. , 
sinr ' sitfF 

cos JT cos V 

sjdZ smZ 



*) Um die Sisoator dieser BesrSotaogs-Elemeote in nShere Besieboos zu der Sisot 
tnr der Elenente des Axeosytlen» ta briaffes, s^bea wir ia dieien «ed den fblgeodeB 
KrystailsystesieD den Bnefastaben Xp Y nsd Z eise andere Bedentnes, alt Ibiiiber. 
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b. AI« Fanctioneik der Pammieler: 

lang* = l , Uingi; « ^ , 

a h 

langT = g , Ungt = - ; 

in w«kli«i AiudrttdceB wiedarum 

fiir jtit Prato^ramide mP^.' ma statt a, 
for jede Makropyramide mPn, »la statt a, und »b statt b, 
für jede Brachypyramide mPiij ma statt a, und nc statt c 
za setzen ist, am die Hauplschnittwinkel dieser Pyramiden aas ihren Parame- 
tern zu berechnen. 

3. Kanten Winkel der Pyramide P. 
a. Als Functionen der Hauptschnittwinkel; 

° 8ID« SIDO 

l»ngr _ ^.^^ _ ^^ , 

^ sint siUT 

k Als Ponctioeen der Parameter : 

^ bc _ ca ^ ab 

worin ÜTs a*b*+cV+bV. Hieraus folgen die Proportionen: 

cos JT : cos K SS b : a 

cosZ ; cosJiT bs a : c 

cosF: cosZ = c : b 
Die Cosinus der ganzen Kanlenwrnkel andikh werden: 

^^ b»c»-aV-cV 

COS?A^ s=s 



eostr 



cos2Z 



R 

cV-^b*c*-.aH«^ 

R ' 

aV— cV— bV 



R 

In allen diesen Ausdrucken hat man abermals 
für irgend eine Protopyramide mP, ma statt a» 
für jede Makropyramide mPn, ma statt a, und ^ statt b, 
für jede Brachypyramide mrit> ma stall a, und mc statt c 

einzusetzen, um die Kantenwinkel dieser Pyramiden aus ihren Parametern zu 

berechnen. 
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§. 166. Berecbnang der prismatischen Formen. 

Die Kanlenlioien bilden in den Prismen und Domen keinen Gegenstand 
der Berechnung, weshalb wir es bei ihnen nur noch mit den Winkeln zn 
ihun haben. Da nun in den verticalen Prismen X^ in den Makrodomen K, 
und in den Brachydomen Z ein rechter Winkel ist, so folgt daraus, dass die 
noch übrigen Kantenwinkel dieser prismatischen Formen mit ihren Haupt- 
schnitwinkeln identisch sind. 

1. Wi.ikei des Protoprismas ooP; sie ergeben sieh ans den in 
§. 165 gefundenen Winkeln, wenn man in den betreffenden Ansdrieken ooa 
statt a setzt ; man findet so : 

UngK s= tangJ = - , 

UngZ = tang€ = j , 

aUo r-*-Z = W5 

c __b 

b»+c' 
Für jedes Makroprisma ooP« ist nb sUtt b, und frir jedes Brachypris- 

ma ooPn ne statt c zu setzen. 

2. Winkel des ersten Makrodomas Poo; sie folgen aus den in §.165 
gefundenen Ausdrücken, wenn darin cx>b statt b gesetzt wird; man erhält so: 

tongjr = tong7= * , tangZ « Ung* =. - , 

alsoZ-hJr«90*5 

c a 

cosX = ,/- o g cosZ« 



cos2 r « — r?— ^ , cos2Z =5 — cos2 Y. 



S 2 

cos2 Jr=: V— 5 ? cos2Z =5 — «os2X 
Für jedes andere Makrodoma mPoo ist ina statt a zn setzen. 

3. Winkel des ersten Brachydomas Poo; man erhält sie aus den in 
§. 165 gefundenen Winkeln, indem man ooc statt c ernfubrt; 

tang^lT =s tangr = j^ , 

tongr = Ungt = j , 

also Jr H^ r=« 90^5 

b a 

^^•^ ^ 7?TP ^^^^^ /a»+b* * 

b*— a* 
cos2Ar= T — r? » cos2Ks=s— cos2X 
a*+b* 

Für irgend ein anderes Bracbydoma mPoo ist wiederum ma statt a zu setzen. 
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3>wtxtn Capitrl. 

Hemiödrische und sonstige meroödrisclie Ausbildung des 

ihombischen Systems. 

§. 167. Sphenoidische HemiiSdrie. 

Da die aUgemeinsten Formen des rhombischen Systems, die rhombischen 
Pyramiden, nur von acht Flächen gebildet werden, so lässt sich auch die 
Hemiedrie, als eine rings um das Axensystem symmetrisch eintretende 
MeroiSdrie, nur in der einzigen Modalität denken, dass diese Pyramiden mit 
ihren abwechselnden einzelnen Flächen zur Ausbildung gelangt sind. Sie ver- 
wandeln sich dadurch in rhombische Sphenoide, weshalb denn änch diese He- 
miSdrie die sphenoidische HemiiHIrie genannt werden kann. 

Die rhombischen Sphenoide sind von 4 ungleichseitigen Dreiecken 
umschlossene Formen, deren im Zickzack auf- und absteigende Mittelkanten 
sich als zwei längere stumpfere, und zwei kürzere schärfere unterscheiden, 
während ihre zwei Polkanlen horizontal liegen. Ihre drei centralen Quer- 
schnitte sind dieselben Rhomben, wie jene der holoedrischen Stammform. 




Fig. 80. 

Jede Pyramide liefert natürlich zwei complementäre Sphenoide, welche nicht 
nur eine Verschiedenheit der Stellung , sondern auch eine sehr wesentliche, 
durch keine Stellungs-Aenderung aufzuhebende Verschiedenheit der Gestal- 
tung zeigen, indem sie sich zu einander wie ein paar rechts und links 
gebildete Körper verhalten. Sie sind also enantiomorph, und werden 
demgemäss durch Vorsetzung der Buchstaben d und / zu unterscheiden sein, 

SO dass z. B. d—^ und /— ä~~ ^'^ allgemeinen Zeichen der beiden aus der- 
selben Protopyramide mP abgeleiteten Sphenoide werden. 

Die prismatischen Formen des Systems erleiden durch diese He- 
miedrie zwar keine wesentliche Gestaltveränderung , weil ihnen , wie sich 
leicht erkennen lässt, ihre volle Flächenzahl bleibt; allein die Bedeutung 
ihrer Flächen wird dennoch eine ganz verschiedene, so dass die abwechseln- 
den Flächen in den verticalen Prismen als obere und als untere, in den Do- 
men als rechte und linke Flächen zu beurtheilen sind, was in denjenigen Fäl- 
len, da eine mit dieser HemiiSdrie behaftete Krystallreihe zugleich nach der 
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einen oder der anderen Axe dem Hemimorphismos unterworfen ist, aof die 
Erscheinungsweise der betreffenden priMiatäschen Formen von wesenUicbem 
Einflüsse sein wird, weil solche dann nur noch mit zwei Flächen ausgebildet 
seiBköanem. 

Die drei Pinakoide eodiidl Ueibei bei dieaer Hemi(;drie gänzlich un- 
verändert, obgleich sich auch für sie eine verschiedene Bedeutung der Flächen 
geltend macht. 

Anm. Diese Hemiedrie, welche man bis vor einigen Jahren nur an sehr 
wenigen ROrpem, and zwar besonders ausgezeichnet an den kOnstlichen Kry- 
slallen des [Wtcersalzes und Zinkvitriok kannte, ist in neuerer Zeit dnreh die 
wieliligen Arbeiten T^n Patt9ttr ond ScAakus *) an vielen ktosllieh dargesfalUeB 
Sabeea aackgewiesea worden, so dass sie gegonwlrtigab eine aiemiieb binig 
vorkomineode Brsobeinuag betrachtet werden kam. Auch bat PoMUur feaeigt, 
dass sie zugleich mit der circularea Polarisalioa 4as Liehles verbunden istt wie 
sich diesi auch bei der so entfcfaiedea ansgesprochenen Enanttomorphie ver- 
mothen Hess. In einigen Fallen sind die betreffenden Krystalle zugleich den 
Hemimorphlsmus nnterworfen, wodurch die scheinbare Ünregelniässigkeit ihrer 
fiestaltong nicht wenig gesteigert wird. 

§. 168. Berechnung der rhombischen Sphenoide. 

Die Berechnung der rhombischen Sphenoide ist eine sehr einfache und 
gewissermaassen schon gelöste Aufgabe , weil eine leichte geometrische Be- 
trachtung lehrt, dass ihre Kantenlinien doppelt so lang sein müssen, wie die 
Kantenlinien ihrer holo^'drischen Stammformen , während sich ihre Kanten- 
winkel als die Supplemente der Winkel dieser letzteren bestimmen. Be- 
zeichnen wir also in dem rhombischen Sphenoide 

die Polkanten mit X\ 

die kürzeren Mitlelkanten mit Y\ 

die längeren Mittelkanten mit Z\ 
so bestimmen sich die Kautenlinien, wie folgt: 

X' = 2/P+? = 2^ in §. 165, 

r « iyV^ « 2r in §. 165, 

Z' «> 2Ka'^b2 « 2Z in §. 16». 

DieCostiins der KanlenWinkel aber ergeben sich ovaiitlelfcar an« ^, 165 

mit den Werthen : 

v/ a*b*-t-c*a*— b^c* 
cosJl ä 



cosF' =s 



K 

bV-*-aV^cV 

R 



*] Ptuteur IQ den Ana. de Chimie ei de Pbysiqne, 3. s^ie, voll. 31^ 38 u, a. ; Scha^ 
6u# in seiner, voD der Kais. Akademie der Wisseoscb. sekrönten Preisschrift: Bestim- 
mnng der Krjrttall gestalten in ehemiseben Laboratorien erzenster Prodncte, 1895, S; 31, 
49, 78 and 85. 
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K 
worin ftkenMb iTtta'b'.^e'a'-hb'o* iU. 

Setzt man in diesen AasdriiciLen opa statt a» so gelangt man «nf die Win^ 
kel des verticalen Prismas ooP ; während eben so die Substitution von oob 
für b, öder yon ooc far c auf die Winkel der beiderlei Domen gelangen lässt, 
wodurch denn die in §. 167 ausgesprochenen Folgerungen über die andei^weite 
Wirkung dieser Hemicfdrie ihre Besläligung finden. 

• • * • 

§. 169. Merol^drie mit monoklinoSirisehem Formentypos. 

Ba gick einige Krratallreihett , wie s. B. jene des Wotfraais und des 
DaloKthes, welebe awar dnreh ias Aoflreten dreier auf einander rechiwinke- 
Kger Systeme Ton prisma tischen Formen ganz unzweifelhaft alsrbombisohe 
Krystallreihen eharakterisirt werden , dennoch aber in der AusbHdungsweJse 
ihrer Formen einen an das monoklinöSdrische System erinnernden Gestal- 
tungs-Typus zeigen. Bei ihnen macht sich nämlich ausnahmsweise eine Art 
von Maroe'drie geltend, wie solche in dem genannten Systeme als ein noth- 
wendiges Bildungsgesetz ganz allgemein angetroffen wird. 

Diese Mero^'drie , welche sich, bei dem Mangel einer ringsum sym- 
metrischen Ausbildung, nicht füglich auf den Begriff der HemiSdrie zurück- 
führen lässt, ist darin begründet, dass sich, in einem der beiden verticalen 
Hauptschnitte gleichsam ein Gegensatz der vier Quadranten .einsetzt, 
indem zwei Gegenquadranten die bleibenden, die beiden anderen die ver- 
schwindenden Flächen bestimmen. Dadurch wird sowohl für die Pyrami- 
den, als auch Inr diesigen prilüaliseiien Poraianv deren LSagsixe auf jenem 
Hauptschnitte normal ist, eine Zerfällung in zwei, von einander unab- 
hängige Partial formen verursacht; jede Pyramide tritt zunächst nur mit 
zwei gegenüberliegenden Flächenpaaren, als eine Hemipyramide , und jede 
solche prismatische Form nur mit zwei Gegenflächen, als ein Hemidoma auf. 
Soll nämlich in der Ersoheinongsweise der Farmen die Symmetrie nach rechts 
nnd liaJcs noch erkalten bleiben , so muss nothwendig eine von dei^enigen 
beiden Axen zur Hanptaxe gewählt werden , welche in dem die Meroedrie 
bestisMnenden Hauptsebnitte enthalten sind. Diess sind aber genau die Sym- 
jnetrie-Verbältttisse des monoklinoädrisehen Systems, dnber man von derglei- 
«ken rhoeibisehen Kryatallreiben sag^ kann, dass sie mit Bu»noklino^ri- 
aehofli Formentypns ansgebildet sind ; sie lassen sieb gewissermaassen als 
nolohe MonoklinoMriache Kryslallreihen betrachten , in welchen der sehieie 
Neigungswinkel der.Axen ^ 90^ geworden ist, oder richtiger, in welehen die 
Neigugswinkel nweier Azen eine verschiedene BedeuUmg gewannen haben, 
ohne dass eine Verschiedenheit ihrer Grösse eingetreten ist. 

Um diese eigentbümliehe Meroedrie der rhombischen Formen nnd Gom- 
bjnationen in der Bezeichnung auszudrücken, dazu kann man sich immerhin 

der Zeichen ^—s- ^^ ^^ Hemipyramiden, und ± — ^~ für die betreffenden 
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Hemidomen bedienen, weil ja eine Verweehtlnng mit der spbenoidiscken He- 
milSdrie nicht vorkommen kann, sobald bei der Beschreibung der Krystallreihe 
die Meroedrie mit monoklino(!drischem Pormentypiw als eine Bigenthnmlich- 
keit derselben erwähnt worden ist. 

Anm. Man hat dergleichen rhombische Krystallreihen als Beweise f&r die 
Bicbtigkeit der Ansicht aogeftihrt, dass Überhaupt alle moDoklinoedrische Kry- 
stallreihen auf ähnliche Weise zu betrachten, d. h. als merofe'drische Krystall- 
reihen des rhombischen Systems, gleichsam als hemirhomhische Krystallreihen su 
deuten seien. Allein die Coexistenx dreier auf einander rechtwinkeliger 
Zonen , welche als die Repräsentanten der drei orthoedrischen Axen in jeder 
rhombischen Krystallreihe eine so eminente Bedeutung erlangen, und von denen 
keine durch die so eben erläuterte Meroädrie eltnrinirt werden kann : die Goe- 
zistenz dieser drei Zonen wird in den meisten wirklich monoklinoedrisehen 
Krystallreihen so entschieden vermisst, während solche in einigen wenigen nnr 
in so untergeordneter Weise nachzuweisen ist, dass wir uns schon ans diesem 
Grunde jener Ansicht nicht anschliessen können. Noch weit aufTallender tritt 
dieser Mangel dreier auf einander rechtwinkeliger Zonen in dem triklinoe- 
dri sehen Systeme hervor, welches man eben so als eine tetartoedriscbe 
Ausbildung des rhombischen Systems zu deuten versucht hat, obgleich durch 
die dabei vorausgesetzte sogenannte Tetartoedrie jene Zonen durchaus nicht 
verschwinden könnten. 



IPntte<i Cofiitfl. 
Combinationen des rhombischen Systems. 

§. 170. Holoedrische Combinationen des rhombischen 

Systems. 

Da die sphenoidischen Combinationen des rhombischen Systems lediglich 
dnrch die eigenthümliche Ausbildungsweise der rhombischen Pyramiden cha* 
rakterisirt sind, deren Flächen meist untergeordnet anfzutreteo pflegen, so 
hat die Erkennung dieser Combinationen keine Schwierigkeit, während ihre 
Entwickelung denselben allgemeinen Regeln nnterliegt, wie jene der hoiolidri- 
sehen Combinationen. Demnach haben wir uns nur mit diesen Combinationen 
zn beschäftigen. Die Entwickelung derselben beruht zunächst auf der Theorie 
der binären Combinationen, welche nnr dann allgemein durchznfihres ist, 
wenn wir dabei die Combination irgend zweier rhombischer Pyramiden 
voraussetzen, von denen die eine als vorherrschende, die andere als unterge- 
ordnete Form gedacht wird. 

Wir können diese beiden Pyramiden vorläu6g ganz unbestimmt lassen, 
ohne ihre besonderen Verhältnisse zn berücksichtigen, bezeichnen sie dem- 
nach mit P und P^ und ihre Parameter- Verhältnisse mit ä tbicnni a ib' i c\ 

Dann lehrt eine einfache Betrachtung, dass die möglidien Combinations- 



««d die dentelken eaUfNrecbendea Bedingwogen fdrfgeade sind : 
es bildet die uotergeordnete Pyramide F an der vorberraclieiiden Pyramide P 

1. eine ZuschSrfung der makrodiagonalen Poikanlen, wenn p^jf 
und-,<-5 

2. eine Zuschärfong der brachydiagonalen Polkanten, wenn -^ » -, 

c c 

nnd^<^-5 

3. eine Znscbärfdng der Mittelkanten, wenn -/Ss-, unda'>a: 

CG 

t i 

4. eine vierfläcbige Zuspilznng der Poiecke, wenn t> <-7 9 und — < - ; 

b c c 

5. eine vierfliichige Zaspitzang der makrodiagonalen Mittelecke, wenn 

T7>^, und -7<-; 
ob c c 

6. eine vierflächige Zuspitzung der brachydiagonalen Millelecke, wenn 

a a : b' b 

-T> - > und ^>~- 
c c c c 

In diesen sechs Fällen sind alle ipöglichen Verhältnisse der binären rhom- 
bischen Combinationen enthalten, und es ist nnr noch zu zeigen, wie diese 
allgemeinen Regeln für die Combinationen der veroohiedenen Arten von Py- 
ramiden ztt benutzen sind. 

§. 171. Combinationen zweier gleichnamiger Pyramiden. 

Bei dem Gebrauche der im vorigen Paragraphen gefundenen Regeln ist 
zunächst der Unterschied zu beachten, ob die beiden combinirten Formen 
gleichnamig oder ungleichnamig sind; ein Unterschied, welcher zwar 
für die Formen der Grnndreihe keine Bedeutung bat, für die qbrigen For- 
men aber sehr wichtig wird. Femer wird es nötbig, die durch die Quotienten 

7-, — , rr U.S. w. ausgedrückten Bedingungen als Functionen der Ableitnngs- 

zahlen m^ n, tn und n darzustellen, weil sie nur dadurch eine unseren kry- 
stallographischen Zeichen entsprechende Form gewinnen. 

Wir wollen nun erst den Fall betrachten, da beide Pyramiden gleich- 
namig, also entweder Protopyramiden , oder Makropyramiden, oder Brachy- 
pyramiden sind. 

I. Beide Formen sind Protopyramiden, also mP und rn^P. 

Dann sind die Combinationskanten horizontal, und m'P bildet an mP 
entweder 

eine vierflächige Zuspitzung der Polecke, wenn m < m, oder 
eine Znschärfnng der Mittelkanten, wenn m'^-m. 
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n. Beide Penneosiiid MakrepyrainideBy also mPn imd mPm. 
Dann haben wir 
fSr mPn statt a ; b : c das VerhältDiss ma : »b : c, 
für m'Pn statt a i b' : c das Verbällniss m'a : nl) ; c 
einzofahreo, and es wird daher 

a * ^a m' ^m 

77> = <T, wenn -r>= <-, 
b Q n n 

-r > = < — , wenn i»' > = < jw, 
c c 

b' b 

-7 > Ä < - , wcon n > Ä < «. 

c c 

Folglieh bildet mPn an mPn 

1. eine Zoscbarfoog der makrod. Polk., wenn --79« — , nnd m' < m ; 

n n 

2. eine Zeseblrfnog der brachyd.Polk., wenn m' sm, und n' >»; 

3. eine Zaschärfung der Mittelkaoten, wenn it' s», and m' > m $ 

4. eine vierfl. Zuspitzung der Poleckei wenn —><--, und m' < m; dabei 

n n 

werden die Combinationskanten horizontal, wenn n* ssn\ 

5. eine vierfl. Zusp. der makrod. Mittelecke, wenn -^ > — , nnd n' <ii; 

n li 



j werden die Gombinationskanien parallel den braehydiagooalen Pol- 
kanten von mPn^ wenn m &m\ 

6. eine vierfl. Zusp. der bracbyd. Mittelecke, wenn m* ^^m^ and fi'>ii; 
dabei werden die Combinationskanten parallel den makrodiagonalen Pol- 

kanten von mPn, wenn -7 s— . 

n n 

III. Beide Formen sind Brachypjrramiden, also mPn and mPn. 
In diesem Falle haben wir 
für mrn statt a : £ : c? das Verhältniss ma : b : nc, 
für mrn statt a i b' x c das Verhältniss m'a ih i nc 
einznfuhren, nnd es wird daher 

^> = <j, wennm >=r<m, 

-7 > = < - , wenn -> > = < ~, 
,c c H n 

b' b , 

->> = <-, wenn n < = > «. 

c c 

Folglich bildet mPn an mi^n 

1. eine Znaebärfang der makrod. Polk., wenn m czm^ und it'> n; 

2. eine Zaschärfnng der bracbyd. Polk., wenn -r as — , und m' '^m'j 



3. eine Zuschärfang der Mittelkanlen, wenn d « n» nnd m' > m s 
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'ftift ABB 

4. eine vierfl. Zospitzoog der Poleeke, wemi m' <^m^ imd-', < — ; dabei 

werden die Gdmbinationskanlen horizontal, wenn ;i' = n ; 

5. eine vierfl. Ziispitzung der makrod. Miltelecke, wenn m'>m, und »>»; 
dabei werden die Combinationskantra parallel den brachydi^gonalen Pot- 

kanten von mPn. wenn — 7 =— : 

sn itt 

6. eine vkrfi. Znsp. der bracbyd. Miiteleeke, wenn — 7 > ~ 9 und »' < n; 

A IS 

wobei die Combinationskanten den makrodiagonalen Polkanten von nirn 
parallel werden, wenn ni ^:im. 

§• 172. Combinationen zweier ungleichaamiger Pyrapniden. 

Wenn die beiden Pyramiden ungleichnamig sind, so ist die vorherr- 
schende entweder eine Makropvraoiide, oder eine Brachypyrami4e* 

I. Die vorherrschende Form ist eine Makropyramide ntPn, die unter- 
geordnete eine Brachypyramide mrn. 

In diesem Falle haben wir 
fib* mPn statt a i b i c das Verhältniis mn : nb : c^ 
für mPn statt a : b' : c das Verhältniss m'a : b : n'c 
eiiizuführien, und es wird daher 

^ > = < j , wenn m > = < - , 

a am 

-7 > = < - , wenn -7 > 5^ < w» 
c c n 

b' b l 

-7 > =5= < -, wenn -, > s= < n. 

C C H 

Da nun aber sowohl n als n' stets > 1 ist, so muss -, stets <;t, und folglich 

b' b 

auch -7 stets < - sein , wodurch denn die möglichen Gombinations-Verhält- 

C V 

nisse auf Nr. 1,.,4 und 5 beschränkt werden, 

II. Die vorherrsekende Form ist eine Braehypyramide n^n^ die 
untergeordnete eine Makropyramide mPn\ 

In diesem FaHe haben wir 
für mPn statt a : & : c das Verhältniss ma : b : nc, 
für mPn' sUtt a : b' : c das Verhällniss m'a : n'b : c 
einzufuhren, und es wird daher 



^ > = < j, wenn ^, > = <»i, 

a a , ^ nt 

nr > = < -, wenn m > = <--, 
c c n 
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-7 > ■» < -♦ weim n > « < - . 

e c n 

Da Dun n und n' stets > 1 sind, so muss auch n stets > - sein, woraus denn 

folgt, dass nur noch die Bedingung />- vorkommen kani), wodurch die 

möglichen Combinations-Verhältnisse auf Nr. %y 4 und 6 beschränkt werden. 

Hieraus ergeben sich für die Combinationen zweier ungleichnamiger For- 
men überhaupt folgende Regeln. 

Die Flächen der untergeordneten Form rnVn erscheinen jedenfalls 
paarweise an denjenigen Polkanten der vorherrschenden Form imPa, 
welche mit dieser letzteren gleichnamig sind, (also z. B. die Flächen einer 
Brachypyramide an den makrodiagonalen Polkanten einer Makropyramide, 
und umgekehrt), und bilden 

1. eine Zuschärfung dieser Polkanten, wenn m' s -> , 

2. eine vierfl. Zuspitzung der Polecke, wenn m' < — , 

n 

3. eine vierfl. Zuspitz, der Mittelecke, wenn /»'>->, und zwar «nd die 

Combinationskanten parallel mit den anderen Polkanten von mPn, wenn 

tn . - 

-yssm ist. 
n 

A n m. Aos dea in diesen drei Paragraphen mitgethetiten Regeln wird man 
sich leicht auch diejenigen ableiten können, welche für die Gombinationen von 
Pyramiden mit prismatischen Formen, oder filr die Gombinationen der ver- 
schiedenen prismatischen Formen anter einander gelten, wobei natflrlich der die 
Erscheinungsweise der Combination darstellende wörtliche Ausdruck angemes- 
sene Veränderangen erleiden wird. Ist z. B. die vorherrschende Form eine 
Pyramide, die untergeordnete dagegen ein Prisma oder ein Doma, so wird jede 
Kantenzascbärfung in eine Kantenabstampfong, und jede vierflacbige Zuspitzung 
eines Eckes in eine Zuscbärfuog desselben flbergehen. Ist aber die vorherr- 
schende Form z. B. ein verticales Prisma, so wird ein solches Prisma durch 
jede Pyramide mit einer vierflflchigen Zuspitzung, durch jedes Doma mit einer 
Zoscbttrfang, durch die Basis mit zwei geraden Endflächen behaftet werden, 
dagegen durch andere (verticale) Prismen Zasehirfangen, und durch die ver- 
ticalen Pinakoide Abstumpfungen seiner makrodiagonalen oder brachydiagonaleo 
Seitenkanten erleiden. 
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Zonenlehre des rhombischAn Systenui. 

§. 173. Allgemeine Betracbluhg über die Zonen dieses 

Systems. 

Wenn schon in den bisher betraehteten Rrysuilsystemen die Entwieke- 
lang der Combinalionen in der Zonenlehre ein sehr wichtiges Hilfsmittel 
Yorfand , so erlangt diese Lehre eine noch weit grössere Bedeutung für die 
Combinatiooen des rhombischen Systems und der klinoSdrischen Krystall- 
Systeme, in welchen die immer kleinere Flächenzahl der einzelnen Por- 
mea nicht nnr gewöhnlich eine zahlreichere Ausbildung von Formen über» 
hnpl, sondern auch eine grössere Anzahl von gegenseitigen Durchschnitten, 
and somit eine vielseitigere Entfaltung der Zonen zur Folge hat. Dieselbe 
Ursache bedingt es übrigens, dass die gleichartigen oder gleichnamigen Zonen 
grösstentbeils in einer geringeren Anzahl vorhanden sind» als diess in den 
bisherigen Krystallsystemen der Fall war. 

Die Zonenlehre ist für die drei klinoödiriachen Krystallsysteme we- 
sentlich dieselbe, wie für das rhombische System, weil alle diese Sy- 
sleme trimetriseh und zugleich anisometrisch sind, weil die Plächenzabl der 
einzelnen (vollständig vorausgesetzten) Formen in ihnen allen genau dieselbe 
ist, und weil die Gesetze der zonalen Gruppirung der Flächen von den Nei- 
gungswinkeln der Axen völlig unabhängig sind. Die Zonenlehre des rhombi- 
schen Systems gilt daher auch für die folgenden Krystallsysteme, in welchen 
nnr zum Theil eine Verschiedenheit der Benennung der Zonen eintritt, wäh- 
rend ansserdem Alles unverändert bleibt. Mit der Darstellung der Zonen des 
rhombischen Systems wird also auch zugleich jene der drei klinoödrischen 
Krystallsysteme gewonnen, für welche. wir deshalb auch grösstentbeils auf 
gegenwärtiges Capitel verweisen können. 

Die gewöhnlichen Zonen des rhombischen Systems sind sehr einfach, 
und zeigen eine gewisse Gleichförmigkeit ihrer Verhältnisse , so dass die we- 
sentliche Verschiedenheit derselben meist nur in dem verschiedenen Namen 
der Zonenlinie liegt, während sie übrigens von ganz ähnlichen Gesetzen be- 
herrscht werden. Diese gewöhnlichen Zonen sind nämlich folgende : 

1. die Zone der Hauptaxe, 

2. die Zone der Makrodiagonale, 

3. die Zone der Brachydiagonale, 

4. die Miltelkantenzonen der Pyramiden, 

5. die makrodiagonalen Polkantenzonen der Pyramiden, und 

6. die brachydiagonalen Polkantenzonen der Pyramiden. 

Ausser diesen Zonen können freilich. noch sehr viele andere zur Ausbildung 
gelangen, deren Entwickelung in jedem besonderen Falle mit Leichtigkeit 
nach der allgemeinen Regel des §. 38 zu geben sein wird. 



Rhomli M didi Syitem. 

Dass die Taogenten tautozonaler Kanten in einer jeden rhombischen 
Krystallreihe rationale VerhUlaiaae biJ^en niüsaen, diess ergiebt sich un- 
mitlelbar aus den S. 55 mitgelheilten Betrachtungen, durch welche es als die 
Bedingung dieser iUtmialilit dnr Tangen ttn-Verhällntse erkannt wurde, 
dass die Grundparameter a, b und c der betreffenden Krystallreihe entweder 
durch Quadratwurzeln, oder durch rationale Zahlen ansgedriickt werden kön- 
nen. Da nun diess immer möglich ist, so wird uns auch jene Rationalitit in 
allen Fällen verbürgt sein, wie sie denn auch in allen Fällen empirisch durch 
uaaere Winkelaesai«igent so ^nt theoreliMh durah die zonala Verknipfnug 
der Flächen dargetäan wird. 

§• 174. Zonen der drei Axen« 

Die den drei Axen entaprecbenden Zonen aimd natSrlicb eine jede einsig 
in ihrer Art, und so leioht su beorlheikD, dasa es dabei gar nick der Anwen- 
dung der Zonengleichung bedarf* 

1. Zone der Hanptaxe. Sie begreift alle diejenigen FIMmb, welche 
der Hauptaxe parallel sind f foigKch das Protopriema ooP, die i^ämnitiichen 
Makroprismen ooPn und Brachyprisoien ooF^i, sowie die beiden verticalen 
Pinakoide ooPoo und ooJ^oo. 

Da die Zonenlinie in diesen Falle die GMehnngen y a und jv as bat, 
und ff a o^ ats oo ist, so gilt Mr den Neignsgawinhel fF irgend zweier tavio- 

zonaler Flächen F und F' dieser Zone » wenn für k der Werth — eingeführt 

wird, nacb S. 55 der allgemeine Ausdrvak 

in welchen man nur die, durch das krystaltograpbiscbe Zeichen beider FRieben 
gegebenen Werth e der Parameter b nnd c, b* und c', unter Berfickstcbti- 
gung ihrer durch die Lage der Fläcben bestimmten Vorzeichen einzusetzen 
bat, um den gesuchten Winkel zu finden. 

Anm. Es sei z. B. die Flache F die vordc^re rechte Flache des Makro- 
prismas ooPji, die Fläche F' die vordere linke Fliehe des Bracbyprismaa oorit', 
so gilt 

fÖrjF: ^asnb, rase, 

OkrF: rair^b, eviff'e, 
und es wird daher 

welcher Werth lehrt, dass dieser Winkel nur dann ein rechter werdeai-kanB, 
wenn sich n : «' sss c* : b^ verhalt« 

2. Zone der Ifakrodiagonale. Dieae Zone begreift aHe diejenigen 
Fßieben, welche der Makrodiagonale der GrumHem paraHel sind) ta^ftak 
das Basopinakeid iP, die sämmtlicben Uakrodonen nrPoo, und das Makro- 
pinakoid ooPoo. 



Da die Zonenlioie in diesem Falle die Gleichaogen d;asO und jssOhat, 

und 6 8 y SB oo ist, so gilt far den Neigungswinkel fF irgend zweier tauto- 

N 
zonaler Flächen F nnd F' dieser Zone, nach EinfBhmng des Werthes — von 

k^ dar allgeflAeiiie Aoadruck 

aas wolcbem sich in j^em gegebenen Falle durch EinseUung der besonderen 
Werthe der Parameter « und c, «' und c\ unter gehöriger Beaehtimg ihrer 
Vorzeiohen, der gesuchte Winkel bestimmen lässt. 

Aan. Ist z. B. F eine Fliehe des ersten (d. h. des zur Gmodronn g#» 
herigen) Makrodomas Poo, uod F' die analog liegende Flache irgend eines asN 
deren Makrodomas, so gilt 

fllr F : a ssa, e = c, 

filr F' \ a ^ jna, esc, 

folglich kestampt sich dann. 

.Mr (w— i)ca 
* ma*-hc* 

wonach sich der Neignogswinkei jeder makrodomatischan Fläche gegen die ana- 
log liegende PlSche des ersten Makrodomas berechnen lässl« 

3. Zone der Brachydiagonale«, Sin begreift alle diejenigen Flä- 
chen, welche der Brachydiagonale der Grundform parallel sind ; folglich das 
Basopinakoid OP, die sämmtHcben Brachjrdomen eiFbo, und das Braohypiaa« 
koid ooi^. 

Da nun die Zonenlinie die Gleichnngen x^ü und y s hat, während 
e SB e' BD OD ist, so ergiebl sieh Mr den NeigmgewiBkel fV irgend zweier 
Flächen F und F' dieser Zone, ana dem S. 55 stehenden allgemeinen Aas* 

drucke von tangXT, nach Einführung des Werthes A ss — , der Werth 

mittels dessen sich abermals in jedem einzelnen Falle, aus den bekannten Ab- 
leitungszablen uod der bekannten Lage der beiden Flächen , ihr Winkel be- 
rechnen lässt 

Anm* Ist z. B. F eine Flache des ersten (d. h. ^t% zor Groodform ge- 
htfrigea) Braebydoaias l^oo, and F' die analog liegend« FUtehe irgeod eioes 
anderen BrachydoBMS 111FQO9 so wird 

flIrF: e » a, * «ah» 
für F' : assma, ^ash, 
und folglich 

wonach sich die Neignogswinkei aller bracbydomalischen Fliehen gegen die 
log liegende Fläche des ersten Brachydomas berechnen lassen. 
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§. 175. Miltelkanteiizonen der Pyramiden. 

Bei der Betrachtung derjenigen Zonen, welche sich allgemein als die 
Rantenzonen derPyramiden bezeichnen lassen, brauchen wir zunächst 
nur irgend eine unbestimmte Pyramide zu berücksichtigen, weil sich die so 
gefundenen Resultate sehr leicht in derjenigen Form darstellen lassen, welche 
ihnen für irgend eine bestimmte Pyramide zukommt. Von jeder Art dieser 
Zonen giebt es allemal nur zwei, weil jede Art der Kanten nur in der Zahl 
Tier vorhanden ist, von denen je zwei einander parallel siad. 

Zonen der Mittelkanten. Sie begreifen alle diejenigen Plächen, 
welche der Mittelkaote ein^ Pyramide parallel sind. Pur irgend eine, durch 
das Parameter-Verhältnisa a : b i e bestimmte Pyramide sind die Gleichungen 
der einen, auf den Mittelpunct transportirten Mittelkante 

xasO, und^ -h- =0, 
o c 

welche, verglichen mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie (S. 47), 

uns lehren, dass in vorliegendem Falle 

^asO, V=s*, ^=s— c 

sein mnss, woraus sich far irgend eine FlSche F^ von den Parametern a', b* 
und c die Zonengleichung 

77 7=0, oder bc^ » b'c 

b . c 

ergiebt; folglich wird für alle tautozonale Flächen dasselbe VerhäUniss 

der Nebenaxen erfordert. Aus dieser allgemeinen Bedingung lassen sich 

nun folgende besondere Resultate ableiten : 

Diejenigen Formen, welche in die Zone der Mi ttelkante irgend einer 
Pyramide Flächen zu liefern vermögen, sind : 

1. wenn die Zonenlinie eine Mittelkante von P ist, die Basis OP, alle Pro* 
topyramiden mP und das Protoprisma ooP; 

2. wenn die Zonenlinie eine Miltelkante von Pn ist, alle mögliche Makro- 
Pyramiden mPn mit gleichem Werthe von n, das Makroprisma cx>Pii, 
und die Basis OP; 

3. wenn die Zonenlinie eine Mittelkante von l^n ist, alle mögliche Braehy- 
pyramiden mPn'mit gleichem Werthe von n, das Brachyprisma oo^n, 
und die Basis QP. 

In diesen Sätzen ist die Ent Wickelung der Mittelkantenzonen gege- 
ben. Was die Tangente des Neigungswinkels /iP* irgend zweier tautozona- 
1er Flächen F' und F" betrifft, so folgt solche ans dem allgemeinen Ausdrucke 

'^"«'^ ^a'ä"b'b"'^c'V'a'a"'^b'b"c'c" ' 
wenn wir in selbigem /i ss 0, y as 6, ^ ss — c, und fb'r Ar einen der beiden 

N R 
Werthe — oder — setzen , hierauf den ganzen Ausdruck durch b'b'^ oder 
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darch cc* dlvidireO) und statt 77777 oder -rT$ die aus der Zonendelchaofi: 

b b c c 00 

folgenden Wertbe p oder -, einführen ; auf diese Weise bestimmt sich zu- 
vörderst 

langer- a'a"{b''^G')^c'c''b^ 

Diese noch sehr allgemein ausgedrückten Werthe gehen endlich dadurch, dass 
man d =s ma, d' = m'a, V = &" == b, und c s= c ' = c setzt, in den für die 
Flächen irgend zweier Protopyramiden mP und m'P aus der Mittelkanten- 
zone der Grundform giltigen Werth 

(ii/-iii)abc]/b»H-c' 
*» w///(b*-l-cV+»>V 

über, welcher uns, bei gehöriger Berücksichtigung der Vorzeichen von m und 
m\ den Winkel irgend zweier tautozonaler Flächen aus der Mittelkantenzone 
der Grundform liefert. 

Setzt man in demselben Ausdrucke von tang^nb statt b, so gilt derselbe 
für die Mittelkantenzone irgend einer Makropyraroide mVn\ setzt man 
dagegen »c statt c, so bezieht er sich auf die Mittelkantenzone irgend einer 
Brachypyramide n^n. 

§• 176. Makrodiagonale Polkantenzonen der Pyramiden. 

Die makrodiagonalen Polkantenzonen einer Pyramide sind diejenigen 
Zonen, deren Flächen einer der makrodiagonaleu Polkanten derselben Pyra- 
mide parallel lirgen. Hat nun diese Pyramide das Parameter- Verhältnis« 
u : 6 : c, so werden die Gleichungen einer ihrer makrodiagouaien Polkanten 

i»=0, und - + ^=05 
a b 

und vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie 
(S. 47), so folgt, dass in gegenwärtigem Falle 

sein muss, weshalb denn für irgend eine Fläche F* mit den Parametern a , b' 
und c die Zonengleichung 

-7 — T/ = 0, oder ab' ^ db 
a b 

wird, welche uns lehrt, dass für alle tautozonale Flächen dasselbe Grössen* 
Verhältniss zwischen der Hauptaxe und Makrodiagonale Statt finden 
muss. Aus dieser ganz allgemeinen Bedingung ergeben sich denn folgende 
besondere Regeln. 

Naancoa^i RrystaHograpliM* 19 
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Diejenigen Formen, welche Flächen in die makrodiagonalen Polkanten- 
zonen irgend einer Pyramide liefern können, sind : 

1. wenn die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Protopyra- 
mide mP ist: 

das Brachydoma mPoo^ 

alle Brachypyramiden mPn, 

die Protopyramide mP selbst, 

alle Makropyramiden von der Zeichenform miiPit, ond 

das Makropinakoid ooPcx> ; 

2. wenn die Zonenlinie die makrodiagonale Polkanle einer Makropyra- 
mide mPn ist : 

das Brachydoma ^roo, 

alle Brachypyramiden von der Zeichenform ^Pn\ 

die Protopyramide — P, 

# _ 

alle Makropyramiden von der Zeichenform — Pit', mit n < n, 



mn n 9 

ßicneniorm 
die Makropyramide mPn selbst. 



alle Makropyramiden von der Zeichenform — Pn', mit n > n, und 

das Makropinakoid cx)Pcx>. 

3. wenn die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Brachypyra- 
mide mrn ist: 

das Brachydoma mPoo, 
' alle Brachypyramiden mrn ^ mit n > i7, 
die Brachypyramide mPn selbst, 
alle Brachypyramiden fi?i^;i', mit fi < n, 
die Protopyramide mP, 

alle Makropyramiden von der Zeichenform mnrn\ und 
das Makropinakoid ooPcx>. 
Hiermit ist die Entwickelung dieser Zonen vollständig erschöpft. 

Die Tangente des Neigungswinkels XP' irgend zweier tautozonaler 
Flächen F' und F" folgt aus dem allgemeinen Ausdrucke 

aa ob -k-cc aa -k-o b cc 

wenn man in selbigem ii^^a^ y = ^ 6, ^ = 0, sowie für k einen der beiden 

M N 

Werthe — oder — setzt, hierauf Zähler und Nenner mit aa" oder mit b'b'* 

L9LI9 aa" 

dividirt, und endlich statt -r-r, oder jrpj die aus der Zonengleichung folgen- 

Ä* II* 

den Werthe -^ oder -r^ einfährt. Auf diese Weise erhall man : 

er Ä* 



cc (a^-k-brj-k-b b ir 
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Diese beiden völlig aequivalenten Ausdräcke erhallen noch eine verschiedene 
Form nach Maassgabe der besonderen Bedeatung der Zonenlinie. 

1. Ist die Zonenlinie die roakrodiagonale Polkanle einer Protopyramide 
mPf so ist a =s ma nnd 6 = b, und es wird 

(b'c"^b"c')maYmH^^h^ oder 

""■" c'c"(»iV-l-b«)H-aii"b» • 

2. Ist die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Makropyra- 
mide mPfij so ist assma, und b snb, und es wird 

^-^_ (i^'c"— Ä'V)»ia)/"OTVH-iiV . 
tanglf-- ^v'(iiiVH-««b*)+A'^'Va* ^**^"' 



__ {ca'—'c'a)nh V^m^a^-^-w^b^ 



3. Ist die Zonenlinie die makrodiagonale Polkante einer Brachypyramide 
iTii^ii, so ist a s ma, 6 = b, nnd so gelten für tang/F dieselben Werthe, 
wie vorher unter 1. 

Man hat nun in jedem besonderen Falle nur statt a\ b' und c', statt tt\ 
b" and c' die, den beiden Flächen vermöge ihres krystallographischen Zei- 
chens und ihrer Lage zukommenden Parameterwerthe einzufahren, um den 
gesuchten Neigungswinkel zu finden. 

§. 177. Brachydiagonale Polkantenzonen der Pyramiden. 

Die brachydiagonalen Polkantenzonen einer Pyramide sind diejenigen 
beiden Zonen, deren Flächen einer der brachydiagonalen Polkanten derselben 
parallel sind. Lassen wir diese Pyramide einstweilen noch unbestimmt, so 
sind die Gleichi^ngen einer ihrer brachydiagonalen Polkanten 

V =« 0, und — h - = 0, 

aus welchen sich durch eine Vergleichung mil den allgemeinen Gleichungen 
der Zonenlinie (S. 47) ergiebt, dass 

^sH, yssO, ß=:— c 

sein muss, weshalb denn für irgend eine Fläche F' mit den Parametern a\ b' 
und c die Zonengleichung 

-7 1 =5 0, oder ca = ca 

a c 

wird, welche uns lehrt, dass alle tautozonale Flächen dasselbe Verbal tniss 
der Hanptaxe zur Brachydiagonale haben müssen. Aus dieto* allge- 
meinen Bedingung lassen sich nun folgende besondere Regeln ableiten. 

19* 
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DiejenigeD Formen, welche Flächen in die brachydiagonalen Poikanten- 
Zonen irgend einer Pyramide liefern können, sind: 

1. wenn die Zonenlinie die bracbydiagonale Polkante einer Protopyra- 
mide mP ist: 

das Makrodoma mPoo^ 

alle Makropyraroiden mP;?, 

die Protopyramide mP selbst, 

alle Brachypyramiden von der Zeichenform mnPn, und 

das Brachypinakoid ooPcx> ; 

2. wenn die Zonenlinie die bracbydiagonale Polkanle einer Bracbypyra- 
mide mPn ist: 



das Makrodoma - Poo, 

n 

alle Makropyramiden von der ZeicbenForm —Pn\ 

die Protopyramide — P, 

alle Brachypyramiden von der Zeichenform — Pn , mit n < n, 
die Brachypyramide mPn selbst, 

alle Brachypyramiden von der Zeichenform ^^Pn mit n > n, und 
das Brachypinakoid ooPc» ; 



n 



3. wenn die Zonenlinie die bracbydiagonale Polkante einer Makropyra- 
mide mPu ist : 

das Makrodoma mPoo, 
alle Makropyramiden fnPn\ mit n > ii , 
die Makropyramide mPn selbst, 
alle Makropyramiden mPn\ mit n < n, 
die Protopyramide i/iP, 

alle Brachypyramiden von der Zeichenform mnPn\ and 
das Brachypinakoid ooroo. 
Hiermit ist die allgemeine Entwickelung dieser Zonen vollständig erschöpft. 

Die Tangente des Neigungswinkels ff^ irgend zweier tautozonaler 
Flächen F' und F" findet sich aus dem allgemeinen Ausdrucke 

aa üb H-cc aa -^ob cc 
wenn man in selbigem /i = ff, y = 0, () s= — c, sowie für A einen der beiden 

Wertbe — oder — einführt, hierauf mit da oder mit cc" dividirt, und end- 

de" ad* c* 

lieh statt -T-77 oder -rrr die aus der Zonengleichung folgenden Werthe -& oder 
aa cc %> ^ ^ ^ 

-^ einsetzt : man erhält so 
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. «, (6'c"-*"c')fl/c»+«i» 



Diese beiden aligefneinen und vollkommen aeqoivalenleu Ausdrücke er- 
hallen nun noch je nach der verschiedenen Bedeutung der Zonenlinie folgende 
verschiedene Formen. 

1. Ist die Zonenlinie die brachydiagonale Polkante einer Prolopyramide 
mP, so ist a = ma, c = c, und es wird 

„- (A'c" — i"r')wa V^c*-l-rÄ*a* , 
taug fr = ^ ,„ g g; / // 2 » oder 

" A'r(c2-i-wa«)H-aV'c» * 

2. Ist die Zonenlinie die brachydiagonale Polkante einer Brach ypyra- 
m i d e mPn^ so ist a =s ma, c = ;ic, und es wird 

tang^= , ,. 2 2.22.. / ^/ 22 <>^6r 
_^ (ff'y— ii"y;)//cy^»VH-;/iV 

S.Ist die Zonenlinie die brachydiagonale Polkante einer Hakropyra- 
mide mPn^ so ist a = //ia, c = c, und so gelten für tang^ dieselben 
Werthe, wie vorher unter 1. 

In jedem besonderen Falle hat man nur noch statt a\ V und c sowie 
statt d\ b'* und c' die den beiden Flächen ¥' und F" entsprechenden Pa- 
rameter- Werlhe, uuler Berücksichtigung ihrer Vorzeichen, einzuführen, um 
den gesuchten Winkel zu erbalten. 



^ünft^d Gapttil. 
Vertauschung der Onmdfonn und der Hauptaze. 

§. 178. Vertauschung der Grundform mit Beibehaltung der 

Hauptaxe. 

Zu einer wirklichen Transformation des Axensystems, d. h. zu einer 
Vertauschung des, in der ganzen Erscheinungsweise der Formen so entschie- 
den angezeigten rechtwinkeligen, irimetrischen Axensystems mit irgend einem 
anderen Axensysleme dürfle wohl nicht so leicht eine Veranlassung vorkom- 
men ; weshalb wir denn auch nicht auf sie eingehen wollen, und für den Fall, 
da etwa ein theoretisches Interesse zu einer solchen Transformation anffor- 
dem sollte, auf die in den §§. 43 ff. gegebene Anleitung verweisen. 
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Dagegen bieten sich uns hier zwei andere Probleme dar, yon denen na- 
meotiich das zweite eine öftere Anwendung finden dürfte« Diese Probleme 
besteben in einer Vertaaschung oder in einer Veränderung der Wahl 
entweder der Grundrorm, oder auch der Hauptaxe. 

Da nämlich die Grundform einer jeden rhombischen Rrystallreihe eine 
Pyramide , und da die Anzahl dieser Pyramiden in manchen Krystallreihen 
nicht unbedeutend ist, so kann es wohl bisweilen vorkommen, dass yon ver- 
schiedenen Beobachtern zwei verschiedene Pyramiden als Grundform einer 
und derselben Krystallreihe gewählt werden , wodurch denn auch nothwendig 
für alle übrigen Formen zwei verschiedene Zeichensysteme herbeigeführt 
werden. Daher dürfte es nicht überflüssig sein, für solche Fälle die Methode 
anzugeben, nach welcher das eine Zeichensystem in das andere zu über- 
setzen ist. 

Es sei uns also in Bezug auf eine Grundform P, deren Parameter-Ver- 
hältniss a : b : c ist, irgend eine Krystallfläche F durch ihre Parameter ma, 
rb und sc gegeben, und es werde verlangt, dass dieselbe Krystallfläche auf 
eine andere Grundform von dem Parameter- Verhältniss m'a : rb : s'c bezogen 
werde. 

Bezeichnen wir die gesuchten Factoren der neuen Grundparameter mit 
ju, Q und a, so muss offenbar 

ma = ^m a, rb = ^/b, sg =s as*c 

sein, woraus sich denn 

m r s 

'^ m ^ r s 

ergiebt. Bei der Bildung der neuen krystallographischen Zeichen ist nun vor 
allen Dingen darauf zu achten, ob rb> oder </c ist, weil es sich danach 
bestimmt, welche der neuen Nebenaxen als Makrodiagonale oder als 
Brachydiagonale eingeführt werden muss. Ist r b > /c, so bleiben die 
Makrodiagonale und die Brachydiagonale ihrer Lage nach unverändert; ist 
dagegen rb < /c, so vertauschen beide Nebenaxen ihre Bedeutung, oder die 
anfängliche Makrodiagonale wird jetzt zur Brachydiagonale, und umgekehrt. 

Nächstdem sind die Werthe von q und a zu vergleichen, weil für den 
kleineren derselben allemal der Werth 1 zu setzen ist, oder weil mit die- 
sem kleineren alle drei Grössen ^, q und a zu dividiren sind. 

s r 
Ist also -7 < , , so werden die gesuchten Ableitungszahlen 
s r 

„ ms , „ rs 

m = — j- , und » =s -;- , 
ms rs 

und das neue Zeichen der Fläche F entspricht entweder der makrodiagonalen 

Form m"Pn\ oder der brachydiagonalen Form m"rn\ je nachdem rb > oder 

< /c ist. 

r s 
Ist dagegen — <-?, so werden die gesuchten Ableitungszahlen 

„ mr j sr 

m = — r • und -r- 9 
mr sr 
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and das neue Zeichen der Fläche F entspricht entweder der brachydiagonalen 
Form fn1^n\ oder der makrodiagonalen Form m"Vn"j je nachdem r'h > oder 
< sc ist. 

Anm. Wenn wir die Krystallreihe des Topases wie gewöhnlich auf die 
vorherrschende Pyramide beziehen, so gilt für sie das Verhsltniss der Grund- 
parameter a : h : c = 0,4746 : 1 : 0,5282. Einige der gewöhnlichsten For- 
men sind die Protopyramiden fP, P und 2P, das Protoprisma ooP, die Brachy- 
pyramide ^P2, das Brachyprisma ooP2, die Brachydomen 2rcx>, 4Poo a.s. w. 
Wollten wir nun die Pyramide |^r2 als Grandform einfQhren, so würde m' ^ ^, 
r s: 1, / = 2, und so mflssten die beiden Nebenaxen ihre Namen vertauschen, 
weil 1,0564 >1 ist. Fflr jede Protopyramide mP wird dann 

fi^im, psrl, o = |., 
und swar ftllt q in die neue Brachydiagonale, a in die neae Makrodiagonale. 
Da nun o < () ist, so wird 

m" ^ Jm, und n" sc 2« 
und rolglich allgemein \mp2 das neue Zeichen der orsprflnglichen Protopyra- 
mide mP. 

Also gilt f&r f P das neue Zeichen 1^2, 

- - - P - . . il^2, 

. . . 2P - . - 3^, 

. . -ooP - . . (»1^2. 

Für jedes Brachydoma mPco wird 

/* = i»«» (> = lt a = cx>; 
da nun q nicht nur < o, sondern auch = i ist, so wird allgemein f mPoo das 
neue Zeichen des ursprflnglichen Brachydomas mPco ; 
folglich gilt für 2Poo das neue Zeichen |Poo, 
- - 4fc» - . - 3Poo. 
Dieses Beispiel wird hinreichen, um die Uebersetzung der Zeichen zu erläutern, 
welche durch eine veränderte Wahl der Grundform bei unveränderter Hauptaxe 
nothwendig gemacht wird. 

§. 179. Vertauschung der Hauptaxe bei unveränderter 

Grundform. 

Da eine jede rhombische Pyramide beliebig nach dieser oder jener Axe 
aufrecht gestellt werden kann (§. 161), so lässt sich auch eine jede rhombi- 
sche Krystallreihe bald auf diese, bald auf jene Axe als ihre Hauptaxe be- 
ziehen ; und so sind denn auch wirklich manche der wichtigsten Krystallrei- 
hen des Mineralreiches von verschiedenen Mineralogen verschiedentlich be- 
trachtet worden. Da nun jede dieser Betrachtungsarten ein verschiedenes 
Zeichensystem zur Folge bat , so ist es wichtig , das eine Zeichensystem in 
das andere übersetzen zu können. 

Für eine gegebene aufrechte Stellung der Grundform P sei a die 
halbe Hauptaxe, b die halbe Makrodiagonale, und c die halbe Brachydiago- 
naie; femer sei ifia:rb:«c das Parameter- Verhältniss irgend einer Fläche Fj 
von der es also unbestimmt gelassen wird, ob sie dieser oder jener Form an- 
gehört. Soll nun die Krystallreihe nach einer anderen Axe aufrecht gestellt 
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werden, so wird die neue Haoptaxe entweder durch b oder durch c gegeben 
sein, welche zwei Fälle besonders zu betrachten sind. 

I. Die ursprüngliche Makrodiagonale b soll die neue Hauptaxe bilden. 

In diesem Falle koroml es zunächst auf die Werlhe der beiden Axen a 
und c an, welche von beiden als neue Makrodiagonale einzuführen isl. 

A. Ist a > c, so wird a die neue Makrodiagonale, und c die neue Brachy- 
diagonale liefern. Bezeichnen wir also die neuen Grundparameter mit a\ b' 
und c^ so würde das Parameter- Verbältniss ma i rh i sc der Fläche F jetzt 
ra' : mb' : sc zu schreiben sein. Da nun die kleinere der beiden Ablei- 
tungszahlen m und s mit dem Werlhe 1 einzuführen ist, so bestimmt sich die 
besondere Form des neuen Zeichens der Fläche F wesentlich durch das Ver- 
bältniss von m und s, 

Ist m'^Sy so dividirt man das ganze Verhällniss durch «, und so ent- 
spricht das neue Zeichen der Fläche Fallgemein 

der makrodiagonalen Form — P — ; 

ist dagegen m<f, so dividirt man das ganze Verbältniss durch m, und so 
gehört die Fläche in ihrem neuen Zeichen allgemein 

T* -iL S 

der brachydiaeonalen Form — P — . 
■' ° mm 

B. Ist a < c, so wird c die neue Makrodiagonale, und a die neue Bra- 
chydiagonale, weshalb denn das Verhällniss ma : rb : sc nun ra' : sV : mc 
geschrieben werden muss. Dann folgt für die Fläche F, 

wenn m > 5, allgemein das Zeichen 

der brachydiagonalen Form -P— ; 

s s 

wenn m < «, allgemein das Zeichen 

V - s 
der makrodiagonalen Form — P — . 

jii iir 

Hieraus ergeben sich folgende praktische Regeln : 

Soll die Makro diagonale b zur Hauptaxe werden, so gilt 

für die Form mP das neue Zeichen Pm , wenn m > 1 , 

— P — , • • • TW'^l- 

m m 



wenn 
a > c 



für die Form mPn das neue Zeichen nPm^ wenn m > 1, 

— P — , • • • m^l, 



m m 



1 - iw 
für die Form mPn das neue Zeichen -P — , wenn m > ir, 

n n 

». — i^ — ,... m ^17* 

m m 



wenn 
a <c 
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für die Form mP das neue Zeichen Pm , wenn m > 1, 

— P — • •••in^l« 

m m 



fär die Form tnPn das neue Zeichen nPm^ wenn m > 1, 



— P — • • • • m ^ 1. 
m m 



für die Form mPn das neue Zeichen -P — <. wenn m > », 

n n 

— P — 9 • • • Hl ^ !!• 



m m 



Wl 



Diese tabellarische Uebersicht giebt anch Auskunft in allen denjenigen Fällen, 
dam sei, ssOoder =soo, daitsl, =s m oder sscx> ist. 



§. 180. Fortsetzung. 

n. Die ursprüngliche Brachydiagonale c soll die neueHauptaxe bilden. 

In diesem Falle hängt es von den Werlhen der beiden Axen a und b ab, 
welche von beiden die neue Makrodiagonale bilden soll. 

A. Ist a > b, so liefert a die neue Makrodiagonale, und b die neue Bra- 
chydiagonale. Bezeichnen wir die drei Dimensionen in ihrer neuen Bedeu- 
tung wiederum mit a\ b' und c', so wird das der Fläche F zukommende ur- 
sprüngliche Parameter -Verhällniss ma : rb : sc nunmehr fa : m\! : re ge- 
schrieben werden müssen, die besondere Form ihres neuen Zeichens aber 
wird sich durch das Verhältniss der beiden Ableitungszahlen m und r be- 
stimmen. 

Wenn nämlich m > r, dann ist das ganze Verhältniss s^! : mV : rc 
durch r zu dividiren, und dann entspricht das neue Zeichen der Fläche P all- 
gemein 

der makrodiagonalen Form -P — ; 

r r 

wenn aber m < r, dann wird dasselbe Verhältniss durch m zu dividiren sein, 

und das neue Zeichen allgemein 

der brachydiagonalen Form - P — 
angehören. 

B. Ist dagegen a<b, so bleibt b die Makrodiagonale, während a die 
neue Brachydiagonale darstellt, weshalb denn das Parameter- Verhältniss ma . 
rb : sc in der Form sd! : rb' : mc hervortritt, aus welcher sich ergiebt, dass 
für die Fläche F, 

wenn «v > r, das neue Zeichen allgemein 

der brachydiagonalen Form - P - , 
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wenn i» < r, das neoe Zeichen allgemein 
der makrodiagonalen Form — P — 

angehören wird. 

Aas diesen allgemeinen Resultaten lassen sich nnn leicht folgende prak- 
tische Regeln ableiten : 

Soll dieBrachydiagonale c zur Hanptaxe werden, so gilt 

für die Form mP das nene Zeichen Pm, wenn m > 1 

if i, .. . »i<l 

m m 



wenn 
a>b 



für die Form mPn das neue Zeichen — P — , wenn m > n 

n n 



1* 'J ^ 

m m 
Viv die Form mrn das neue Zeichen nVm , wenn m > 1 

^fi, ...«<i 



m m 



wenn 
a<b 



für die Form mV das neue Zeichen Pm^ wenn m > 1 

ip-, . . . m<l 

m m 

für die Form mPn das neue Zeichen -1^ — « wenn m > n 

n n 



* • • • • 

m m 



<n 



far die Form mPn das neue Zeichen nPm , wenn m > 1 

— P — 9 • • • 191 <^1. 



171 JR 



Da diese Regeln auch für die Gränzwerlhe von m und n auf das gesachte 
Zeichen gelangen lassen, so wird man mittels ihrer in jedem besonderen Falle 
die Uebersetzang des einen Zeichensystemes in das andere sehr leicht be- 
werkstelligen können. 



0td)9tt0 Copittl. 
Zwillingskrystalle des rhombischen Syste: 

§. 181. Vorherrschendes Zwillingsgesetz. 

Zwillingskrystalle mit parallelen Axensystemen beider Individuen 
könoen nur bei sphenoidischer HemiSdrie, oder bei der in §. 169 erläuterten 
Heroedrie vorkommen, und stehen dann immer unter dem allgemeinen Ge- 
setze, dass die hemiedrischen oder meroedrischen Formen des einen Indivi- 
duums die Complemente der gleichnamigen Formen des anderen Individuums 
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darstellen. Doch gehören dergleichen Zwillinge nicht gerade zn den häufigen 
Erscheinungen. 

Weil häofiger begegnen wir Zwiilingskrystallen mit geneigten Axen« 
Systemen, unter welchen wiederum die gewöhnlichsten diejenigen sind, in 
welchen beide Individuen symmetrisch gegen eine Fläche des Proto- 
prismas ooP liegen. Dieses Gesetz ist in der That als das vorherrschende 
Zwillingsgesetz des rhombischen Systems zu betrachten , für welches es die- 
selbe Wichtigkeit erlangt, wie solche denen in §. 82 und §. 109 erläuterten 
Gesetzen für das tesserale und das tetragonale System zuerkannt werden 
mnss. Wir wollen daher dieses Gesetz, welches auch leicht in noch grös- 
serer Allgemeinheit aufgefasst werden kann, zunächst in Betrachtung ziehen. 

Die in §. 47 vorausgesetzte allgemeine Gleichung der Zwillingsfläche 



^ y * M 
- + *H — =sl 

a c 



erhält in gegenwärtigem Falle, wo a s cx)a, 6 = b, und c = c ist, die beson- 
dere Form 

b^c^- 
Setzen wir nun die vorstehenden Werthe von a, b und c in die S. 65 
stehenden Gleichungen der Axen der x\ y und »\ so bestimmen sich solche 
fiir die Axe der x\ y = 0, und ;s = 0, 

für die Axe der y', ^ s 0, und \%^9 , H- öt" =0, 

für die Axe der »\ or = 0, und -^ .^^ ^ = 0. 

Ist uns aber in dem Individuo II irgend eine Krystallfläche F* durch die 

Gleichune 

® »ff 

^ ^y j.^ -1 

a b c 
gegeben, so folgt nach S. 68, dass ihre in dem Axensysteme des Individu- 
ums I giltigen Parameter folgende Werthe haben werden : 

a^ =B — a' 

^* *" 2*'bc-(b*:::?)? 

yc\b«-i-c») 

^» "" 2c'bc-Kb»-Hc»;A' 
Da nun aber allgemein d s ina, V = rb und c = st gesetzt werden kann, 
indem wir es einstweilen noch unbestimmt lassen, ob r oder i den Werlh n 
hat, so lassen sich die vorstehenden Werthe von r/^ b^ und c^ auch so 
schreiben : i? ^ = — iwa 

r^(b*-hc^jb 
^"^ " 2rb«-j(b*-c*; 

r^(b»-hc')c 
""* "■ 2w*-i-r{b*-c*) 
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woraus denn ersichtlich ist, dass die transponirte Fläche auch in dem Axen- 
svsteme I einer krystaliographisch möglichen, d. h. einer solchen Fläche ent- 
spricht, deren Parameter rationale Mullipla der Gnindparameter a, b nnd c 
sind. 

Anm. Ware die Zwillingsflache die Fläche eines Makroprismas ooPy, 
oder eiDOs Brachyprismas oori^, so braucht man nur im erslereu Falle i^b statt 
b, im zweiten Falle vc statt c zu setzen, um die entsprechenden Werthe von 
a^, b^ und c^ zu erhalten. 

§. 182. Transposition der Protopyramiden mP. 

Wir wollen nun die allgemeinen Resultate des vorhergehenden Paragra- 
phen zuvörderst jj für die verschiedenen Pyramiden in Anwendung bringen. 
Um dabei Tür unsere Einbildungskrad ein Anhalten zu gewinnen, fassen wir 
die nachstehende Figur 81 ins Auge, welche die Horizontalprojection eines 
Zwillingskryslalls darstellt, dessen Individuen von einer Combination des 
Protoprismas ooP^und dreier Pyramiden gebildet werden. Die vorherrschende 
dieser Pyramiden ist eine ProLopyramide vtP'^ die beiden untergeordneten 

sind eine Makropyramide mPn, und eine 
Brachypyramide iz/F/i, wobei jedoch form 
verschiedene Werthe zu denken sind, wie 
diess ja auch die Figur erfordert. Jede 
dieser Pyramiden des Individuums II zer- 
fallt nun nach ihrer Transposition auf das 
Individuum I in zwei verschiedene ParliaN 
formen, deren jede von vier, in einer Zone 
Fig. gt. liegenden Flächen gebildet wird. 

Transposition einer Protopyramide tnP. 

Die eine Partialform derselben wird von den mit 1, die andere von 
den mit 2 bezeichneten Flächen und deren Gegenfläcben gebildet, weshalb 
wir auch nur je eine von diesen Flächen zu transponiren brauchen, um die 
Partialform zu bestimmen. 

1. Erste Partialform. Ihre in Fig. 81 an der positiven Halbaxe der s' 
anliegende und mit 1 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung 




jwa ^ 



«' = 1 



folglich gilt für sie m = — ^/i, r = 1, und * = 1. Setzen wir diese Werthe 
in die zu Ende von §. 181 stehenden Ausdrücke von a^^ b^ und c^, so erhal- 
ten wir 

I7f^77ia, ^^ = b, Tj s= c, 

woraus denn folgt, dass diese erste Partialform mit vier Flächen dersdben 
Pyramide mV identisch ist. 

2. Zweite Partialform. Ihre an der positiven Halbaxe z anliegende 
mit 2 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung : 
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y +Ä = 1 

weshalb denn für sie m^s^-^m^ rse^l, und «sl ist. Substitairen wir 
diese Werthe in die allgemeinen Ausdrücke von ff^, h^ und c^, so erhalten wir 

(b^+c^)b 

_ (b^-HC^)c _ 

^*^ 3c2-b2 ""^^' 

Da nun p<q ist, und da vermöge unsrcr Ableitung und Bezeichnung die 
kleinere dieser beiden Grössen mit dem Werthe 1 genommen werden muss, 
80 sind die vorstehenden Werlhe von a^ b^ und c^ mit p zu dividiren, wo- 
durch 

w(3b«-c«)a 



6, =b 



c 



_ (3b2--c*jc_ , 

^* ^Sc^-b*^"""' 

wird. Die zweite PartialForm entspricht daher allgemein der Brachypyramide 

iw(3b»-c^) ^ 3b^-c * 

b^H-c* 3c»-b» 
welche sich für b' == 3c' in das Brachydoma imroo verwandelt, dem sie über- 
haupt um so näher kommt, je näher die Winkel des Protoprismas ooP den 
Werthen von 120^ und 60^ kommen. 

§. 183. Transposition der Makropyramiden mPn. 

Diejenigen Flächen des Individuums 11, welche in Fig. 81 paarweise an 
den Endpunclen der Axe z erscheinen, gehören einer Makropyramide tnVn 
an, und zwar bilden die mit 1 bezeichnelen Flächen die eine, die mit 2 be- 
zeichneten Flächen die andere der beiden Parlialformen, in welche diese 
Pyramide nach ihrer Transposilion auf das Individuum I zerfällt. 

1. Erste PartialForm. Ihre, an der positiven Halbaxe x anliegende 
und mit 1 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung 

X y r « 
h^ -|.;jf =1, 

f/ia n 
folglich gilt für sie ms — m, rsyi, « = 1. Setzen wir diese Werthe in 
die zu Ende von §. 181 stehenden allgemeinen Ausdrücke von 17^, b^ und c^, 
so erhalten wir zuvörderst 

a^ ssma 

A _ w(b*-Hc')b _ 

^*""(2n-l)b*-l-c*"''^ 

_ »(b'-l-c')c _ 
*^i - {2-ii)c»-i-wb* "" ^* 
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Da nun p jedenfalls < q ist, ond da die kleinere dieser beiden Grössen mit 
dem Werthe 1 genommen werden mass, so sind alle drei Wertbe von «i, b^ 
und c^ mit /i zu dividiren, wodurch wir erhallen: 

m(2ii— l)b*H-»ic* 
ff- = -zrj£- — s; a = m a 

&, = b 

• (2ii— l)b*H-c* 
* (2— »)c*H-iib* 

Die erste Partialform entspricht daher vier Flächen der Brachypyramide m'l^n , 
mit vorstehenden Werthen von ni und n'. 

2. Zweite Partialform. Ihre an der positiven Halbaze der % anliegende 
und mit 2 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung 

ma n 
folglich gilt für sie m s= — m, r ss ^n, «= 1, und wir brauchen daher in 
denen für die erste Partialform gefundenen Werthen von a^y b^ und c, nur n 
negativ zu nehmeui um die jetzt giltigen Werthe derselben zu erhalten ; daher 
wird 

m(2ii+l)b*— mc* 

6, sb 

_ (2«+l)b»--c» _ 
""* ~ "" (2H-;iy-iib»^ - - n c 
und die zweite Partialform entspricht vier Flächen dei Brachypyramide m'^n' 

2c* 

mit den vorstehenden Werthen von ni und ti . Für na^, — ^ verwandelt sich 

b*— c* 

diese Form in das Brachydoma m'Poo. 

§. 184. Transposition der Brachypyramiden n^n. 

Die in Figur 81 paarweise an den Endpuncten dei Axe der y erschei- 
nenden Flächen des Individuums II gehören einer Brachypyramide rnrn über- 
haupt, und zwar die mit 1 bezeichneten Flächen der eineUi die mit 2 be- 
zeichneten Flächen der anderen der beiden Partialformen an, in welche 
diese Pyramide an dem Individuum I zerfällt. 

1. Erste Partialform. Ihre an der positiven Halbaxe der y' anliegende, 
mit 1 bezeichnete Fläche hat in dem Individuum II die Gleichung 

hy + — =1, 

wa ^ « 

folglich gilt für sie 171 as — m, r s= 1, « = n. Setzen wir diese Werthe in die 
zu Ende des §. 181 stehenden Ausdrücke von a^, b^ und c^ so erhalten wir 
zuvörderst : 
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tfi ssma 



_ «(b«-t-c')b __^ 
*« ~ (2-/i)b»+ac» "-'^^ 

_ «(b'+c*)c _ 
*« ~ (2Ä-l)c»+b» "^^ 
Da nan jr jedenfalls </i ist, und da die kleinere dieser beiden Grössen mit 
dem Werthe 1 genommen werden muss, so haben wir sowohl a, als auch b. 
nnd e, mit q su dividiren, und gelangen dadoreh auf die unserer Ableitung und 
Bezeichnung entsprechenden Werthe : 

«(2«— t)c*+mb* 

"' n(b»+c«) « = "» » 

(2«-t)c»+b» ,. 

*« = (2-a)b»+«c» •'="'' 

c, = c 
ans welchen sich denn ergiebt, dass die erste Pariialfomi vier Flächen der 
Hakropyramide m'Pn mit vorstehenden Werthen von in nnd V entspricht. 

2. Zweite Partialform. Ihre in Fig. 81 an der positiven Halbaze der 
jf' anliegende und mit 2 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung 

iwa ^ » ' 
folglich gilt für sie m = ^ m, r sr 1, ^ss — n. Wir haben daher nur nöthig, 
in denen für die erste Partialform gefundenen Resultaten n mit negativem Vor- 
zeichen einzuführen, um die gesuchten Parameter zu erhalten; so finden wir 
zuvörderst: a^ s=s ma 

. >?(b^-Hc*)b _ . 

^ - 2H-«)b«-«c* "" ""'* 
__ yi(b^-HC*)c __ 

^* " (2«-i-l)c»^b* "" ^^ 
Da nun /i> ä <y sein wird, je nachdem (3«H-l)c*> =s < (n+3)b* ist, 
so kommen hier drei verschiedene Fälle zur Unterscheidung. 

a. Ist nämlich /? > 7, so sind alle drei Werthe von a^, b^ und c^ mit q 
zu dividiren, und es wird 

TO(2«-Hl)c«-»ib* 

^*== «(b*+c*) * = ^* 

. (2in-l)c»-b\ ,, 

* (2-i-ii)b*— «c* 

Cj s=s C 

daher in diesem Falle die zweite Partialform durch vier Flächen der Makro- 
pyramide m'Pn mit den vorstehenden Werthen von tn und n bestimmt wird. 

b. Ist dagegen p^g* was allerdings selten vorkommen durfte, so wird 
die zweite Partialform von vier Flächen der Protopyramide 

in ^ 
gebildet werden. 
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c. Ist endlich p<q^ so sind alle drei Werthe von ff^, b^ und c^ mii/i zu 

dividiren, wodurch sich bestimmt: 

»i(2H-ii)b*— iwffc* , 

«4 Ä ..2 . 2v a = fw a 

*,=-b 

r2+«)b2-iic» _ , 

""'"(Z/i+lic^-b«^"""^ 
in welchem Falle daher die zweite Parlialform durch vier Flächen der Brachy* 
Pyramide mrn mit den so eben gefundenen Werthen von m und n bestimmt 
wird. 

§. 185. Transposition der Prismen, Domen und Pinakoide. 

Setzen wir in den Resullaten der §§. 182 bis 184 m = 00, so erhalten 
wir für die transponirteu Prismen des Individuums II folgende ParallellächeB. 

Dem Protoprisma c69 entsprechen im Individuum I 
zwei Flächen des Prismas (x>P, 

^3b*— c* 
u ndzwei Flächen des Brachyprismas co r,. 2^ 1 2 » 

welches letztere sich für b'=3c' in das Brachypinakoid corco vem^andelt. 
Jedem Makroprisma odPn entsprechen im andern Individuum: 

zwei Flächen des Brachyprismas ooP-;^ r« 

"^ (2— «;c*H-«b* 

und zwei Flächen de& Brachyprismas c»i^7:r 4 r« . 

'*^ (2-i-«)c'— j»b* 

Jedem Brachyprisma ool^/i entsprechen im andern Individuum 

zwei Flächen des Hakroprismas ooP\^ -, , > 

^ (2— «)b*H-iic* 

und zwei Flächen des Makroprismas ooP-n rs « 

^ (2-i-«)b*— «c* 

oder zwei Flächen des Brachyprismas ooP\^ — -{ — = — r» 

^^ (2w+l;c*— b* 

je nachdem (3;i+l)c^> oder <(n+3)b* ist; sollten diese beiden Grössen 
einander gleich sein, so gehört das zweite Flächenpaar dem Protoprisma 
ooV an. 

Setzen wir in den Resultaten des §. 183 n == 00, so gelangen wir auf 
die Parallelflächen sämmtiicher Makrodomen mPoo, welche immer nur 
einer und derselben Form, nämlich der Brachypyramide 

2/wb^ p 2b» 

|)*-^.C* b* — c* 

angehören. 

Setzen wir eben so in den Resultaten des §. 184 n » 00, so erhalten wir 
die Parallelflächen sämmtiicher Brachydomen mPoQ^ welche gleiebfalls 



ZwUlingskrysuUe. MS 

immer nur einer Form angehSren werden, die sich jedoch verschiedenilieb 
bestimmt, je nachdem 3c' > oder < b* ist; es entsprechen nämlich die Paral- 
ielflächen vier Flächen der Hakropyramide 

dagegen vier Fläeben der Braehypyramide 

»,(b»_c») *b»-c» «^^k» 

Setzen wir endlich in den für ooPn and ooPn gefundenen Parallelflächen 
n =a= oo, so erhalten wir diejenigen, welche den beiden verticalen Pinakoiden 
entsprechen, nämlich 

fnr das Hakropinakoid ooPoo 

A 2b* 
iwei Flächen des Brachyprismas ooPj-; — j , 

für das Brachypinakoid ooj^oo 

2c* 
zwei Flächen des Makroprismas ooP .||^ ^ 

Ab*— c* 
oder des Brachyprismas oo P ^^ , 

je nachdem 3c* > oder < b* ist. 

Hiermit wäre denn die Transposition aller möglichen Formen beendigt. 

§. 186. Zwillingskrystalle nach der Fläche eines 

Brachydomas. 

Ausser dem bisher betrachteten herrschenden Zwillingsgesetze kommt 
noch am häufigsten das Gesetz vor , dass beide Individuen gegen die Fläche 
irgend eines Brachydomas symmetrisch gestellt sind, weshalb wir auch noch 
dieses Gesetz in seinen Resultaten verfolgen wollen. 

Bezeichnen wir das Brachydoma, welches die Zwilliogsfläcbe liefert, mit 
fiPoOf so kommt dieser Zwillingsfläche die Gleichung 

— +{ =1 
/la b 

zu, weshalb denn die in §. 47 vorausgesetzten allgemeinen Parameter dieser 
Fläche die Werthe a=^a, &=:b, = 00 erhalten. Setzen wir diese Wertbe 
in die S. 65 stehenden Gleichungen der Axen der jr', y und z des Individu- 
ums II, so werden solche 

für die Axe der a?', hT!^» "" j;^ == °» und« = 0; 

für die Axe der y', ^^^^ =0, und « = 0^ 

für die Axe der z'^ o? s 0, und y s 0. 
Ist uns femer im Individuum II eine Krystallfläche F' durch ihre Para« 

NaiaaDO*! KrytUUograpbie. ^" 
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neler « , V aod e gegebea, so folgt nach S. 68, dus dieselbe im Axessf- 
sleme des Individoiims I folgende Parameter erfordern wird : 

«'A'(/M»a*-4.b*) 



Q^ == 



* ^ 2AtabA-i-(^V-bV 



Cj=— c 



Da nun aber für die Fläche F\ als eine zu derselben Rrystallreibe gehörige 
Fläche, statt des Parameter-Verhältoisses d : b' : c ganz allgemein das Ver- 
hältniss ma : rb : ^ vorausgesetzt werden kann, so lassen sich die Wertbe 
der Parameter a,, h^ und c^ auch folgendermaassen schreiben: 

— *wr(ft^a^-Hb^)a 

''^ "■ 2^jwa»+(b*-/uV)r 

. _ i»r(f*V^-b»)b 

' ^ 2/urb»+(/uV-b»)i» 

Cj := — *C 

womit denn die Grundlage für die Transposition ii^end einer Form des Indi- 
viduums II auf das Individuum I gewonnen ist. 



§. 187. Transposition der Protopyramiden mP« 

Auch bei diesem Gesetze wird natürlich jede Pyramide des Individuums II 
nach ihrer Transposition auf das Individuum I in zwei Partialfonnen zerfal- 
len, deren jcide aas vier, in eine Zone fallenden Fliehen besteht. 

In beistehender Figur mögen die vorwaltenden Flächen einer Protopyra- 

mide mP angeboren, so wird die eine Partial- 
form von den mit 1 bezeichneten Flächen und 
deren Gegenflächen, die andere Partialfonn 
von den mit 2 bezeichneten Flächen u. s. w. 
gebildet. Zur näheren Bestimmung dieser 
Parlialformen gelangen wir aber nmnittelbar 
dorch Benutzung der allgemeinen Werthe von 
iTp h^ und Cf, welche zu Ende des vorigen 
Paragraphen gefunden worden sind. 

1. Erste Parlialform. Ihre an der posi- 
tiven Halbaxe der x anliegende, mit 1 be- 
zeichnete Fläche hat im Individuum II die 
Gleichung 

ma b c 
also gilt für sie m =x m, r =r *— 1, « s= ^ 1- Setzen wir dies« Wertbe in die 
am Ende von §. 186 stehenden Ausdrücke von a^, b^ und c^ so erhalten wir 

i»(iu*a»H- b> 




''*"""" 2«^a*+juV-b» 



asnia 






C^ s= C 



a. Ist nun 17 > 1, so giebt ans sein Werth anmittelbar die gesaehte Ablei* 
tangszanl n'j und die Parlialfomi entspricht vier Flächen der Hakro- 
pyramide mPpj mit den vorstehenden Werthen von tn und p. 

b. Ist dagegen /^ < 1, so sind alle drei Grössen a^y b^ and c^ itiip z« dt« 
vidiren, und es bestimmt sich 

_ 2^b»^(^V-bV _ 
''^ ^ 2miua*+^V-b«^ a - wa 
£, = b 

"^^ »i(^V+b«) « - « ^' 

woraus folgt, dass die erste Partialform in diesem Falle vier Flächen der 
Brachypyramide m'Pn mit vorstehenden Werthen von m and n' angehört. 

2. Zweite Partialform. Ihre an der positiven Halbaxe der ;r' anlie- 
gende, mit 2 bezeichnete Flache hat im Individuam II die Gleichung 

' t f 

f.+y -1-1. 

ma b c 
also gilt für sie msiu, r=:l, «= — 1. Setzen wir diese Werthe in die 
am Ende von §. 186 stehenden Ausdrücke, so erhalten wir 



* "" 5iWjua*— jU*a*H-b* " 

i«(/£V+b*)b 

* "^ 2iMb*+m(^V-b*) ^ '** 



c^ = c 



a. Ist also ;; > 1, so gehört die zweite Partialform der Makropyramide 
rnVp mit vorstehenden Werthen von m und p an. 

b. Ist dagegen p < t , so sind alle drei Werthe mit p zu dividiren , und 
dann wird 

_ 2| Mb*-nw(iuV->b») _ , 
''*■• 2w^a»-.^*a«-hb* a - m a 
*, = b 

2^b*H-»if/uV-b*) 

woraus sich ergiebt, dass solchenfalls die zweite Partialform vier Flächen der 
Brachypyramide mPii mit vorstehenden Werthen von vi und n entspricht. 

§. 188. Transpositiou der Hakropyramiden mPn. 

Die in Fig. 82 an der negativen Halbaxe der » anlic^nden vier Zu- 
spitzungsflächtti gehören ii^gend einer Makropyramide mPn an, uod zwar die 

20* 
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mit 1 bezeichoete Fläche der einen, die mit 2 l>ezeichnete Fläche der an- 
dern Partiaiform, in welche diese Pyramide am Individanm I zerfallen wird« 

1. Erste Partialform. Ihre mit 1 (lezeichnete Fläche hat im Indivi- 
duum II die Gleichung 

ma nb c 
folglich gilt für sie m = m, r 8 — j», « ss — 1. Setzen wir die^e Werlhe in 
die am Ende von §. 186 stehenden Ausdrücke von a^^ b^ und r^, so erhalten 
wir zuvörderst 
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a. Ist nun /? > 1, so gieht uns sein Werth unmittelbar die gesnchte Ablei- 
tungszahl , und so entspricht die erste Partialform vier Flächen der Ma- 
kropyramide mPp mit vorstehenden Werlhen von m und p. 

b. Ist dagegen /?< I9 so sind alle drei Werthe von a^, b^ und c^ m\ip zu 
dividiren, und wir erhalten : 

_ 2niub»-Hw(b^-^ftV) _ , 
^* "" "" 2iiiiua»-»(b«-./iV) * - "• « 
Ä,= b 

2iiyb»+m(b»-^^V) 
""^ "" »i«(|uV+b«> ^ * "• ^ 

woraus denn folgt, dass solchenfalls die erste Partialform der Brachypyramide 
ml^fi mit den vorstehenden Werthen von m und n angehört. 

2. Zweite Partialform. Ihre mit 2 bezeichnete Fläche hat im Indivi- 
duum II die Gleichung 

ma nb c 

folglich gilt für sie mssm, rs» und «s — 1, woraus sich denn ergiebt, 
dass wir nur in denen für die erste Partialform gefundenen Resultaten n nega- 
tiv einzuführen brauchen, um die der zweiten Partihlform entsprechenden 
Werthe zu finden. Demnach wird 

_ i»yf(/uV+b^)a _ , 
* ^ 2mjua*-l-ii(b*— juV) "" 

_ f»w(ft*a^-l-b»)b 
^* "" 2ii/ib*-»i(b»-/i*a«) "^ ^^ 

Cj s= C. 

a. Findet sich nun /»> 1, so ist sein Werth unmittelbar die gesuchte Ab- 
leitungszabl, und so entspricht die zweite Partialform vier Flächen der 
Makropyramide wlVp mit vorstehenden Werthen von n! und p. 
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b. Bestimmt sich dagegen p<t, so sind alle drei Grössen a^, b^ and e^ 
miip zn dividiren, und wir erhalten 

_ 2wjub*— m(b»-- juV) 
''^ " mnC/iV+b») "^ '^ "^^ 
in diesem Falle findet daher die zweite Partialform ihre aequiralenten Fliehen 
in rier Flächen der Brachypyramide mPn mit vorstehenden Werthen von 
m und n\ 

§. 189. Transposition einer Brachypyramide mPn. 

Die in Fig. 82 an der Axe der y liegenden ZuspitzangslUchen gehören 
irgend einer Brachypyramide mrn, und zwar die mit 1 bezeichnete Fläche 
der ersten, die mit 2 bezeichnete Fläche der zweiten der beiden Parüalformen, 
in welche diese Pyramide bei ihrer Transposition auf das Individuum I zerttUt. 

1. Erste Partialform. Ihre mit 1 bezeichnete Fläche hat kn Indivi- 
duum II die Gleichung 

ma b HC ' 

folglich gilt für sie »• s m, r « — 1, « s — n. Setzen wir diese Werthe in 

die zu Ende des §. 186 stehenden Ausdrücke von a^, b^ und c^ so erbalten 

wir, wie in §. 187, 

m(fiVH-b*)a 

* "* 2ifif£a*+/iV— b* 



m(/iV-hb»)b _ 
^* "" 2/ub»-w(^V-b») "" ^^ 



c^ SS HC 



a. Ist nun p">n^ so sind alle drei Grössen <7|, 6^ und c^ mit n zu dividiren, 
und so erhalten wir die gesuchten Parameter 

m(^^a*H-b*)a _ , 

""' "^ H(2jfi/ia»+^»a*-b*) " "* * 

. m(ittV+b*)b _ ,. 

^* - »[2^b»-w(MV-b»)] ^ '''' 

c, SB c; 
woraus sich denn ergiebt, dass die erste Partialform der Makropyramide 
m'PW mit vorstehenden Werthen von ml und n' angehört. 

b. Ist dagegen p < n, so sind die drei Grössen a^, b^ und c^ mit/» zu divi- 
diren, wodurch sich 

2/ib*--iw(juV-b») _ , 

* "" 2i»fia*+/iV— b* 
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und die erste Parlialferm in der Weise bestimmt, dass sie von vier Fläcben 
der Bracbypyramide mrn mit vorstebenden Werthen von m' and n gebildet 
wird. 

2. Zweite Pariialform. Ihre io Fig. 82 an der positiven Halbaxe der 
y' anliegende nnd mit 2 bezeichnete Fl&ebe hat im Individuum II die Glei- 
chung 

ma b HC 
folglich gilt für sie m s m, r s 1, ^ s — n. Setzen wir diese Werthe in die 
zu Ende von §. 186 stehenden Ausdrücke von «^ b^ und c^, so folgt 

_ w(juV+b*)a 

^' "" 2mMÄ»-|uV-hb» 

. _ tn(/iV+b^)b _ 

* " 2/ib»H.m(/iV-.b») ^ ''^ 

Cf rss HC. 

a. Ist uun /» > Af 80 sind alle drei Grössen mit m zu dividiren, und die ge- 
suchten Parameter werden 

_ wt(/iV-hb»)a _ , 

"' "" ii(2w/ia»-/uV+h») "" *" * 
_ iw(AiV+b»)b _ 

* " ii[2/wb»+m(fiV-b«)] "" 
Cj = c, 

woraus sich ergiebt, dass in diesem Falle die zweite Partialform durch vier 
Flächen der Makropyramide m'Pn mit vorstehenden Werthen von m' und n 
dargestellt wird. 

b. Ist dagegen /? < it, so sind die drei Grössen if,, b^ und c^ mit p zu divi- 
diren, wodurch sie folgende Werthe erhalten : 

_ 2^b^+m(/i»a^-b' ) 
*^ - 2»i/ia»-^V+b*'' **•*•* 
6, =b 

_ ii[2/ib»H-m(AiV^b«)] ^ , 

'*== — i«(^v+b*) — '="'*" 

aus welchen sich ergiebt, dass solchenfalls die zweite Partialform der Braehy- 
pyramide rnPn mit vorstehenden Werthen von m und n entspricht. 

Aus allen diesen Resultaten wird sich der Leeer leicht diejenigen ablei' 
Ion kännen, welche ii^nd einem Prisma «der Doma , so wie dea drei Pina- 
koiden entsprechen, daher wir Biir Er^anuig vott Rftum diese Fotgemagen 
iihergeben. 

§. 190. Beispiel der Anwendung. 

Es bedarf wohl keiner weiteren Erörterung , dass diese Transpositionen 
der Axen und der Flächen des einen Individuums auf das andere ein grosses 
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theoretisebes Interesse haben; denn sie allein gewähren uns eine Ein- 
sicht in den krystallonomischen Zosammenbang, welcher zwischen den For- 
men beider Individuen Statt findet; sie allein belehren uns darüber, dass in 
den verwickeltsten Zwillingskrystallen alle Flächen des einen Indiridnams 
krystallographisch- möglichen Flächen des anderen Individuums entsprechen. 
Dieselben Transposilionen haben aber auch ein praktisches Interesse, da 
sie uns bei der Zeichnung der Zwillingskrystalle wesentliche Dienste leisten. 
Das theoretische Interesse steigert sich übrigens noch in allen denjenigen Fäl- 
len, da die, einer transponirten Fläche entsprechende Fläche am anderen In- 
dividuum wirklich ausgebildet ist, was sich in der Coincidene, oder 
auch in der gleichzeitigen Spiegelung beider Flächen auf eine sehr bestimmte 
Weise zu erkennen giebt. In solchen Fällen lässt uns nämlich die Transpo- 
sition bisweilen auf eine directe, von allen Messungen unabhängige Bestim- 
mung der Grundparameter der betreffenden Krystallreihe gelangen. 
Wir wollen diess beispielsweise an einer bekannten Zwillingsbildung des 
WoUrams erläutern. 

An diesem Minerale kommen nicht selten Zwillingskrystalle vor, denen 
das Gesetz : Zwillingsfläche eine Fläche des Brachydomas f^oo, zu Grunde 
liegt. Sind nun an den Individuen dieser Zwillinge auch die Flächen der 
Brachypyramide 2J^2 ausgebildet, so erkennt man zuweilen mit der grössten 
Evidenz, dass zwei von den beiderseitigen Flächen dieser Pyramide genau in 
eine Ebene fallen, woraus denn folgt, dass die betreffende transponirte 
Fläche von 2^2 des Individuums II mit einer Fläche derselben Pyramide des 
Individuums I identisch ist. Untersucht man genauer die Lage der beidersei- 
tigen coincidirenden Flächen, so erkennt man, dass man es hier mit demjeni- 
gen Falle zu tkun bat, welcher in §. 189 ad i erläutert forden ist. 

Setzen wir also ju = |, m =: 2, und n = 2, so erhalten wir zuvörderst 

Cj = 2c. 

Nun lehrt schon eine ganz rohe Messung der Polkante des Brachydomas ^oo, 
ja es lehrt schon der Augenschein, dass /i < 2 sein muss, weil ausserdem a 
viel grösser als h sein müsste ; folglich gehört die Fläche unter den in §. 189, 
ad l,b betracbtelan Fall, und die gesuchten Parameter werden für sie, indem 
wir den gemeinschaftlichen Factor im Zähler von a^ und e^ dnreh N aus- 
drucken, 

9iVa 

«1 - 28a*-9b» "^ "• * 
Ä. = b 

18iVc _ , 
^i'=8a«+18b*'"*'' 

Die Goincidenz der transponirten Fläche mit einer Fläche von 2i^ lehrt aber, 
dass m s n = 2 sein muss ; daraus folgt denn die Gleichung 
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oder a ; b s= y^3 : 2 s | : yi 
als dasjenige Verbältoiss, welches im Wolfram für die Grundparameter a ond 
b nothwendig Statt finden mass. Da nun die Messungen des Prolopris- 
mas ooP sehr nahe mit der Voraussetzung übereinstimmen, dass c s yi ist« 
so dürfte wohl das Grundverhältniss des Wolframs mit | : y3 : |/2 fest- 
gestellt sein. ^) 

Setzt man die Werthe von a und b in diejenigen Ausdrücke, welche in 
§. 189 ad 2, a für die zweite Parlialform einer Pyramide mPn gefunden 
worden sind, so folgt, dass sich in denselben Zwillingskrystallen des Wolf- 
rams für diese Partialform der Pyramide 21^2 das Hakrodoma -(Poo als die 
aequivalente Form bestimmt. 

Anm. Dieselbao Resultate lassen s?ch auch daraus ableitea, dass in jedem 
ZwilliDgskrystalle die in die Zone der Zwillingsaxe fallenden Flächen paarweise 
coiocidireD mOsseo. Aeholicha Coincideozen von Fliehen kommen bekanntlich 
in vielen anderen Zwtllingskryslallen vor, und werden in den dazu geeigneten 
Fallen ZQ einer Bestimmung der Grund-Dimensionen der belreSenden Krystall- 
reihe benutzt werden können. 



Fünfter Abschnitt. 

nonoklinoCdrisehes System. 



(ßrfles Capttel. 
Formen des monoklinoödrischen Sjrstemiu 

§. 191. Axensystem und Elemente desselben. 

Das monoklinoisdrische Krystallsystem ist nach §. 51 dasjenige System, 
dessen Formen auf ein monoklinoiSdrisches Axensystem, d. h. auf 
ein solches Axensystem bezogen werden müssen, in welchem sich zwei Goor- 
dinat-Ebenen unter einem schiefen Winkel C schneiden, während die dritte 
Ebene auf ihnen beiden rechtwinkelig ist. Für die Axen findet ganz dasselbe 
Neigungsverhältniss Statt, indem zwei mit einander einen schiefen Winkel 
j/ss C mit der dritten Axe dagegen rechte Winkel bilden. 



*) Vergl. meine Blemenie der Mineralogie 3. Auflage, S. 367 Anm., und 4. Aufl. 
S. 387 Anm. 
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Was das Grössenverhällniss der Axen betrilFl, so scheint solches immer 
das der darcbgängigen Ungleichheit zn sein, weshalh es allgemein durch 
a z b : c dargestellt werden kann. Daher gilt denn anch für die Axen die- 
ses Systems, was von jenen des rhombischen Systems bemerkt warde 
(§.161), dass sie als drei singulare und völlig ungleichwerthige 
Axen zu betrachten sind, von denen uns keine unmittelbar als Hauptaxe be- 
zeichnet iat. Da jedoch die Coordinat-Ebene durch die beiden schiefwinkeli- 
gen Axen die einzige Ebene ist, welche eine symmetrische Halbirung des 
Axensystems und aller darum möglichen Formen gestattet, und da wir in der 
Erscheinungsweise der Körper eine Symmetrie zunächst oder mindestens 
nach rechts und links fordern, so werden die Formen des monoklino^ri- 
schen Systems nur dann symtnetrisch vor uns erscheinen, wenn wir die Ebene 
der scbiefwinkeligen Axen vertical, und auf uns zulaufend denken. Hier* 
aofl folgt denn auch, dass nur eine der beiden schiefwinkeligen Axen 
zur Hauptaxe gewählt werden kann, während die aufrechte Stellung nach 
der dritten Axe zu keiner symmetrischen Anschauung der Formen gelangen 
lassen würde. Sonach ist die Hauptaxe zwar wiederum eine Wahlaxe ; allein 
die Wahl kann nur zwischen zweien Axen schwanken, weil die dritte Axe 
von ihr ausgeschlossen bleibt, obgleich sie gewissermaassen als die einzige 
absolut bestimmte Linie des ganzen Axensystems cbarakterisirt ist» 

Indem wir also eine d^«.beiden schiefwinkeligen Axen als Hauptaxe 
gelten lassen, und nach ihr die aufrechte Stellung der Formen bestimmen*), 
so werden die beiden anderen Axen zuNebenaxen. Nennen wir nun wie- 
derum die durch diese Nebenaxen gehende Ebene die Basis, oder den basi- 
schen Hauptschnitt, so können wir füglich die Nebenaxen selbst durch die 
beiden Namen der Klinodiagonale und der Orthodiagonale unter- 
scheiden, weil sie die Diagonalen der schiefen rhombischen Basis bilden, und 
weil für die eine derselben die Neigung gegen die Hauptaxe eben so bezeich- 
nend ist, als für die andere die Rechtwinkeligkeit gegen sie. Die beiden ver- 
ticalen, durch die Hauptaxe und je eine der Nebenaxen gehenden Coordinat- 
Ebenen lassen sich dann als klinodiagonaler und orthodiagonaler 
Hauptschnitt bezeichnen. Uebrigens gilt uns künftig die Hauptaxe ah 
Axe der x, die Klinodiagonale als Axe der y, und die Orthodiagonale als Axe 
der jy. 

Anm. Mehre aasgezeichoete Krystallographen und Miaeralogeo betrach- 
ten das monokliooedrische System als eine blosse hemiedrische oder meroedri- 
sche Ausbildungsform des rhombischen Systems. Dadurch wird allerdings fUr 
die Berechnung der Formen einige Erleichterung gewonnen, weil der schiefe 
Neigungswinkel C ein den GalcOl etwas erschwerendes Element ist. Allein die 
Symmetrie** Verhaltnisse der monoklinoedrischen Formen, der Hangel dreier auf 



*) Es scbeiat nicht zweckmässige, wie jetzt oft aueb io den ZeicbnaDgeo gescbiebt, 
die Btaptaxe schief, aod die Basis horizoDtal za stcllco. Denn der Be^rilf der Baaptaxe 
ist immer so anfgefasst worden, dass sie diejenige Aze ist, welche, selbst vertical ge- 
stellt, die aufrechte Stellaog der Formen bestimmt. Die schiefe Lage der Basis ist es, 
was die kliooSdriscben Rrystallsysleme vorznglieh cbarakterisirt. 
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«MD^er reehtwiokeiiger PtubUe nmi ireiw dergleidMa SjrsteiM v«o prisma- 
tifichea Fonneo« die voo der gewöhnlichen Einfacbheil oft auffallend abweicIieiH 
den Ableitongszahlen, die Selleoheit der im rhombischen Systeme so gewöhn- 
lichen Zwillingsgesetze, und manche andere GrOnde stehen jener Ansicht ent- 
gegen; weshalb denn auch die meisten Rrystallographen das monoklinoedrische 
System als ein eigeothUmliches schiefwinkeliges Krystallsystem anerkennen, wo- 
für sich schon Hupffer erklarte, indem er es ein willkttrliches Verfahren nannte 
alle monoklinoedrische Formen auf ein rhombisches Axensystem HrfickfUhren 
za wollen, obgleich solches mathematisch immer möglich ist. *) 

§. 192. Vollständige monoklinoe'drische Pyramide. 

Die Parameter- Verhältnisse sind im monoklinoMrischen Systeme wesentr 
lieh dieselben, wie im rhombischen Systeme, so dass die in §• 162 mitgetheil- 
ten Betrachtungen auch hier ihre Anwendung finden. Denken wir ans san 
ein endliches Parameter-Verhältniss a : & : c, oder ma : rb : ^o gegeben, 
dessen Glieder sich auf die Axe der a?, der y und der js beziehen, und con- 
struiren wir uns den vollständigen Inbegriff aller isoparametrischen Plädiao, 
so gelangen wir stets auf eine von acht Dreiecken umschlossene Form, deren 
Mittelkanten in eine Ebene, nämlich in die Ebene der Basis bUen, also auf 
eine solche Form, welche eine Pyramide überhaupt, und eine monoklinoS- 
drische Pyramide insbesondere genannt werden kann. 

Diese vollständigen monoklinoedrischen Pyramiden, welche die ein- 
zigen geschlossenen Formen Formen des Systems darstellen würden, 
unterscheiden sich aber von den rhombischen Pyramiden durch eine sehr auf- 
fallende Eigenschaft, welche eine nothwendige Folge des schiefen Neigungs- 
winkels zweier Axen ist : nämlich dadurch, dass sie nicht von lauter gleichen 
und ähnlichen, sondern von zweierlei verschiedenen Dreiecken ge- 
bildet werden, indem diejenigen vier Flächen, welche paarweise über den 
beiden stumpfen Winkeln C liegen, durch ihre Figur und Grösse von denen 
über den beiden spitzen Winkeln C liegenden vier Flächen abweichen. Die 
beiderlei Dreiecke haben zwar zwei Seiten gleich, aber die dritte Seite un- 
gleich, und zwar die über dem stumpfen Winkel C gelegenen eine grössere, 
die anderen eine kleinere dritte Seite. Die monoklinoedrischen Pyramiden 
sind daher keine einfachen Formen, sofern nämlich unter einer einfachen 
Form eine solche verstanden wird, welche von lauter gleichen und ähnlichen 
Flächen begränzt wird; sondern sie sind zusammengesetzte, und zwar 
zweifach zusammengesetzte oder dimerische Formen ^ sie zerfallen in 
zwei Partial formen, deren jede von zwei gleichartigen Pläcbenpaaren 
gebildet wird, und füglich eine Hemipyramide genannt werden kann. Die 
eine dieser Hemipyramiden fällt also in die spitzen, die andere in die stum- 
pfen Winkel, welche von dem orthodiagonalen und dem basischen Haupt- 
schnitte gebildet werden ; wir nennen jene die positive, diese die nega- 



*) Handbuch der reokoeadsD Rrystalionomie, 1831, S. 186. 
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tive Hemipyranide. **) Eihie jede derselben besteht nur aus zwei, aiaander 
parallelen PlächenpaareD, welche an ulld für sich den Raum gar nicht allseitig 
umschliessen, sondern eine prismatoidische, offene Form darstellen würden. 

Dieser zosammengesetzte Charakter der monoklinoSdrischen Pyramiden 
gewinnt aber noch dadurch eine [^anz besondere Bedeutung, dass je zwei 
correlate oder complementäre Hemipyramiden in der Wirklichkeit 
keineswegs noth wendig an einander gduinden, sondern vielmehr völlig un- 
abhängig von einander sind; d^ss also bald nur die eine, bald nur die an- 
dere zur Ausbildung gelangt ist^.iu^4aas es zu den minder häufigen Erschei- 
nungen gehurt, beide zugleich und im völligen Gleichgewichte ausgebildet an- 
zutreffen. 

Anm. Diese Zerßllluag der monoklinoedriscben Pyramiden in awei ver- 
schiedene und oichl DOthwendig coexistireDde Partialformen ist eine ganz be- 
sondere, in der verschiedenen Lage und Figur ihrer beiderlei Flächen begrün- 
dete Meroedrie, von welcher im rhombischen Systeme nur seltene Beispiele be- 
kannt sind. FOr die Combinationen des monoklinoedrischen Systems wird aber 
durch diese, auch gewisse prismatische Formen betreffende Meroi^drie eine ganz 
eigenthürolicbe Erseheinnngsweise bedingt, welebe sie auf den ersten Blick von 
den ComUnaltoncn des rhombischen Systems unterscheiden ISsst, selbst wenn 
der Winkel C eifern rechten Winkel sehr nahe kommen nnd die schiefe Basis 
fast horizontal erscheinen sollte. 

§. 19S. Debersiellt der Formen des monokliaoüdrischen 

Systems. 

Das monoklinoifdrische System überhaupt läas( aber folgende Arien von 
Formen erkennen. 

1. Pyramiden von dem so eben geschilderton Charakter, welche also, 
wenn beide Partialformen zugleich und im Gleichgewichte ausgeUldet 

sind, als v o IIa tä n di ge moaoklino^drische Pyra- 
miden erscheinen. Jede solche Pyramide zerfällt 
aber in eine positive und eine negative Hemlpyra- 
mide, welche von einander unabhängig sind. Den- 
ken wir die schiefe Basie gegen uns zufallend oder 
nach vorn- geneigt , so erscheint das vordere Glied 
der positiven Hemipyramide unterhalb, jenes der 
negativen Hemipyramide oberhalb der Basis, wie 
in beistehender Figur. Die voUständige Pyramide 
hat dreierlei Polkanten, nämlioh vier gleiche ortho- 
diagonale, und zwei kürzere schärfere, sowie zwei 
längere stumpfere klinodiagonale Polkanten, welche letzteren als die charak- 
leriatiscbeB und besonders wichtigen Kanten dor einzelnen Hemipyramiden 
zu betrachten sind; ausserdem sind noch vier gleiche Mittelkanten vorhanden. 




*) Die amgekebrte BeoeDoung würde vieKeioht noch vortheilkafter sein. 
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Der basische and der orthodiagonale Hauplschnitt sind Rhomben, der klino- 
diagonale Haaptschnitt dagegen ist ein Rhomboid. Es giebt möglicherweise 
eine anendliche Manchfaltigkeit von monoklinocSdrischen Pyramiden , welchen 
aber allen die Eigenschaft zukommt, in zwei von einander unabhängige He- 
mipyramiden zu zerfallen. Obgleich sie daher nur selten vollständig ausge- 
bildet vorkommen, so ist es doch bei vielen Betrachtungen zweckmässig, sie 
in ihrer Vollständigkeit vorauszusetzen. 

Ausser den Pyramiden spielen nun mehre Arten von offenen Formen 
eine äusserst wichtige Rolle ; dabin gehören einestheils prismatische For- 
men, andernlheils Pinakoide. Die prismatischen Formen aber sind, eben 
so wie im rhombischen Systeme, von dreierlei Art, je nachdem ihre Flächen 
dieser oder jener derAxen parallel laufen: also verticale, horizontale und ge- 
neigte Prismen, von denen eine jede Art in der Richtung ihrer Aze von inde- 
finiter Ausdehnung und unbestimmter Begränzung zu denken ist. Indem wir 
abermals das Wort Prisma lediglich für die vertical-prismatischen Formen 
gebrauchen, die übrigen als Domen bezeichnen, erhalten wir folgende Unter- 
scheidung derselben. 

2. Prismen, sind von 4, der Hauptaxe parallelen Flächen gebildete 
Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist; da also ihre Flächen gleich 
breit und gleich werthig sind, so haben sie den Charakter von einfachen 
Formen ; ihre Seitenkanten werden nach ihrer Lage als klinodiagonale und 
orthodiagonale Kanten unterschieden. 

3. Klinodomen, sind von 4, der Klinodiagonale parallelen Flächen 
gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist, weshalb sie sich 
gleichfalls als einfache Formen erweisen ; ihre Kanten werden nach ihrer 
Lage als Polkanten und Mitlelkanten unterschieden. 

4. Orthodomen, sind von 4, der Orthodiagonale parallelen Flächen 
gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhomboid ist; ihre Flächen haben 
daher ungleiche Breite, indem die zwei über dem spitzen Winkel C liegenden 
Flächen schmäler sind, als die zwei über den stumpfen Winkel fallenden Flä- 
chen. Hieraus ergiebt ^ich, dass jedes Orthodoma aus zwei ung 1 ei c h w e r- 
thigen Fläch^npaaren besteht, und in zwei Partialformen zerfällt, welche 
man Hemidomen nennen, und als positives und negatives Hemidoma 
unterscheiden kann. Je zwei correlate oder zusammengehörige Hemidomen 
sind in der Erscheinung eben so unabbängig von einander, wie je zwei corre- 
late Bemipyramiden , and dieses Verhältniss seiner horizontalen Prismen bil- 
det abermals eine hervorstechende Eigenthümlichkeit in der ganzen Ausbil- 
dung des monoklinoedrischen Systems. 

Die Pinakoide endlich sind gleichfalls dreierlei, nämlich 

5. das Basopinakoid oder die schiefe Basis, d. h. das der Basis paral- 
lele Flächenpaar ; 

6. dasOrthopinakoid, welches aus zweien, demorthodiagonalenHaapt- 
schnitte, und 

7. das Klinopinakoid, welches aus zweien, dem klinodiagonalen Hanpt- 
schnitte parallelen Fläcihen besteht. 
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§. 194. Hemipyramiden and Hemidomen. 

Weil je zwei zusammengehörige oder correlaie Hemipyramiden , und je 
zwei correlaie Hemidomen in einer solchen gegenseitigen Unabhängigkeit 
stehen, dass sie in den Gombinationen nur selten zugleich, und noch seltener 
im Verhältnisse des Gleichgewichtes auftreten, so erlangt die Bestimmung 
ihrer selbständigen oder isolirten Erscheinungsweise eine noch grössere Wich- 
tigkeit, als die Bestimmung ihres gemeinschaftlichen Vorkommens in der voll- 
ständigen monoklinoedrischen Pyramide und in dem vollständigen Orthodoma. 

Eine jede Hemipyramide stellt für sich allein einen Inbegriff von 
vier gleichwerthigeo , Ihren klinodiagonalen Polkanten parallelen Flächen, 
also eigentlich eine offene, prismatoidische Form dar, welche sich 
jedoch von den eigentlichen prismatischen Formen dadurch unterscheidet, dass 
ihre Flächen keiner der Axen parallel sind. Sie kann übrigens eben so 
wenig, als irgend eine prismatische Form, selbständig, sondern nur in Com- 
bination mit anderen, ihre indefinite Ausdehnung begränzenden Formen auf- 
treten. 

Jede Hemipyramide besteht aus einem oberen und einem unteren Gliede 
oder Flächenpaare, welche, wenn sie mit einander zum Durchschnitte kom- 
men, zwei schief liegende Mittelkanten bilden, die den klinodiagonalen Pol- 
kanten parallel sind. Diese Folkanten sind übrigens als die wichtigsten und 
gewissermaassen charakteristischen Begränzungs-EIemente der Hemipyrami- 
den zu betrachten. 

Bei der unbestimmten Begränzong der Hemipyramiden ist es zweckmäs- 
sig, ihrer Ausdehnung subsidiarisch gewisse Gränzen zu setzen, wozu sich 
besonders der basische und der ortbodiagonale Hauptschnitt, als diejenigen 
beiden Ebenen empfehlen, welche schon in der vollständigen monokiinoüdri- 
schen Pyramide die Gränzen zwischen ihren beiden Partialformeu bestimmen. 
Da nun jede Fläche einer Hemipyramide mit allen drei Hauptschnitten zum 
Durchschnitte kommt, und da ihre Neigungswinkel gegen die Hauptschnitte 
eine besonder« Wichtigkeit erlangen, so wollen wir diese ihre drei Intersee- 
tionen und die ihnen entsprechenden Winkel unter den Namen der basi- 
schen, der ort ho diagonale n und der klinodiagonalen Kante ein- 
führen. 

Ein jtides Hemidoma stellt für sich allein einen Inbegriff von zwei 
gleichwerthigen, der Ortbodiagonale parallelen Flächen dar, und ist daher in 
seiner geometrischen Erscheinungsweise ähnlich dem Basopinakoide und dem 
Orthopinakoide, unterscheidet sich jedoch von ihnen dadurch, dass seine Flä- 
chen nur der Ortbodiagonale, aber keiner der beiden anderen Axen parallel 
sind. Die Hemidomen bilden daher alle diejenigen einzelnen Fiächenpaare 
des Systems, welche möglicherweise zwischen der Basis und dem Orthopina- 
koide vorkommen können, während sie, wie diese, in die Zone der Ortbodia- 
gonale gehören. 

Es ist zweckmässig, den Flächen der Hemidomen, wenn auch nicht in 
der Richtung der Ortbodiagonale, so doch nach anderen Richtungen eine he** 
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stimmte BegränzuDg anzuweisen, wozu sich wiederan der basische und der 
orthodiagonale Hauptschnitt, als diejenigen beiden Ebenen empfehlen, welche 
schon in dem vollständigen Orthodoma die Gräozen seiner beiden Partialfor- 
meft bestimmen. Die beiden Kanten, welche jede Fläche eines Hemidomas 
mit diesen beiden Hauptschnitten bildet, können wir als die Polkante und Mit- 
tdkante, oder auch als die orthodiagonale und die basische Raule 
3es Hemidomas beneichnen. 

§. 195. Ableitung und Bezeichnung der Formen. 

Wollen wir zu einer geordneten Cebersicht der mancherlei Formen und 
Partialformen, sowie zu einer Einsicht in ihren gegenseitigen Zusammenhang 
gelangen, so müssen wir eine allgemeine Ableitung derselben aus einer 
zweckmässig gewählten Grundform vornehmen. Zu solcher Grundform kann 
aber nur irgend eine Pyramide gewählt werden, weil diese die einzigen 
Formen sind, deren Flächen ein endliches Verhaltniss der Parameter 
haben ; auch wird die, in der Wirklichkeit nur selten erfüllte Vorasssetzung 
einzuführen sein, dass diese Grundpyramide vollständig, also mit beiden, 
gleichmässig ausgedehnten Partialformen gegeben ist, weil nur dadurch auch 
in den abgeleiteten Gestalten der Zusammenhalt der correlaten Partialformen 
erhalten bleibt, und zur Anschauung gebracht, wird. 

Wir bezeichnen diese vollständig vorausgesetzte Pyramide mit ±P, 
indem uns +P oder auch P schlechthin die positive, — P die negative Hemi- 
pyramide bedeutet. Die sie bestimmenden Grundelemente, durch wekdie in 
jedem besonderen Falle die ganze Rrystallreibe charakterisirl wird, sind der 
constanle schiefe Wi^ikel C oder y^ und das Verhältniss der Parameter a: l>:c, 
von welchen a in die Hanptaxe, b in die Klinodiagonale und c in die Orthodia* 
gonale fallt. 

Aus dieser Grundform leiten wir nun, gerade so wie in den verhei^hen« 
den Krystallsystemen, zuvörderst durch alleinige Veränderung der Haupt • 
axe nach einer Zahl m, die theils > Üieils < 1 sein, und einerseila bis oo 
wflehaen , anderseil» bis abnehmen kann, eine Reihe von Pyramiden ab, 
welche sämmtlich durch die Coincidenz oder den Parallelismus ihrier lliltel- 
kanten mit den Mittelkanten der Grundform charakterisirl sind, nfeid, wegen 
dieses unmittelbaren Zusammenhanges mit der Grundpyramide, sowie als die 
ersten Resultate der Ableitung abernuils Prolopyramiden genannt wer- 
den könneo. Als Gränzform dieser Pyramiden erscheint einerseits das Pro* 
toprisma, oder dasjenige Prisma, dessen Flächen den Mittelkanten d^r 
Grundform parallel sind, anderseits die schiefe Basis, oder das mit ihr 
aequivalente Basopinakoid. Während nun aber jede Pretopyramide in 
zwei, von einander unabhängige Partialformen zerfällt» so ist solebes mit die- 
sen beiden Gränzformen nicht mehr der Fall, weshalb sich denn die Reihe der 
Prolopyramiden oder die Grund reihe des Systems in folgender Weise her- 
ausstellt : 
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m<i m>t 

Wr • • • • £mP • • . . iziP • • • • ititP • • • • ooPa 

Die ftinieren Ableitungen erfolgen in diesem Systeme anf ganz ähnliche 
Art, wie im rhombischen Systeme (S. 272), indem erst die eine, dann aber 
die andere Diagonale der Grundform als veränderlich eingeführt, oder mit 
einer iSahl n multiplicirt wird, welche stets > 1 ist, und bis cx> wachsen kann. 
So erhalten wir aus jedem Giiede ±i7iP der Grundreihe zwei neue Reihen 
von Pyramiden, von denen die eine durch Vergrösserung der Orlhodiagonale 
bei c^nstanter Rlinodiägonale, die andere durch Vergrcfeserong der Rlinodia- 
gonale bei constanter Orthodiagonale abgeleitet worden ist, während jene den 
kiinodiagonalen Hauptschnitt, diese den orthodiagonalen Hanptschnitt mit 
±fnP noch gemein hat. Wir würden diese beiden Arten von Pyramiden, mit 
Beziehung auf diejenige Diagonale, durch deren Vergrösserung sie abgeleitet 
wurden, als orthodiagonale und klinodiagonale Pyramiden zu unterscheiden 
haben, erlauben uns jedoch dafür die abgekürzten Namen Orthopyramide 
und Klinopyramide in Vorschlag zu bringen. In der Bezeichnung aber 
können wir sie dadurch unterscheiden, dass wir das Grund-Element P eot* 
weder mit einem horizontalen, oder mit einem geneigten Striche versehen, 
und demnach dtmPn als das Zeichen einer Orthopyramide, dagegen ±fn9n 
als das Zeichen einer Klinopyramide einführen. *) 

Je grösser der Werth von n ist, um so bedeutender wird sich die Or- 
thopyramide ±mPn nach der Orthodiagonale in die Länge gestreckt zei- 
gen ; ist zuletzt n = oo, so hört die Gestalt auf, eine Pyramide zu sein, und 
verwandelt sich in ein Orthodoma; daher wird ±m1?oo das Zeichen eines 
vollständig ausgebildeten Orthodomas, welches jedoch nach §. 194 in zwei, 
von einander unabhängige Hemidomen, in mPoo und — mPoo zerflillt. 
Aehnliebe Resultate ergeben sieh für die Klinopyramiden :tmSfni je 
grSaaer die Zahl n ist, um so bedeutender wird eine solche Pyramide naeh der 
Klinodiagonale in die Länge gestreckt erscheinen ; wird zuletzt n sr oo, so 
gebt die Pyramide in ein Klinodoma über, dessen Zeichen daher allgemein 
mPoo geschrieben werden muss, ohne Vorsetzung der Zeichen + und — , 
weil ja die Klinodomen einfache, mit allen vier Flächen ausgebildete For- 
men sind. 

Da übrigens diese doppelte Ableitung aus jedem Giiede dar Gmndreihe 
vorgenommen werden muss, so ist sie auch für das Protoprisma ooP in 
Anwendung zu bringen, aus welchem sie uns einerseits anf verschiedene r- 
ihoprismen ooPn und auf das Orthopinakoid ooPcx), anderseits auf 
verschiedene Klinoprismen ooPit und auf das Klinopinakoid cx>Poo 
gelangen lässt; womit denn alle Ableitungen im Gebiete dieses Systems er- 
schöpft sind. 



*] Dieses von Ritgeny im Neuen Jahrbnche fdr Mio, 1833, S. 266 f. freilich io eioem 
etwas anderen Sinne yorgeschlagene Hilfsmittel der Beseichnong scheint mir zweckmis* 
siger, als das von mir bisher s^hranehte Mittel, die Zeichen der kiinodiagonalen Pormen 
in Klammern eiszotchUeMea ; daher ieh nieh desat iben kSoftig bedienen werde. 
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Anm. Wie man die slmmtlicheD ResalUte dieser Ahleitangeo io eioem 
rectangulflren Schema auf eine Qbersichlliche Weise zasammenstell«! kann, dar- 
über siod meine AnfangsgrOnde der Krystallographie 2. Anfl, S. 246 nachzii* 
sehen. Noch einfacher ist ein trianguläres Schema, welches auf ganz Ihnliche 
Weise zu constrairen ist^ wie das S. 273 siehende Schema des rhombischen 
Systems. Beide Schemata gewflhren eine einfache und wohlgeordnete lieber- 
sieht des ganzen Kry Stallsystems. 



§. 196. BerechBung der monoklinoe'drisGhen Formen; 

Signatar der WinkeL 

Bei der Berechnung der mojioklinoe'drischen Formen werden wir zu- 
nächst die Pyramiden zu berücksichtigen haben, weil solche, eben so wie 
im rhombischen Systeme, als die allgemeinen Repräsentanten aller übrigen 
Formen zu betrachten sind. Da jedoch diese Pyramiden in der Regel nicht 
vollständig, sondern nur in einer ihrer beiden Hemipyramiden ausgebildet 
verkommen, so hat auch die Berechnung der vollständigen monoklinocfdrischen 
Pyramiden eine weit geringere praktische Wichtigkeit, als die Berechnung 
ihrer einzelnen Hemipyramiden. Uebrigens brauchen wir die Rechnung zu- 
nächst nur für die Grundform oder für irgend eine Form von dem Para- 
meter-Verhältnisse a : b : e durchzuführen, weil die für sie gefundenen Re- 
sultate auch für alle übrigen Formen gelten, wenn man nur die denselben 
entsprechenden Ableitungszahlen m und n den betreffenden Grundparametem 
a, b und c als Factoren vorsetzt, oder auch ma statt a, und nh oder nc statt 
b oder c schreibt. 

In der nachstehenden Figur erscheinen neben einander zwei correlate, 
nfich §. 194 durch den basischen und orthodiagonalen Hauptschnitt begränzte 
Hemipyramiden von dem Parameter- Verhältnisse a : b : c^ und von dem iichie- 
fen Axenwinkel C oder ^, so dass das rechts stehende Bild die positive, das 
links stehende Bild die negative Hemipyramide darstellt. Wir haben uns nan 
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zuvörderst über die Signatur gewisser Winkel zu verständigen, welche bei 
der Berechnung einer jeden Hemipyramide zu berücksichtigen sind. Zu dem 
Ende bezeichnen wir in jeder positiven Hemipyramide : , 
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die basische Kante mit X^ ^ 

die orthodiagonale Kante mit F, 
die klinodiagooale Kante mit Z, 
and lassen dieselben, mit Accenten versehenen Buchstaben, also JT', Y' 
nnd Z' für die gleichnamigen Kanten der negativen Hemipyramide gelten. 

Die Hauptschnittwinkel, welche von grosser Wichtigkeit sind, 
bezeichnen wir in jeder positiven Hemipyramide, wie folgt: 
den Winkel der Kantenlinie Ä gegen die Orthodiagonale mit d, 
... . ... Klinodiagonale mit e, 

- - - - F - - Hauptaxe mit ^, 

... - ... Orthodiagonale mit tj, 

- - - Z - - Klinodiagonale mit t, 

- - - ... Hauptaxe mit i. 

In der negativen Hemipyramide haben die Winkel d, e, ^ und fj die- 
selben Werthe, wie in der correlaten positiven Hemipyramide, wogegen die 
beiden anderen Winkel verschieden sind, weshalb wir sie mit t' und i', so 
wie den für sie giltigen Neigungswinkel der Axen, 180® -.- y mit / bezeichnen 
wollen. 

Uebrigens ergiebt sich unmittelbar aus den Verhältnissen des Axensy- 
stems, dass 

y +j + e = 180» 

/+T'-ht'=:180». 

Nach diesen vorIäu6gen Bestimmungen versebreiten wir zur Berechnung 
der Formen selbst. 

§. 197. Berechnung der Hemipyramiden. 

In jeder Hemipyramide sind es besonders die Kantenlinien, die Haupt- 
schnittwinkel und die Kantenwinkel, um deren Kenntniss es sich handelt. 

1. Kantenlinien. Unter Voraussetzung des Parameter -Verhältnisses 
a i b : c bestimmt sich in der Hemipyramide ±P 

die Mittelkante JT = Y^^fj 

die orthod. Kante Y = |^c*-i-fl*, 

die klinod. Kante Z = V^a*-*-**5:2aAcosC, 
in welchem letzteren Ausdrucke das negative Zeichen für die positive, das 
positive Zeichen für die negative Hemipyramide gilt. 

2. Hanptschnittwinkel. Diese Winkel bestimmen sich ans den Grund- 
Elementen des Axensystems, wie folgt; es ist 

^ b c 

Ungd = - , tangfi = ^ , 

Ung*=--, tangi^ss - , 

fftwimi*! Kryttallognphie. ^1 
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asinC . bsinC 

asmC , bsiuC 

Einige dieser Winkel lassen sich leicht durch die Kanlenwiokel bestimmen ; 
es ist nämlich 

__ cosZ _ cosZ' 

sm^ smA 

^ cosZ cosZ' 

sinj sinr 



cos«: s= . ^ , COST = 



' > 



sinZ ' sinZ 

COS Y , COS Y' 

eOS V =: -T—-^ f COSt ÄX -r-sTj. 

sinZ sidZ 

Anm. In der Praxis ist es oft wichtig, auch di^ Plflchenwink el der 
Hemipyramiden d. h. die ebeoen Winkel ihrer Flächen, und zwar besonders die 
den beiden Kanten JC nnd Y gegenüberliegenden Plitchenwinkel zu kennen ; be- 
zeichnen wir diese beiden Winkel mit | und t*, so findet sich : 

cos| = cotFcolZ, cosg' = coiy'cotZ', 
&= COS^COSi , = cos^cost , 

__ tang^ tang^ 

■" cosr ' "" ^ilr ' 

cosi;^cot^cotZ, cosu'sscotA^cotZ', 
= cos^cosr , 1= cosjcosr , 

taner , taner' 

tangf tang« 

cosA' cosA' 

3. Kantenwinkel. Der allgemeine Ausdruck für den Cosinus des Nei- 
gungswinkels zweier Flächen F und F' in einem monoklinoedrischen 
Axensysteme lässt sich aus dem, S. 44 für ein trikiinoedrisches Axen- 
system aufgefundenen Ausdrucke ableiten, wenn man in selbigem 

a = 90«, /? = 90«, y=C 
^ = 90^ fi = 90^ 
setzt, wodurch die drei Grössen A\ B' und C folgende Wertbe erhalten: 

^' = 0, Ä'=:0, 6' = cosC. 
Subsütuirt man alle diese Werlhe, so folgt ganz allgemein 

COS fr = 



./• 



Da uns nun zunächst nur die Kanten Ä^ Y und Z, oder die Neigungswinkel 
der Pyramidenfläche gegen die drei Hauptschnitte interessiren, so haben wir 
statt der zweiten Fläche F\ deren Parameter in diesem allgemeinen Aus- 
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drucke mit a\ h* und c bezeichnet sind, successiv die Basis, den orthodiago- 
nalen und den klinodiagonalen Hauplschnilt einzuführan, deren Gleichungen 
d;ssO, y = und ;irssO sind. Behalten wir abo die Buchstaben a, b und 
cbei, und setzen wir erst a' SS 0, dann 6'sO,*und endlich c'ssO, so be- 
stiBinien sich die gesuchten Winkel wie folgt: 

v_ c(Ä— flrcosC) 

""'^ 7ä~ ' 

c(a-Aco8C) 

'^'^'^ -JE 

in welchen Ausdrücken yK = ]/ AV+cV-i-flVsin*C— 2ff*c»cos6' ist. 

Diese Werthe gelten zunächst für die positive Hemipyramide ; für die 
negative Hemipyramide ist sowohl im Zähler als im Nenner das mit cosC 
behaftete Glied mit entgegengesetztem Vorzeichen, also positiv einzuführen. 

In der Praxis wird man es jedoch immer vorziehen , diese Rantenwinkel 
aus den Hauptschnittwinkeln zu berechnen, durch welche sie sich sehr ein- 
fach bestimmen \ es ist nämlich in jeder positiven oder n^^ven Hemipyra- 
mide : 

Sine ° sinß 

^ sin^* ^ sin;^' 

tangZ=-— r-2— tangZ'ss ., , 
° smt ' ^ sint 

tange tang£ 

sinir ' ^ sinT ' 

Diese trigonometrische Berechnung empfiehlt sich schon deshalb, weil man 
die Hauptschnittwinkel ohuediess berechnen muss, indem solche bei den mei- 
sten Problemen eine sehr wichtige Rolle spielen. 

§. 198. Allgemeine Brauchbarkeit der gefundenen Resultate. 

Die in dem vorhergehenden Paragraphen gefundenen Resultate, weiche 
sich zunächst auf die Grundform, oder auf irgend eine unbestimoile Pyranide 
von dem Parameter- Verhältnisse a : b : c beziehen, sind desungeachtet allge- 
mein brauchbar für alle möglichen Formen einer Krystallreihe, wenn man zu- 
vörderst statt a, b und c die betreffenden Grnndparameter a, b und c, und 
hierauf die den übrigen Formen entsprechenden Ableitungszahlen m und n 
als Factoren vor a und b, oder a und c einführt. Man hat also 
für irgend eine Protopyramide mP, ma statt a, 
Cur irgend eine Orthopyramide jpiPm, ma statt a, und »c statt c, 
für irgend eine Klinopyramide mßn^ ma statt a, und nb statt b 

21* 
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einzufahren, um dieselben Resultate für eine dieser drei Arten von Pyrami- 
den geltend zu machen. 

Was die drei Arten von prismatischen Formen betriSl, so braucht 
man gleichfalls zunächst nur diejenigen zu berechnen, welche unmittelbar 
mit der Grundform oder mit der Pyramide von dem Parameter-Verhältnisse 
a : b z c verbunden sind. 

1. Berechnung der Prismen. Setzt man in den Resultaten des §. 197 
a =s oo, so folgt für das Protoprisma ooP 

ceosC 
'*''^= T^TP^^ = cosFcosC, 

c 

dabei bedeutet Ä den Winkel , welohen die prismatischen Flächen mit der 
Basis bilden. Da fiir ein jedes Prisma z = C ist, so bestimmt sich auch 

-- tangC . c 



sinC bsinC* 

Diese Ausdrücke gelten für jedes Orthoprisma ooPn, wenn man ne statt 
c, und für jedes Klinoprisma ooP/i, wenn man nb statt b setzt. 

2. Berechnung der Klinodomen. Setzt man in den Resultaten des §. 197 
b = cOj so folgt für das Rlinodoma Pcx> 

c 

ccosC 

asinC 

y (T-^aHivrC 
wobei Y den Neigungswinkel der domatischen Flächen gegen den orthodiago- 
nalen Hauptschnitt bedeutet. Da ferner für jedes Klinodoma i s= C ist, so be- 
stimmt sich auch 

^ "" sinC "^flsinC* 
Diese Ausdrücke gelten für j e d e s Klinodoma mPoo, wenn man ma statt ü 
setzt. 

3. Berechnung der Hemidomen. Setzet man endlich in den Resnltaten 
des §. 197 c SB oo, so folgt zunächst für das Hemidoma Poo 



COSÄ^ 



Formen desielbeD. 825 

b^aeosC 



a-^bcosC 

co8Z= 0, also Z = 90^. 
Da aber in dem Hemidoma die Winkel X und t, Y und i einander gleich 
sind, so wird auch 

V asinC 

Führt man in allen diesen Ausdrücken cosC negativ ein, so verwandeln sie 
sich in diejenigen, welche dem negativen Hemidoma — Poo entsprechen ; also 
wird 

V/ g-h&COsC 

^" ^ya»H-*»+2ii*cosC' 
^, ff sin C 

^ "" «i+£cosC 
Alle diese Werthe aber gelten' ganz allgemein für irgend ein Hemidoma 
±0iPoo, wenn man in ihnen ma statt a setzt. 

§. 199. Hemimorphismus im monoklino^drischen Systeme. 

Zwar hat Pasteur an einigen Salzen, wie z. B. am weinsteinsauren Am- 
moniak, eine Art von Hemi(^drie beobachtet, welche jener des rhombischen 
Systems analog zu sein scheint; da sie jedoch eine sehr untergeordnete, und 
selbst nach ihrer Gesetzmässigkeit noch nicht völlig constatirte Erscheinung 
ist, so lassen wir sie noch einstweilen auf sich beruhen. Wichtiger ist der 
zuweilen vorkommende Hemimorphismus, welcher unter anderen am Rohr- 
zucker und an der Weinsäure in sehr ausgezeichneter Weise vorkommt, und 
zuerst von Hankel nachgewiesen, später von Emil ^o{^ ausführlicher cur 
Darstellung gebracht worden ist.*) 

Dieser Hemimorphismus findet in der Richtung derOrthodiagonale 
Statt, so dass also die Krystalle des Zuckers und der Weinsäure sehr häufig 
an dem rechten Ende dieser Nebenaze theilweise durch andere Flächen' 
begrSnzt werden, als an dem linken Ende; eine Ansbildungsweise, welche 
nicht nor auf die ganze Erscheinung dieser Krystalle einen wesentlichen Ein- 



*) Hank$l^ in Folgend. Ans. B. 49, S. 495 ff. ond IFolff^ im Joora. für prakt. Ghemiei 
B. 28, S. 11^9 ff. 
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§. 201. Theorie der binäreo Combinationen. 

Die besondere Entwickelang der monokiiDoä'drischeD CombiDatioDeD, 
welche eine BesUmmang der krystallographiscben Zeichen alier Formen ond 
Partiaiformen erfordert, beruht, wie in allen Kristallsystemen, so auch hier 
tbeils auf der Theorie der binären Combinationen, theils auf der Zonenlehre, 
theils auch auf Messungen. 

Was nun die Theorie der binären Combinationen betrifft, so ist solche 
in der Hauptsache keine andere, als jene der binären rhombischen Combina- 
tionen. Nur hat man dabei das selbständige Auftreten der Partiaiformen zu 
berücksichtigen, weshalb es denn nöthig wird, diese Theorie zunächst nur auf 
die Combinationen zweier Hemipyramidea zu gründen, wobei natürlich 
eine Zuschärfung der Polkanten nur noch für die klinodiagonalen Polkanten 
Statt finden wird, während sich solche für die orthodiagonalen und die basi- 
schen Kanten in eine blose Abstumpfung verwandelt. Ebenso werden die 
vierflächigen Zuspitzungen der Ecke in Zuschärfungen derselben übergehen, 
und in gleicher Weise werden die Combinations- Verhältnisse aller übrigen 
Formen in ihrem wörtlichen Ausdrucke angemessene Veränderungen erleiden, 
wie solche theils durch die andere Benennung der Nebenaxen, theils durch 
das Vorkommen von Hemipyramiden und Hemidomen bedingt werden. Diess 
gilt selbst für die Combinationen derjenigen Formen, deren Flächen in die 
Zone der Hauptaze fallen, und deren Verhältnisse in diesem Systeme genau 
di€;3elben sind, wie im rhombischen Systeme. Dagegen stellen sich die durch 
die «Ableitungszahlen ausgedrückten numerischen Bedingungen der 
verschiedenen Combinations-Verhältnisse im monoklinolsdrischen Systeme mit 
denselben Werthen heraus, wie in §. 170 , weshalb wir es denn auch dem 
Leser überlassen können, sich die Theorie der binären Combinationen in der- 
jenigen Ausdrucksweise abzuleiten, wie solche dem Charakter des monokli- 
noc^drischen Systems gemäss erfordert wird. Uebrigens gehören binäre Com- 
binationen zu den minder häufigen Erscheinungen des monoklinofSdrischen 
Systems, in dessen eigenthümlichen Verbältnissen die Bedingung zur Ausbil- 
dung mehrzähliger Combinationen gegeben ist, weil jede einzelne Partialform 
als eine besondere Form mitzählt. Daher stellen sich denn auch schon die 
gewöhnlichen, einfacheren Combinationen meist als dreizählige, vierzählige 
oder mebrzählige Combinationen dar. 

Eine ganz besondere Wichtigkeit für die Entwickelung der Combinatio- 
nen erlangt die Lage der Combinationskanten, deren Unterscheidung 
in heteropolare und amphipolare Combinationskanten hiernoeh mehr 
als in den bisher betrachteten Krystallsystemen ihre Anwendung findet, wobei 
nicht nur der Gegensatz von oberen und unteren, sondern auch der Cregensatz 
von vorderen und hinteren Flächen geltend zu machen ist. Sehr häufig sind 
die Combinationskanten zweier Formen einem der Hauptschnitte parallel, 
und für solche Fälle ergeben sich nnmittelhar aas den Resultaten der Ablei- 
tung folgende allgemeine Regeln. 
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1. Je zwei Formen, deren Combinationskanten dem basischen Hanpi- 
schnitte parallel sind, haben dasselbe Verhältniss der Klinodiagonale nnd 
Orthodiagonale ; sie sind also gleichnamig, und^ haben »'sn. 

2. Je zwei Formen, deren heteropolare Combinationskanten dem ortho- 
diagonalen Hauptscbnitte parallel sind, haben dasselbe Verhältniss 
der Hauptaxe und Orthodiagonale ; sind sie also 

a. gleichnamig, und zwar 

a. orthodiagonal, so ist — >s -- , 

n n 

j9. klinodiagonal, soistm' = m, 

b. nngleichnamig, so ist -,s=»i, wenn sich die accentoirten Bach- 

Stäben auf die orthodiagonale Form beziehen. 

3. Je zwei Formen, deren heteropolare Combinationskanten dem klino- 
diagonalen Hauptschnitte parallel sind, haben dasselbe Verhältniss 
der Hauptaxe und Klinodiagonale ; sind sie also 

a. gleichnamig, and zwar 

a. orthodiagonal, soistm' = 0i, 

ß. klino diagonal, so ist — ? = — , 

n n 

b. ungleichnamig, soistin'=: — , wenn der accentuirte Buchstabe 

n 

auf die orthodiagonale Form bezogen wird. 

Man wird sehr oft Gelegenheit haben, von diesen einfachen Regeln Ge- 
brauch zu machen. 

§•202. Zonen des monokltnoiSdrischen Systems, 

Die Zonenlehre des monoklinoSdrischen Systems stimmt in allen wesent- 
lichen Puncten mit jener des rhombischen Systems fiberein, sofern es sich 
nämlich um die Bestimmung der Lage der Flächen und ihrer Ableitungs- 
zahlen bandelt; nur die Namen der Zonen und der ihnen tributären For- 
men erleiden eine, der besonderen Noroenclatur des Systems entsprechende 
Aeoderung. Die einzige wesentliche Verschiedenheit betrifft den Werth der 
Tangente des Neigungswinkels zweier tautozonaler Flächen, wel- 
cher auch für die Rationalität der Tangenten- Verhältnisse auf eigenthnmliche 
Bedingungen gelangen lässt. Daher wollen wir in diesem Paragraphen die 
wichtigsten Zonen nur nach den Positions- Verhältnissen ihrer Flächen, im 
nächsten Paragraphen aber die Tangente des Neigungswinkels tautozonaler 
Flächen betrachten. 

Die wichtigsten Zonen des monoklino^'drischen Systems sind : 

1. die Zone der Hauptaxe, 

2. die Zone der Orthodiagonale, 

3. die Zone der Klinodiagonale, 
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4. die Zonen der bafliacben Kanten der Hemipyrramiden, 

5. die Zonen der klinodiagonaleD Polkanten der Hemipyramiden, und 

6. die Zonen der orthodiagonalen Raoten der Heniipyramiden. 

Die drei ersten, den Axen entsprechenden Zonen sind sehr leicht zu ent- 
wickeln. 

1. Die Zone der Hauptaxe begreift die sämmtlichen verticaleu Prismen 
und die beiden verticalen Pinakoide, also das Protoprisma ooP, alle Or- 
thoprismen ooPn , alle Kliuoprismen ooSn , das Orthopinakoid cx>Poo 
und das Klinopinakoid ooPoo ; sie stimmt nach allen ihren Verhältnissen 
mit der gleichnamigen Zone des rhombischen Systems iiberein. 

2. Die Zone derOrthodiagonale begreift die sämmtlichen Orthodomen 
in ihren beiden Partialformen, die Basis und das Orthopinakoid, also alle 
positiven Hemidomen r/iPoo, alle negativen Hemidomen — mPoo, OP 
und ooPoo. 

3. Die Zone der Klinodiagonale begreift die sämmtlichen Klinodomen 
mPoo, das Basopinakoid OP und das Klinopinakoid ooPoo. 

4. Die Zonen der basischen Kanten einer Hemipyramide stehen unter 
dem Gesetze derselben Zonengleichung, wie die in §• 175 erläuter- 
ten Mittelkantenzonen der rhombischen Pyramiden, weshalb sich denn 
für sie folgende Resultate ergeben : 

Diejenigen Formen, welche in die Zone der basischen Kanten einer He- 
mipyramide Flächen zu liefern vermögen, sind: 

a. wenn die Zonenlinie die basische Kante einer Protopyramide ist, 
die Basis OP, alle mögliche -HmP oder — mP, und das Protoprisma ooP; 

b. wenn die Zonenlinie die basische Kante der Klinopyramide Pn ist, 
alle mögliche Klinopyramiden rnSn mit gleichem Werthe von n, das 
Klinoprisma ooSn und die Basis 0P$ 

c. wenn die Zonenlinie die basische Kante der Orthopyramide P»ist, 
alle mögliche Orthopyramiden m9n mit gleichem Werthe vo^ /f, das 
Orthoprisma ooPn und die Basis OP. 

5. Die Zonen der klinodiagonalen Polkanteu einer Hemipyramide 
haben genau dieselbe Zonengleichung, wie die in §. 176 erläuterten ma- 

. krodiagonalen Polkantenzonen der rhombischen Pyramiden, und die für 
sie gilügen Resultate sind im Allgemeinen folgende : 

Diejenigen Formen , welche in die Zone der klinodiagonalen Polkanten 
irgend einer Hemipyramide Flächen liefern können, sind : 

a. wenn die Zonenlinie die klinodiagonale Polkante einer Protopyra- 
mide izmP ist: 
das Hemidoma JtmPcx?» 
alle Orthopyramiden ±mPii, 
die Protopyramide 'ilmP selbst, 
alle Klinopyramiden dbmnP», und endlich 
das Klinopinakoid ooPcx? ; 
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b. weDD die Zonenlinie die klinodiagonale Polkante einer Klinopyra- 
mide ±»iPn ist: 

das Hemidoma ±— Poo, 

n 

alle Orthopyramiden 'i:—fn\ 

tu 
die Protopyramide ±-P, 

alle Klinopyramiden ± — Sn\ mit n < u, 

die Klinopyramide ± mSn selbst, 

alle Klinopyramiden ± — Sn, mit n > n, und 

n 

das Klinopinakoid ooPoo; 

c. wenn die Zonenlinie die klinodiagonale Polkante einer Orthopy- 
ramide dbmPn ist: 

das Hemidoma ±m9co^ 

alle Orthopyramiden ±m9n\ mit n > «, 

die Orlhopyramide :^mVn selbst, 

alle Orthopyramiden ilmPn, mit n <in, 

die Protopjrramide i:wP, 

alle Klinopyramiden von der Zeichenrorm ±mnPn\ und 

das Klinopinakoid ooPoo. 

6. Die Zonen der orthodiagonalen Kanten einer Hemipyramide neh- 
men für sich dieselbe Zonengleichung in Anspruch, wie die in §. 177 
betrachteten brachydiagonalen Polkantenzonen der rhombischen Pyrami- 
den, woraus sich denn folgende specielle Resultate ableiten lassen. 
Diejenigen Formen, welche in die Zone der orthodiagonalen Kante irgend 
einer Hemipyramide Flächen liefern können, sind : 

a. wenn die Zonenlinie die orthodiagonale Kante einer Protopyra- 
mide ±mP ist: 

das Klinodoma mPcx?, 

alle Klinopyramiden ±;nP», 

die Protopyramide :timP selbst, 

alle Orthopyramiden ±mnfny und endlich 

das Orthopinakoid ooPc»; 

b. wenn die Zonenlinie die orthodiagonale Kante einer Orthopyramide 
±mPn ist : 

771 

das Klinodoma -Poo, 

n 

alle Klinopyramiden ±— Pn\ 
die Protopyramide ±— P, 
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alle Orlhopyramiden ± — 9n, mit n < n, 

die Orthopyramide ±mPn selbst, 

alle Orthopyramideii ± — 9n\ mit »' > n, und 

das Orthopinakoid ooPoo ; 

€• wenn die Zonenlinie die orthodiagonale Kante einer Rlinopyramide 
±mSn ist : 

das Klinodoma tnPoo, 

alle Klinopyramiden ±mSn , mit ti' > n, 

die Rlinopyramide JtoiP» selbst, 

alle Klinopyramiden ±i»Sa , mit »' < n^ 

die Protopyramide ±fiiP9 

alle Ortbopyramiden von der Zeicbenform ±mn9n\ und 

das Ortbopinakoid ooPoo. 
Hiermit ist denn die allgemeine Entwickelung der oben angeführten 
secbs gewöbniichsten Zonen vollständig erschöpft. Bei der Vielfältigkeit von 
Durcbschnitten, welcbe, namentlicb durch das isolirte Auftreten der Partial- 
formen , selbst in den einfacheren oder minder reichhaltigen Combinationen 
herbeigeführt werden, kann es natürlich nicht fehlen, dass gerade in diesem 
Systeme, auch bei völlig normaler oder symmetrischer Ausbildung der For- 
men, oftmals noch viele andere Zonen sichtbar hervortreten. Sind dann in 
einer solchen nur irgend zwei Flächen bekannt, so wird die Auffindung der 
Zonengleichung nach §. 36 leicht bewerkstelligt werden können. Will man 
sich endlich für irgend einen Formen-Inbegriff, also fiir irgend eine Krystall- 
reihe des Systems, alle und auch die verstecktesten Zonen zur Kenntniss 
bringen, so hat man nur für die gegebenen Formen die in §. 40 erläuterte 
graphische Linearmethode der Zonenprojection anzuwenden. 

§. 203. Tangente des Neigungswinkels tautozonaler Kanten, 
und Bedingung für die Rationalität der Tangenten- 
Verhältnisse. 

Um den Ausdruck für die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier 
tautozonaler Flächen F und F' zu finden, welche in die Zone einer Linie von 
den Gleichungen 

^ = 0, und = 

fallen, haben wir in den S. 56 stehenden allgemeinen Ausdrücken, welche 
sich auf ein triklinoSdrisches Axensystem beziehen, die dem monoklino^^dri- 
schen Systeme entsprechenden Bedingungen, nämlich : 

a = 90«», /? = 90^ y=C, 

^=90», 5 = 90», C=y, 

^'=0, F=0, C'=cosC, 
einzuführen, wodurch man auf folgende einfachere Formel gelangt : 



Zoneolehre« 

*^ fla'Ä*'siii»C+cc'M'+*ÄW-4?cV<iÄ'+Ä'*)cosC 
In diesem Aosdnick ist für k der, dem jedesmaligen Falle angemessene von 

M If R 

den drei Werlhen — , — oder - einzuführen« in welchen 

M=aa'(bc-'b'c), N=bb'(ca*''c'a), R^ec\ab'^a'b) 
ist. Schon diese allgemeine Formel lässt in vielen Fällen auf den gesuchten 
besonderen Werth von tang^ gelangen. 

Aam. Fflr die Hanptazenzone z.B. ist f«=soO| y = 0| f^O« 
a 3s a' s= oo ; setzt man also ^ =s — , so folgt 

»r_ (be^b'e)8iüC 

*"«^'^"" W'sio»6'+cc' • 

FOr die Klioodiagooalzooe ist /usO, ys=oo, fsO| ^=^' = 00; 

N 
nimmt man also den Werth ^ = >- , so ergieht sieh 

y 

(cfl'— c'<i)sinC 

Fflr die Orthodiagonalzone ist fcssO« yssO, (»soo, c = csoo; 
weshalb denn fUr den Werth Ars — der Ausdruck 



^ ad-^bb' — (flÄ'-4-<i'ÄJco8(7 

gefandeo wird , der uns schon auf die Bedingnug verweist , dass das Prodnct 
abcosC eioen ratioaalen Werth haben muss, wenn die Rationalität der Tangen- 
ten-Verhältnisse tautozonaler Kanten auch in dieser Zone bestehen soll. 

Man kann nun leicht zeigen , dass in einer jeden monoklinoi^drischen 
Krystailreihe die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozonaler Kanten 
allgemein nur dann gewährleistet ist, wenn das Prodnct ab cos C einen 
rationalen Werth hat. 

Da nämlich die beiden Flächen Fund F\ als abgeleitete Flächen, auf 
ii^end eine Grundform von dem Parameter- Verhältnisse a : b : e zu be- 
ziehen sind, und demgemäss 

fiir F statt a : A : c das Verhällniss ma : rb : «c, 

für F' sUtt a i b' i o* das Verhällniss m'a : r b : s\ 
gesetzt werden kann, so tritt obiger Ausdruck von \»^%W als eine Function 
der Grundparameter a, b und c in nachstehender Form hervor: 

^^ ^_ AsinC V^ii i»-4-y'-4-g»-fr-2im^cosC 

^ miii'rr'a*b*sin*C-Hw'i»m'cV-*-rr'«'bV— M'c*(mr'-*-i«>)abcosC 

in welcher für k wiederum der dem jedesmaligen Falle entsprechende Werth 

J« . iV , « . *... . - 
--, oder — , oder — einzuführen ist. 

Denken, wir uns nun aus derselben Zone irgend zwei andere Flä- 
chen F| und ¥1 gegeben, deren Parameter-Verhältnisse m^ : r^ : «^c, und 
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m^a : r'^b : s\c sind, und nennen wir ihren Neigungswinkel fF\ so erhal- 
ten wir einen ganz ähnlichen Werlh von UngfF', und man erkennt sofort, 
dasfi h e i d e diese Werthe Multipla einer und derselben irrationalen 

Grösse^ nämlich der Grösse sinCy^/i*+»^+ß*-4-2/£ycosC sind, und dass die 
Pactoren dieses irrationalen Grundwerthes von lauter rationalen 
Grössen gebildet werden, mit alleiniger Ausnahme des noch zweifelhaften 
Productes abcosC Daher wird denn in dem monoklinoe'drischen Systeme die 
allgemeine Bedingung für die Rationalität der Taagenten-Verhältiiisse darin 
gegeben sein, dass das Product abcosC einen rationalen Zahlwerth 
liefern muss. 

Wir können mit ICupffer, welcher zuerst auf dieses Resultat gelangte*), 
diese Bedingung in der Weise erfüllt denken, dass bcosCasAa sein muss, 
wobei h eine rationale Zahl ist. Damit wäre uns denn ein bestimmtes 
Verhältniss angezeigt, welches zwischen den beiden auf einander schief- 
winkeligen Lineardimensionen , oder zwischen der Hauptaxe und der Rlino- 
diagonale der Grundform, und dem schiefen Neigungswinkel C obwalten muss. 
Fällen wir nämlich von dem Endpuncte der Klinodiagonale b eine Normale 
auf die Hauptaxe a, so muss der durch solche Normale abgeschnittene Theil 
der Hauptaxe, (denn das ist bcosC), ein rationaler Bruchtheil von dieser 
Hauptaxe sein. Dabei scheint jedoch, nach Analogie anderer in der Krystall- 
welt herrschender Zahlen , für h nicht nur ein rationaler, sondern auch 
ein ziemlich einfacher Bruchwerth gefordert zu werden, weil sich bei 
Zulassung sehr complicirter , d. h. solcher Bruchwertbe, deren Zählerund 
Nenner durch grosse Zahlen dargestellt werden, in allen Fällen ein der Be- 
obachtung entsprechender rationaler Näherungswerth von h auffinden lassen 
würde. 

§.204. Prüfung des, für die Rationalität der Tangenten- 
Verhältnisse giltigen Gesetzes. 

Wir wollen nun beispielsweise zeigen, wie weit in einigen monoklinoe- 
drischen Rrystallreihen das gefundene Gesetz in Erfüllung gebracht ist. 

Im Glaubersalze ist nach den Messungen von Mohsi 

a : b = 1,109 : 1, und 6 = 72« 15', 
folglich wird bcosC^:: 0,2749 a, oder h = U. 

Im Gl au her ite ist nach Messungen von Phillips und mir: 
a : b = 0,8381 : 1, und C = 68« 16', 
folglich wird bcosC = 0,4418a, oder A = }. 

Im Eisenvitriole ist nach den von M flirr mitgetheilten Winkeln: 
a:b = l,3n : 1, und C = 75M0', 
folglich wird bco8C = 0,1888 a, oder * = ff. 



*) Bandboch der recbDendeo KrystaUanomie, S. 501. Man kSnote eben so gat aucb 
die Bediosoof acosC = ^b s^Itend macheo, wobeie eine rationale Zabl bedeutet; deno 
eigeotUeh m'dssen beide zagleicb erfüllt sein. 
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In der Rupferia 8 ur ist nach den Mesauoffen von Mahn 
a : b=:s 2,079 : 1, und Cr=^%T 39 , 
folglich wird bcosC= 0,0197 a, oder A = iV* 

Im Rothbleierze ist nach den Messungen von Kupffer'^ 
a : b = 0,9568 : 1, und C^IV" \\ 
folglich wird bcosC = 0,217 a, oder A = ft. 

Im Gypse ist nach den von Miller angegeben Winkeln: 
a : brr 0,5981 : 1, und C^^Xfi 36', 
folglich wird bcosC= 0,2731 a, oder h ^ -^^. 

Im Lazulilhe ist nach den Messungen von Prüfen 
a:b« 1,755: 1, und C=88n', 
fdglieh wird bcosC » 0,01956 a, oder h = ^. 

im Laumontite ist, wenn wir in Miller^s Figüv*) mssooP, ^ssOP, 
und rss ^P setzen, nach seinen Winkelangaben : 

a :b=: 0,5171 : 1, und cosC = 68» «T, 
folglich wird bcosC = 0,703 a, oder A = -^. 

Im Titanite ist nach den Messungen von Gustav Rose: 
a:b= 1,537: 1, und C = 85*6', 
folglich wird bcosC= 0,05557a, oder A =r ^. 

Im A m p h i b 1 e ist nach den Messungen von Phillips : 
a : b = 0,5401 : 1, und C = 75^ IV, 
folglich wird bcosC = 0,474a, oder h = j\. 

Im Rlino chlor ist nach den Messungen v, Kokscharovo^s^ wenn wir 
die von ihm **) mit o bezeichneten Flächen = ooP, und die mit M bezeich- 
netenFlächen =P setzen, 

a:b==l,354:l, undC=76M', 
folglich wird bcos(7s= 0,1779a, oder h=i-f^. 

Im Freieslebenite ist nach den Messungen von Jlft/to* : 
a : b =: 1,580 : 1, und C = 87<' 46', 
folglich wird boosC= 0,02467 a, oder h=s^. 

Im monoklinoedrischen Schwefel ist nach Mitscher lieh* sVleg- 
sungen : 

a : b = 0,9923 : 1, und Cr=:84<^ 14', 
folglich wird bcosC= 0,1012a, oder h = -f^. 

Diese Beispiele, in welchen meislenlheils der angegebene Werth von h 
den Beobachtangen sehr genau entspricht, dürften wohl hinreichen, um die 
Realität monoklinoedrischerAxensysteme darzuthun. Für den Pyroxen und 
für gewisse Varietäten (vielleicht eine besondere Species) des Orthoklases 
mnss das einfache Gesetz Ass^ Gilligkeit haben, wie die Zwillingskrystalle 
des Fassaites und jene des Feldspatbes von Elba beweisen. Uebrigeas würde 



*) BlemeaUry Totrodoetion to Mineralogy, 1859, p. 452. 
^) Materialieo inr MiMralogie Raulands, B. II, S. 1, Taf. XXIV. 
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uns in dem Gesetze bcosCss Aa auch eine Art von Gontrole fSr die Richtig- 
keit der Messungen, so wie ein Kriterium für die zweckmässige Wahl der 
Grundform geboten sein. 

)Drim0 Copttel. 
Transformation d^r Azen. 

§.205. Transformation des Axensystems durch Einführung 
einer neuen Hauptaxe und Klinodiagonale. 

Die Orthodiagonale einer jeden monoklinoSdrischen Krystallreihe ist eine 
so absolut bestimmte Linie^ dass sie bei allen Transformationen des Axen- 
systems beizubehalten ist ; dasselbe gilt aber auch von dem klinodiagonalen 
Hauptschnitte, welcher eben so die einzige absolut bestimmte Ebene der Kry- 
stallreihe darstellt. Wenn also die Lage dieser beiden Elemente eine un- 
veränderliche ist, so werden sich auch alle Transformationen des Axen- 
systems, sofern sie in einer Aenderung der Lage der Axen bestehen, nur 
noch auf die Hauptaxe und Klinodiagonale beziehen können, in welcher Hin- 
sicht der Willkür allerdings ein grosser Spielraum gelassen ist. Denn in der 
That lassen sich statt der gegebenen Hauptaxe und Klinodiagonale die kli- 
nodiagonalen Kanten je zweier Formen derselben Krystallreihe als 
neue Hauptaxe und neue Klinodiagonale einführen. Dabei kann auch die 
Orthodiagonale, zwar nicht ihrer Lage, wohl aber ihrer Grösse nach als 
veränderlich gedacht werden, indem man nämlich statt des anfanglich in ihr 
gegebenen Grondparameters c irgend ein Hultiplum desselben sc als neues 
Grundelement des Axensystems einführt. Doch wollen wir nur die Trans- 
formation des Axensystems bei unverändertem Werthe der Orthodiagonale in 
Betrachtung ziehen. 

Es sei uns also ein monoklinoSdrisches Axensystem durch seine Grund- 
elemente C und a : b : c, so wie in demselben irgend eine Fläche P durch 
ihre Parameter a t b i c gegeben, wobei wir wie immer, die Buchstaben a, b 
und G auf die Axen der ^, y und z beziehen. 

Da der klinodiagonale Hauptschnitt (und mit ihm die Orthodiagonale) 
beibehalten werden muss, so sind auch nur statt der beiden anderen Haupt- 
scbnitte zwei neue Coordinat-Ebenen einzuführen, welche nothwendig die 
Parallelflächen irgend zweier Hemidomen sein müssen, und sich daher all- 
gemein mit m^Poo und in'foo bezeichnen lassen. Hieraus folgt denn, dass 
die Orthodiagonale gänzlich ausser dem Spiele bleibt, dass sich die Transfor- 
mation lediglich auf die beiden Parameter a und b sowie auf den Winkel C 
beschränken wird, und dass wir also unsere ganze Betrachtung innerhalb des 
klinodiagonalen Hauptschnittes durchführen könnten. Der Gleichförmigkeit 
wegen ziehen wir es jedoch vor, sie nach Anleitung von §. 44 zu geben» 

Die drei Flächen F\ F" und F"\ welche dort als die neuen Coordinat- 
Ebenen eingeführt wurden, sind also in gegenwärtigem Falle : 
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die Fläche F\ der gegebene klinodiagonale HaupUchnkt, 

die Fläche F'\ das Hemidoma m'Poo, als neaer orthodiagonaler Haupt* 

schnill, und 
die Fläche F"\ das Hemidonia m^Poo, als neuer basischer HaupUohniU. 
Die Gleichungen der neuen Axen £, L' und L" sind daher : 

für L, als neue Hauptaxe, —7- + ?- =0, und 5? = ü, 

man 

für L\ als neue Klinodiagonale, —77- + "^ = 0, und ä = 0, 

man 

für L'\ als die Orthodiagonale, jr =rO, und ;v = 0; 

woraus sich denn für die S. 58 stehenden Grössen Jlf, iV, A, ü' u. s. w. fol- 
gende Werthe ergeben : 

M = »i'a, iV = - b, Ä = 0, 

31' =:m"a, N' =-b, iT =0, 

ü" = 0, N" ^ 0, Ä" = 0. 

Legen wir nun die, S. 59 unten, für ein Iriklinoedrisches Azensystem giltigen 
Werthe von a^^ b^ und c^ zu Grunde, so haben wir in selbigen cosa = und 
cos/? = zu setzen, und erhaltisn daher, unter Benutzung der vorstehenden 
Werthe von A/, iV, u. s. w. 

__ ab |/^w ^a^-4-b^--2w ab cösC _ g^a' 



«. = 



«* f^m"V-f-b*-2iw"ab cosC ab\f 



1 -«"«A ^k "" -«" 



m a6 — ab m ai— ab 



Cj = €?. 



Da jedoch die Fläche F derselben Krystallreihe angehört, so werden 

ihre Parameter a, b und c durch ma, rb und ^c auszudrücken sein, weshalb 

denn 

mrd! , 

m r — m 
. wrb' , , 

c, =r ^c 

geschrieben werden kann. Diebeiden neuen Grundparameter a' und b' 
sind offenbar die, durch die Elemente des ursprünglichen Axensystems aus- 
gedrückten klinodiagonalen Intersectionen derjenigen beiden Hcmi- 
domen tnVco und m'9cx>j welche als die neuen Coordinat-Ebenen eingeführt 
worden sind. 

Der schiefe Winkel C des neuen Axensystems bestimmt sich aus den 
obigen Gleichungen der, die Axen a' und b' repräsentirenden Linien L und 
L\ nach der S. 12 stehenden Formel für tang/f^, wie folgt: 

pf^^ (»/— »i'^)absin6^ 

^ "" ffi'»i"a^-*-b^— (;/i'-4-iÄ")abcosC * 
Dieser Ausdruck gilt zunächst, wenn beide Hemidomen positive sind ; ist das 

Naanano*! KrystaUognpbie. 22 
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eine, z. B. m'Wco^ ein negatives, so hat man m' mit negativeai Weribe 
einzuführen. 

Um nun aber aus denen für n^, b^ und c^ gefundenen Werthen das, dem 
neuen Axensysteme entsprechende krystallographische Zeichen der Pische 
F zu finden, dazu haben wir jedenfalls noch die beiden Grössen q und s zu 
vergleichen, von welchen ja immer die kleinere mit dem Werlhe 1 zu neh- 
men ist. Je nachdem also q > oder < s ist, je nachdem ist das gefundene 
Verhältniss pd! x qV : «c entweder durch s oder durch q zu dividiren, wo- 
durch endlich die gesuchten Ableitungszahlen erhalten werden. 

Auch in dem neuen Axensysteme werden natürlich die Bedingungen 
b'cosC = A'a', und d!cohC^=gh' geken müssen, wobei A' und ^' rationale 
Brüche bedeuten, weil die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozona- 
ler Kanten ganz unabhängig von der Wahl des Axensystems ist. Die Noth- 
wendigkeil dieser Folgerung lässt sich leicht darthun. Es ist nämlich 

a = /'f«'V-i-b*-2;/i'ab cosC 

b'Ä /OT"V+b^-2« 'ab cosC 

^, wWV-hb«-(iw'-M«'>bcosC 

cosC = ,i-, 

a D 

woraus sich denn ergiebt, dass 

b'cosC" iii'OT'V+b«-(iii'-+-f/i' ')ab cosC 



A' = 



a' MV-f-b* — 2m'abcosC 

a'cosC »i W+b*-(OT'+OT'>b cosC 



^ " V w"V-f-b«-2w'abcosC 

ist, welche beide Werthe in allen Fällen rational sein werden, wenn bcosC 
= Aa mit rationalem A ist. Hieraus folgt denn, dass, wenn die Bedingung 
bcosC = Aa für irgend ein Axensystem gilt, dann auch die analoge Bedin- 
gung für jedes andere Axensystem erfüllt ist, welches statt des ersteren 
eingeführt wird. 

§. 206. Vertauschung der Hauptaxe mit der Klinodiagonale. 

Bisweilen findet man sich wohl veranlasst, bei unveränderter Grund- 
form, und mit Beibehaltung der Lage der Hauptaxe und der Klinodiagonale, 
nur die Bedeutung dieser beiden Axen zu vertauschen, also die Klinodia- 
gonale zur Hauptaxe zu machen, und umgekehrt. In diesem Falle bat man 
es nicht sowohl mit einer Transformation des Axensystems, als nur mit einer 
Umstellung desselben, oder mit einer Veränderung des Namens zweier 
seiner Axen zu thun. 

Dadurch verwandeln sich die Prismen in Klinodomen, die Klinodomen in 
Prismen, das Orthopinakoid wird zur Basis, und alle Pyramiden und Hemi- 
domen erfordern gleichfalls ein neues Zeichensystem. Die Auffindung dieses 
Zeichensystems erfolgt nach ähnlichen Regeln, wie bei der in §. 179 erläu- 
terten Umstellung einer rhombischen Krystallreihe, wenn deren Hakrodiago- 
nale zur Hauptaxe erhoben werden soll ; denn die Umwandlung der krystal- 
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lographischen Zeichen ist in der Hauptsache ganz unabhängig davon , ob die 
Axen rechtwinkelig oder schiefwinkelig sind; nar haben wir jetzt statt der 
Makrodiagonale die Klinodiagonale zu berücksichtigen, und daher das 
Grössenverhähniss der beiden neoen Nebenaxen ausser Acht zii lassen. 

Es sei uns also eine Fläche F durch die Parameter ma, rb und ^c gege- 
ben, indem wir es absichtlich unbestimmt lassen, ob r oder ob s mit dem 
Werthe n gegeben ist. Sollen nun die Hauptaxe und die Klinodiagonale ihre 
Rollen vertauschen, so wird in dem umgestellten Axensysteme b = a', und 
a = b' zu setzen, und dasselbe Parameter -Verhähniss ra' : mV : « c zu 
schreiben sein. 

Das krystallographische Zeichen aber, welches der Fläche F in dem 
umgestellten Axensysleme zukommt, bestimmt sich wesentlich durch das Ver- 
bältniss der beiden Grössen m und «, von denen die kleinere immer auf den 
Wertb 1 gebracht werden muss. Ist also m > «, so wird das ganze Verhält- 
niss ra' : mV : «c durch s zu dividiren sein, und so muss die Fläche F 

der klinodiagonalen Form-S— 

^ SS 

angehören. Ist dagegen m <«, so hat man dasselbe Verhältniss durch m zu 

dividiren, nnd so bestimmt sich die Fläche F als eine Fläche 

I* s 
der orthodiagonalen Form — P — . 

mm 

Aus diesen allgemeinen Resultaten lassen sich nun leicht folgende beson- 
dere Regeln ableiten. 

1. In jeder Protopyramide ±i7iP ist r = fs:l; folglich wird solche 
nach der Umstellung des Axensystems 

entweder ±Pm, wenn »»> 1, 

1 1 
oder auch ±— P — , wenn jw < I ; 

m m 

die Grundform ±P bleibt daher unverändert, und das Protoprisma 

ooP wird zu dem Klinodoma Poo. 

2. In jeder Orthopyramide ±mP;i ist r = 1, und « = /t; folglich wird 
solche Aach der Umstellung des Axensystems 

entweder ±-P — , wenn m > n, 
n n 

1 71 

oder auch ±— P — , wenn m<,ni 
m m 

\ 

jedes Orthoprisma ooP;t wird daher als das Klinodoma -Poo, und 

1 

iedes Hemidoma ±mPoo als das Hemidoma ±-Poo zu bezeichnen 

^ m 

sein. 

3. In jeder Klinopyramide ±mP7i ist r sc n, ond^ssl; folglich wird 
solche nach der Umstellung des Axensystems 

22* 
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entweder ±«Pfl», wenn «i> 1, 

oder auch ±— P — , wenn iw < 1 ; 
m m 

jedes Klinoprisma ooSn wird daher als das Klinodoma fiPcx), und 
jedes Klinodoma tnSco entweder als ooP/77, oder auch als cx)P zu 
bezeichnen sein, je nachdem tn > oder < 1 ist. 

Dass endlich bei dieser Umstellung des Axensystems die, für die Ratio- 
nalität der Tangenten -Verhältnisse erforderliche Bedingung durch die Glei- 
chung acosC=^b auszudrücken ist, diess bedarf kaum erwähnt zu werden. 



§.307. Einführung eines rechtwinkeligen Axensystems mit 

Beibehaltung der Hauptaxe. 

Da von mehren Krystallographen die Ansicht geltend gemacht wird, dass 
jede monoklinoedrische Krystallreihe als eine meroedrisch ausgebildete rhom- 
bische Krystallreihe zu betrachten, und folglich auf drei rechtwinke- 
lige Axen zu beziehen sei, so ist es wohl der Mühe werth, die Bedingungen 
aufzusuchen, unter welchen das einzuführende orthoedrische Axensyslem 
stehen wird. 

Zuvörderst ist einleuchtend, dass auch bei dieser Transformation des 
Axensystems die Orthodiagonale und der klinodiagonale Hauptschnitt unver- 
ändert beizubehalten sind, und dass sich die ganze Aufgabe darauf beschrän- 
ken wird, irgend zwei klinodiagonale Intersectionen aufzufinden, welche auf 
einander rechtwinkelig und daher geeignet sind, zugleich mit der Orthodiago- 
nale ein orthoedrisches Axensystem zu liefern. 

Die einfachste Methode, eine monoklinoedrische Krystallreihe auf ein 
rechtwinkeliges Axensystem zu beziehen, würde nun offenbar darin besteben, 
dass man, bei unveränderter Hauptaxe, statt der Klinodiagonale diejenige, in 
der Ebene des klinodiagonalen Hauptschnitts enthaltene Linie, welche auf der 
Hauptaxe normal ist, als neue Nebenaxe einführte. Zu dieser Methode ist 
uns der Weg in den Betrachtungen des §. 203 bereits angebahnt worden; 
wenn nämlich die Rationalität der Tangenten-Verhältnisse tautozonaler Kan- 
ten fordert, dass die Grösse bcosC ein rationales Submultipluro von a nach 
irgend einer Zahl h ist, so folgt daraus, dass die Flächen des Hemidomas 
APoo in jeder monoklinoedrischen Krystallreihe horizontal liegen müssen, 
dass wir also nur die Centroparallelfläche desselben als Basis einzuführen 
brauchen, am dieselbe Krystallreihe orthoedrisch zu machen. Während 
also der klinodiagonale und der orthodiagonale Hauptschnitt unverändert blei- 
ben, so vertauschen wir die geneigte Basis mit der horizontalen Basis, welche 
uns durch APc» gegeben ist. 

Für die drei Linien L, L' und L'\ welche unter dieser Voraussetzung 
die Hauptaxe , die (neue) erste Nebenaxe, und die zweite Nebenaxe darstel- 
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(en, gelten also in dem gegebenen (sehiefwinkeltgen) Axensysteme folgende 
Gleichungen *) ; 

für L, y = 0, und j5 = 0, 

fori', ^+^=0, und 45 = 0, 

für L'', jr = 0, und y = 0; 

aus welchen Gleichungen sich denn für die S. 58 stehenden Grössen M^ N^ 
JRj M' u. s. w. folgende Werthe ergeben: 

M ^ M, N =0, R = 0, 

Ar' = -Aa, iV' = b, ff =0, 

jtf''=:0, iv"=o, /r' = Ä". 

Ist uns nun in dem schiefwinkeligen Axensysteme irgend eine Fläche F durch 
das Parameter- Verhältniss a : b : c gegeben, so werden wir die ihr in dem 
rechtwinkeligen Axensysteme zukommenden Parameter /7^, b^ und c^ aus 
denen, S. 59 unten,, für das triklinoedrische Axensystem milgetheilten Aus- 
drücken ableiten können, indem wir in selbigen a = /? = 90®, und für if, iV, 
Rj M' u. s. w. ihre vorstehenden Werthe einsetzen; wir erhalten so, nach 
abermaliger Substitution von Aa für bcosC, 

Oi = <?, 

_ a^/b^-AV 

* "" cbif AAa ' 
c, = C5 

wobei in dem Nenner des Werthes von b^ das obere oder das untere Vorzei* 
eben gilt, je nachdem die Fläche F einer positiven oder einer negativen Form 
angehört. Da nun aber die Fläche F als eine abge leitete Fläche auf die 
Grundparameter a, b und c zu beziehen, und demnach ihr Parameter- Verhält- 
niss a X b i c durch ma : rb : sc auszudrucken ist, so werden diese Werthe 
auch folgendermaassen zu schreiben sein: 

a^ = ma, 



. mr /b*-AV ., 



c^ = *c. 



Die Grösse y^b^— A^a^ oder b' ist der in der neuen Axe liegende Grund- 
parameter, und offenbar •= bsinC Je nachdem nun b' > oder < c ist, dem- 
gemäss wird, bei der Ueberselzung der krystallographischen Zeichen in die 
Symbolik des rhombischen Systems, entweder b' oder c als die Makrodiago- 
nale einzuführen sein ; weshalb sich denn die weitere Betrachtung nach zwei 
Richtungen spaltet, bei deren Verfolgung noch das Verhältniss der Grössen 
p nnd s zu berücksichtigen ist. 



*) Wir wählen absichtlich diesen Gang, am die AUgemeiogiltigkeit der in §. 44 ao" 
gegebenen Methode za bewähren; denn allerdings kann man anch auf anderem Wege 
zum Ziele gelangen, weil die ganze Betrachtung innerhalb der Ebene des klinodiagonalen 
Hanptscbnittes sich bewegt. 
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I. WcDD b' > c ist, 80 wird also b' die Makrodiagofiale und c die Bra- 
chydiagonale^ und so gehört die Fläche F 

der Form — P — r-, wenn » > 5, dagegen 

der Form --^- — r ^ — - , wenn p <s. 

II. Wenn b' < c ist, so wird c die Makrodiagonale, und b' die Brachy- 
diagonale, und so gehört die Fläche F 

der Form —r—. j- , wenn p">s^ dagegen 

der Form ^ P - ^ ^ — ^ , wenn » < ». 
r iwr '^ 

Diese allgemeinen Resultate sind noch in jedem gegebenen Falle für die 
Protopyramiden ±7aP, für die Orthopyramiden ±mPi}, und für die Rlinopy- 
ramiden ±/iiPn besonders einzurichten, um die neuen krystallographischen 
Zeichen aller dieser Formen mit Leichtigkeit aus ihren ursprünglichen Zei- 
chen ablesen zu können. 

Man ersieht schon aus dieser allgemeinen Lösung des Problems, dass 
die Ableilungszahlen jeder, auf ein rechtwinkeliges Axensystem bezogenen 
monoklinoe'drischen Krystallreihe weniger einfach ausfallen werden, als 
diejenigen, welche ihren Formen in dem schiefwinkeligen Axensysteme zu- 
kommen. Die Einfachheit der krystallographischen Bezeichnung geht also 
mehr oder weniger verloren, sobald wir die monoklinoedriseheii Krystall- 
reihen als hemiedrische rhombische Krystallreiben darstellen wollen; mit 
Ausnahme der seltenen Fälle, da sich für h ein sehr «iniacher Zahlwertb, wie 
z. B. 4^, bestimmt. 

Anm. Ein Beispiel wird zur Erlanternng der Sache geofigen. Nach G, 
Rose kommen am Titanite besonders häafig die folgenden Formen vor : 

aus der Gmodreihe : OP, ^P und ooP ) 

von Hemidomen : {Poo, Poo, -*-Poo und y Poo ; 

von KÜDodomen : |^Poo, Poo und ooPoo ; 

von Klinopyramiden : }P2, — 2P2, 4P4, nnd das Prisma ooP3. 
Diese Zeichen beziehen sich auf ein monoklinoedrisches Axensystem, in wel- 
chem C s 85^ 6' und a : b : c = 1,537 t 1 ; 2 ,342> woraus denn Mgt, dass 

A s= ^ ist. Da nun in diesem Falle }/^b* — AV oder b' < c ist, so haben wir 
nns an die oben sub II stehenden Resultate zu halten. 

Ans diesen folgt aber fttr die Protopyramiden JbmP das Zeichen 

mV : , oder (»i-*-A)P , 

je nachdem die positive oder die negative Hemipyranide gemeint ist ; folglicb 
wird OP, oder P*) = iV^^^» (^ • ^^^ • ^) ■*^*' ^^^^ 



*] Wir fageo tur leiehtereo OrientiraDg die SifoatQrbnekttaben aod die Parameter- 
VerhällDiste der Flacheo bei, wie solche von Rose io seiaer bekaaotcn Abkaadlaas ^ 
wihlt worden sind. 



TraoaCormatioo der Axen. 

^P, oder u s ^^f , (a : ^b \ \c) nach Rose 
ooP« oder / = ooP, (ooa : h \ c) 
Für die Hemidomen ±mPoo folgt ans den sub II sIeheDden ResuIUteo, 
weil r =s 1 , und 5 = oo, folglich p<,s ist, das allgemeine Zeichen 

(m qp. Ä)Poo ; 
folglich wird : 

|PoOf oder X s= -|Poo, (9o : ooi : c) nach Aoje, 
Pc», oder y = f jPoo, (17fl : oob : c), 
— Pc», oder v = *|Poo, (19fl : oob : c), 
VPoo, odcrz = jPoo, (27a : ooA : c). 



mit 



Für die Klinopyramiden ±mSn wird r=s;ii, jssl, also ii = r, daher flir 

■^^ i7/qpffA 

die positiven Hemipyramiden jedenfalls /^ > 5, und 

m— «Ä 
das gesuchte Zeichen. Fttr die negativen Hemipyramiden dagegen kann p so- 
wohl >^ als <f sein, weshalb denn für sie 

entweder niP- - -. 

oder auch r 

n mm 

*das gesuchte Zeichen ist^je nachdem mn > oder < m-htih iat; folglich wird 

|P2, oder n =x ir^^ (a : ^^b : ^c) nach y7o«e, 

4P4, oder s » 4? ff, (a i ^^b : ^e) 

^292, oder ^ » 2?«, (a : A* • tV) 

ooP3, oder M =s ooP3, (ooa : b : 3c). 

Endlich folgt für die Klinodomen mSoo das allgemeine Zeichen mP— ; folglich 

wind 

^PoOf oder o ^ ^rtf, (a ; ib i e) nach Rose^ 
Poo, oder r ä 1^18, (fl : -^b i c) 
ooPoo, oder q s ooPoo, (ooa : b : ooc). 

Man erkennt leicht, dass die hier gefundenen Zeichen mit jenen wesentlich tSber- 
einstimraen, welche G. Rose in seiner Abhandlung, unter Voranssetzung eines 
rechtwkkeiigen Axensystems, aufgestellt hat ; denn wir brauchen nur -^a als 
den Grundwerih der Hauptaze einzuführen, um genau auf die von Ihn aogege* 
benen Parameter- Verhttltnisse zu gelangen. 

§. 208. Allgemeine Zurückrührung auf ein rechtwinkeliges 

Axensysiem. 

Da nach §• 205 die klinodiagonalen Intersectionen je zweier verschiede- 
ner Formen als die beiden scbiefwinkeligen Axen eingeführt werden 
können, so würde die Zuröckfübrung einer monoklinoSdrischen Krystallreihe 
anf ein rechtwinkeliges Axensysiem auch in dem Falle möglich sein, wenn 
irgend zwei versobiedene klinodiagonale Intersectionen derselben anf einan- 



844 MoBokÜDoedrisches System. 

der rechtwinkelig wären. Um die Ableitungszablen derjenigen beiden 
Intersectionen zu finden, welche dieser Bedingung Genüge leisten, haben wir 
den allgemeinen Ausdruck für die Tangente des Neigungswinkels zweier sol- 
cher Intersectionen =? oo zu setzen, und die Polgerungen aufzusuchen, welche 
sich daraus für das Verhältiiiss dieser Ableitungszahlen ergeben. 

Es ist aber nach §. 205 die Tangente des Neigungswinkels zweier Hemi- 
dornen mPoo und m'Poo durch folgenden Ausdruck gegeben : 

r'— (iw— m^)absin C 

° ~" iwinV -f-b^--(«i-f-7w')ab cosC 
welcher zunächst für zwei positive Hemidomen gilt, und in dem Falle, dass 
das eine derselben, z. B. f/i'Poo, ein negatives ist, einen negativen Werth 
von m' erfordert. 

Soll nun C ein rechter Winkel, oder tangC= oo sein, so muss der Nen- 
ner dieses Ausdruckes =0 werden ; setzt man also bcosC= Aa^ so wird 

mffi'a*-f-b*— (OT-f-w')Aa*=0 
die Bedingungsgleichung für zwei auf einander rechtwinkelige Hemidomen, 
aus welcher denn folgt: 

(m— A)a' 
Vermuthet man also, dass irgend zwei Hemidomen auf einander rechtwinkelig 
sein können, so bat man zu prüfen, ob ihre Ableitungszahlen der vorstehen- 
den Bedingungsgleichung Genüge leisten ; und will man für irgend ein Hemi- 
doma mPoo dasjenige bestimmen, dessen Flächen auf den seinigen rechtwin- 
kelig sind, so wird man den vorstehenden Bedingungswerth von m' zu be- 
nutzen haben. 

Natürlich wird man immer danach streben müssen, für m' einen mög- 
lichst einfachen numerischen Werth zu erhalten ; daher sind die verschiede- 
nen, in der Krystallreihe bekannten Hemidomen m9oo darauf zu prüfen,- wel- 
ches derselben den einfachsten und somit den wahrscheinlichsten Werth von 
fn liefert. Ist man zu einem befriedigenden Resultate gelangt, so wird dann 
die Krystallreihe nach Anleitung von §. 205 auf das neue Axensystem zurück- 
zuführen sein, welches ein rechtwinkeliges oder ortho^drisches ist* Man wird 
jedoch selten auf sehr ansprechende Resultate gelangen; blose Annäherun- 
gen zu einem rechten Winkel aber, welche sich wohl öfter darbieten, ge- 
währen natürlich gar keine Lösung der Aufgabe, weil der Winkel C* dann 
immer noch ein schiefer, und folglich die Krystallreihe eine monoklinoSdrische 
bleibt. 

t)ierte0 CapiUl. 
Zwillingskrystalle des monoklinoödrischen Systems. 

§. 209. Allgemeine Grundlage zur Theorie derselben. 

Die Zwillingskrystalle des monoklinolidrischen Systems sind gewöhnlich 
nach sehr einfachen Gesetzen gebildet, und es ist wohl beachtenswerth, dass 



ZWillingskrystaile. 845 

jenes im rhombischen Systeme so häufige Gesetz, welches eine Fläche des Pro- 
toprismas ooP als Zwillingsfläche erfordert, nur äusserst selten zur Verwirk- 
lichung gelangt, was doch kaum zu erwarten sein dürfte , wenn das monokli- 
noedrische System wirklich nichts anderes wäre, als eine meroedrische Aus- 
bildungsform des rhombischen Systems. 

Die beiden Gesetze, denen wir am häufigsten begegnen, sind nämlich die 
folgenden : 

1. Zwillingsaxe die Hauptaxe, oder auch die Normale des Orthopinakoides, 
und 

2. Zwillingsaxe die Normale der Basis. 

. Um jedoch eine allgemeine Grundlage flir die BeUrtheilung aller Zwil- 
lingskrystalle zu gewinnen, dazu müssen wir von der in §. 50 gegebenen 
Transposition der Axen eines triklinoedrischen Axensystems ausgehen. 
Es sei uns also die Zwillingsfläche durch die Gleichung 

-+?■■»-- =1 

a b c 
gegeben, so bestimmen sich in einem monoklinoedrischen Axensysteme die in 
den Gleichungen der Zwillingsaxe erscheinenden Parameter p, q und «, wie 
folgt : 

;7aac(6~aCOsC), 

^=s c(a^&cosC), 

9 s=aiisin'C; 
die in den Gleichungen der transponirlen Axen auftretenden Grössen fiy v 
und ^ (S. 72) erhalten daher die nachstehenden Werthe : 

(ft»-.a*)c*— a***sin»C 

^ Wo 

%ca 
a»*»8in»C— c»(a»-|.Ä*— 2fl*cosO 

1= 2^r 

Diess sind also diejenigen Werthe, welche in den Gleichungen der transpouir- 
ten Axen des Individuums II (S. 70), nämlich in den Gleichungen 

für die Axe der o?', =s 0, und ^ =0, 

fi q q s 

(ur die Axe der y\ «^ = 0, und— = 0, 

p V s p 

für die Axe der si\ - — ^ = 0, und =0, 

P q f P . . 

einzusetzen wären, um die Theorie der monoklinofe'drischen Zwillingskrystalle 

in derselben Allgemeinheit zu entwickeln, wie solches in §. 49 für die Zwil- 
lingskrystalle der orthoedrischen Krystallsysterae geschehen ist. Wir können 
jedoch auf diese allgemeine Entwickelung verzichten, weil uns in der Natur 
selbst meist nur sehr einfache Gesetze geboten werden, bei deren Betrach- 
tung die vorstehenden allgemeinen Werthe v<ni /?, jr, r, /ic, v und q eine 



846 MoDoklbelMrisebo« System. 

sehr bedeatende VereinfachuDg erfahren. Wir legen sie aber bei dieser Be- 
trachtung %n Grande, um ihre allgemeine Giltigkeit nnd Brauchbarkeit darzu- 
thon , obgleich dieselben Resnitate aach auf andere Weise leicht abgeleitet 
werden können.*) 



§.210. Zwillingsfläche das Orthopinakoid. 

Das Gesetz : Zwiliingsaxe die Hauptaxe, lasst sich in den meisten Fällen 
auch so aussprechen: ZwiliingsBäche das Orthopinakoid, indem die Nonnale 
dieser Fläche eine mit der Hauptaxe aequivalente Zwiliingsaxe ist. **) Lassen 
wir also den letzteren Ausdruck gelten, so ist in der Gleichung der Zwillings- 
fläche a^c 8=00, oder auch b^O zn setzen. Nach Einführung dieser 
Werthe erhalten wir denn für die iransponirten Axen des Individuums II fol- 
gende Gleichungen : 

für die Axe der a;', jf=^ 0, und xs=Oj 

fiir die Axe der y\ 5 — jy + y = 0, und ;v =:= 0, 

für die Axe der s\ o? sc 0, «nd jr » 0, 
welche sehr einfache Gleichungen zuvörderst lehren, dass die Axen cter x 
und » mit den gleichnamigen Axen des Individuums I identisch werden, übri- 
gens auch zu einer sehr leichten Transposition jeder beliebigen Fläche F des 
Individuums II auf das Individuum I jgelangen lassen. Ist nämlich die Glei- 
chung dieser Fläche 

9 f 9 

a b c 

so bestimmen sich nach §. 49 ihre neuen Parameter in den Axen der x^ y 
und z wie folgt : 

fl, = a, 

. ah 



a^26cosC 



Ci = c, 



wobei in dem Werthe von b^ die oberen Vorzeichen für positive, die unleren 
für negative Partialformen gelten. 

Nun ist aber allgemein das Verhällniss a : & : c? = ma : rb : #c, wenn 
a, b und c die Grundparameter der betreffenden Krystallreibe sind; folglich 
lassen sich die vorstehenden Werthe auch so schreiben t 



*) Wie Mlcbet b. B. 10 meiaem Lehrboehe der Rryslallosraphie, H, 8. 3ti ff. irr- 
sebebeo ist, aber noch weit eiafacher gescbeben kaoo, wenn maa bedenkt, dait sich für 
die beiden oben aDsegebeoeo Gesetze die gaoxe Betracbtuos ledislicb aaf die, in dem kli> 
nodlasonalen Hauptseboitte liegenden Axen bezieht, nnd daher in der Ebene dieses Haitpt- 
aebnitts erledigen lUsst. 

**) lieber aequivalente Zwilliogsaxen siebe mein Lebrbneb der Rrystallograpbie, II, 
S. |M4ff. 
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a^ =s ma. 



Soll nun die transponirte Fläche einer möglieben Fläcbe des Individuums I 
entsprechen , so muss der Factor von b in dem Ausdrucke für b^^ oder die 
Grösse 

wira 

inaq;:2rbcosC 
eine rationale Zahl sein, was der Fall sein wird, wenn das Product bcosC 
ein rationales Submulüplum von a, oder wenn bcosC = Aa ist, wodurch 

mr 



mqp2rA 

wird. Die krystalloDomiscbe Möglichkeit der Transposition aller Flächen des 
einen lodividuums auf das andere beruht also auf derselben Bedingung, 
welche wir bereits in der Zonenlehre (§. 203) als die Bedingung für die Ra- 
tionalität der Tangenten -Verhältnisse tautozonaler Kanten kennen gelernt 
haben. 

Ist nun aber diese Bedingung erfüllt, so kommt es ausserdem noch auf 
eine Vergleichung der Werlhe von p und # an, um das kr y stalle graphi- 
sche Zeichen der transponirten Fläche zu finden, weil ja immer der klei- 
nere dieser beiden Pactoren mit dem Werthe 1 einzuführen ist. 

Wenn also p > « ist, so sind alle drei Grössen ff^, b^ und c^ mit s zu 
dividiren ; folglich wird 

m , 

a. SS — a =s m a. 

mr 



* ^ s{mZf!Zrh) ^ 



Ci— 0, 



und die transponirte Fläche gehört der klinodiagonalen Form ±mSn 
mit vorstehenden Werthen von m und n an. 

Wenn dagegen p<,s ist, so sind die drei Grössen a^ , b^ und c^ mit /i zu 

dividiren ; folglich wird 

mzSLirh , 

a =s — -*- — a = m a, 

Ä(iwx2rÄ) , 

c g=>. \ ^^ — — c ^s n c, 
* mr 

und die transponirte Fläche entspriehl allgemein der orthodiagonalen 

Form m'9n' mit vorstehenden Werthen von m' und n\ 

§. 211. Fortsetzung. 

Bringen wir die in dem vorhergehenden Paragraphen erhaltenen Resul- 
tate für die verschiedenen Arten von Formen in Anwendung, so gelangen 
wir auf folgende Bestimmungen. 
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1. Für alle Protopyramiden ±mP ist rs«« 1, also wird 

für positive Hemipyramiden gilt daher /i>f, für negative Hemi Pyrami- 
den 7? < 5) woraus sich denn ergiebt, dass jeder positiven Hemipyramide tnP 
des einen Individuums die klinodiagonale Form 



m-2A* 

nud dass jeder negativen Hemipyramide — mP desselben die orthodiagonale 
Form 

m 
des anderen Individuums entspricht. 

Ann. Für m^2A verwandelt sieh die ertlere Form in das Klioodoroa 
mSoOf und Air m < 2A wird die Hemipyramide positiv. 

2. Für alle Rlinopyramiden ±mSn ist rssn^ und £= 1, also wird 

fiir positive Hemipyramiden gilt daher jedenfalls p> «, woraus sich denn 
für die Hemipyramide -^mSn des einen Individuums folgende aequivalente 
Formen im anderen ludividuum bestimmen: 

die Hemipyramide — iwP ^-^ , wenn m > 2nh, 

das Klinodoma mj?oo, wenn m a= 2iiA, 

die Hemipyramide -*-l»P5— t > wenn m < 2«A. 

Für negative Hemipyramiden dagegen wird /)>:=<« sein, je nach- 

^ dem m > s= < 1 ist, und es bestimmt sich daher fiir ein gegebenes —m^n 

des einen Individuums die entsprechende Form im anderen Individuum 

als mS s— T , wenn »i(«— 1) > 2nk. 

m-4-2»A ^ ^ ' 

als mP , = 2nhy 

als : — ¥ • .... <2;tA. 

n mn 

Hieraus ei^eben sich denn auch zugleich für dieRiinodomen mSco des 
einen Individuums als die aequivalenten Formen des anderen ludividuums 

die Hemipyramide mS^ wenn m > 2A, 
• - mPj • • • • ssZhj 

2h9— . . . <2Ä. 
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3. Für alle Orthopyramiden ±mP/i ist r = l, und « = ;i, also wird 

p = S7 , uud j = «. 



m 



Für positive Hemipyramiden gilt/? = ^r» ^i'so wird j»> = <^ 

sein, je nachdem m < = > 1- ist. Hieraas bestimmen sich denn für jedes 

-l-mP/i des einen Individuums Folgende aequivalente Formen im anderen 
Individuum : 

a. wenn » > *, oder m < r ist : 

'^ n — 1 

die Hemipyramide P ^*)h\ '^ *® lange m >2A ist, 

das Klinodoma — ßoo, wenn m =2A ist, 

n 

die Hemipyramide - P — rr , wenn m < 2A ist : 

b. wenn p=^Sj oder wi = r- ist : 



«-1 



die Hemipyramide P5 



2»Ä 
c. wennp<«, oderin> j-ist: 

die Hemipyramide (wi— 2A) 9— , 

m 

Für negative Hemipyramiden gilt/> = — «? , also wird ;? stets < * 

sein, weshalb sich denn für jedes —mVn des einen Individuums als aequi- 
valente Form im andern Individuum 

die Hemipyramide (»i+2A)P-^^ ~ 

tu 

bestimmt. ^ 

Setzen wir in diesen Resultaten n = 00, so gelangen wir auf diejenigen 
Formen, welche mit den Hemidomen aequivalent sind; es entspricht 
nämlich 
jedem positiven Hemidoma -hmfoo: 

das Hemidoma -i-(2ä— »i)Poo, wenn m <2A, 

die Basis OP, wenn wi = 2A, 

das Hemidoma ^(m^2h)¥oo, wenn m > 2h ; 
und es entspricht jedem negativen Hemidoms^ — mPco: 

das Hemidoma -i-(m+2A)Poo. 
Bei der so häufigen Ausbildung dieses ersten Zwillingsgesetzes glaubten wir 
auf diese specielle Verfolgung seiner Resultate nicht verzichten zu dürfen. 
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§.212. Zwilliiigsfläcbe die Basis. 

Wenn die Basis die Zwillingsfläche, oder ihre Normale die Zwillingsaxe 
ist, so haben wir in den Werlben der Parameter ;7, q^ j, /ic, v und q des §. 209 
& = c;=:oo, oder auch asO zu setzen, und erhalten dadurch für die Irans- 
ponirten Axen des Individuums 11 folgende Gleichungen: 

für die Axc der w\ a?-H ^ ■ ^ = 0, und js = 0, 

für die Axe der y\ ^7=0, und ;» = 0, 

für die Axe der z\ j7=0, und y = 0, 
aus welchen sich ergiebt, dass die Axen der y und z' mit den gleicbaamigen 
Axen des Individuums I identisch sind, während die Axe der x in die Ebene 
{xy) fällt, und mit der Basis denselben Winkel bildet, wie die Axt der x. Ist 
uns nun im Individuum II irgend eine Fläche F durch ihre Gleichung 

— -4-^-4-- = l 
a c 

gegeben, so findet sich leicht, dass ihre neuen, in dem Axensysteme des 

Individuums I erforderlichen Parameter die folgenden Werthe haben müssen : 

^*"" Äqp2acos6' * 

wobei in den Werthen von a^ und b^ das obere Vorzeichen für positive, das 
unlere für negative Partialformen gilt. 

Nun lässt sich allgemein das Verhältniss iz ; & : c = ma : rb : sc setzen, 
wenn a, b und c die Grundparameter der Krystallreihe sind ; folglich wird 

inrab _ 

^* ^ rtqp2iwacosC •" ^^' 

b^ =:?:rb, 

C^ =s 5C. 

Soll also die transponirte Fläche einer krystallonomisch möglichen 

Fläche des Individuums I entsprechen, so muss in dem Ausdrucke für a^ der 

Factor p eine rationale Zahl sein; welche Bedingung erfüllt ist, wenn das 

Product acosC ein rationales Multiplum von b, oder wenn acosCas^b ist, 

woraus sich denn für a^ der Werlh 

mr , 

a. =s — jT — a = m a 

ergiebt. So finden wir uns denn abermals auf dieselbe Bedingung verwiesen, 
welche auch die Rationalität der Tangenten- Verhältnisse tautozonaler Kanten 
beherrscht. 

Zur Bestimmung des krystallographiscben Zeichens der traiis- 
ponirten Fläche gelangen wir diessmal weit leichter, als bei dem vorher be- 
trachteten Gesetze , weil beide Nebenaxen ihre ursprünglichen Parameter, 
und also auch ihre Ableitungszablen behalten. 
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1. Für Protopyramiden ±mPi8t ra^sl, folglich gilt für sie 



m 



und jeder solchen Hemipyramide des einen Individuums entspricht im an- 
der e n Individuum die Form 



m p 



wobei die oberen Vorzeichen Ttir gegebene positive, die unteren Vorzeichen 
fär gegebene negative Hemipyramiden gelten. Das Protoprisma ooP ent- 

1 

spricht also der Hemipyramide »y-P. *) . 



-ff 



2. Für Klinopyramiden ±fnSn ist r = nj und ^cal, folglich gilt 
für sie 

daher wird für jede halbe Klinopyramide des einen Individuums die entspre- 
chende Form im anderen Individnum durch das Zeichen 



dargestellt. Hieraus folgt zugleich 

für jedes Rlinoprisma ooSn die Form irS^^ tinA 

2g 

für jedes Klinodoma itt£oo die Form mi^oo, also es seihst. 

3. Für Orthopyramiden ±otP« ist r==l, undf = ;i, folglich gilt 
für sie 

daher wird für jede halbe Orthopyramide des einen Individuums die entspre- 
chende Form im anderen Individnum durch das Zeichen 

^ 9n 



"^ \:^2mg 

dargestellt. Hieraus folgt zugleich 

1 

für jedes Orthop risma ooP/i die Form ^--P/i, und 

für jedes H e m i d o m a ±wiPoo die Form X i- « — 9oo, 

\Zf.Zmg 

§.213. Zwillingsfläche eine Fläche des Klinodomas «mPoo. 

Es sind besonders die interessanten Zwillingskrystalle des Orthoklases, 
wie sie zu Baveno, bei Hirschberg, auf Elba und anderwärts vorkommen, 



*) Für den Titaait ist sehr wahrscheiolicb g'= A) obwohl sich aus Rotels MessüDgeo 
eio etwas abweichender Werth ergiebt. 
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welche uns veranlassen, noch ein drittes Gesetz der ZwiUingsbildang in Be- 
trachtung zu ziehen : das Gesetz nämlich , dass die ZwiliingsOäche einer 
Fläche des Klinodomas mSoo entspricht. Die Gleichung der Zwillingsflache 

h- =1 

ma c 

giebt uns in diesem Falle die Werthe von a s ma, b = (X)b, nnd c = c ; 

doch ziehen wir es vor, die Rechnung mit den Buchstaben a und c zu führen, 

für welche zuletzt die Werthe i»a und c zu substiluiren sind. 

Setzen wir also in den Werthen der Parameter pj g^ «, fiy v und ^ des 

§. 209 b = O0j so stellen sich für die transponirten Axen des Individuums II 

die folgenden Gleichungen heraus : 

Tür die Axe der a?', -5 — , . ,'^ -4- ^J^ ^ = 0, und — ^ h ^0?^= ^* 

für die Axe der y\ o? =s 0, und :r = 0, 

für die Axe der z\ x-^ -^ = 0, und ---r-« 75 — — s — = 0- 

cosC üTSiürC^tr 2ac 

Ist uns nun im Individuum II irgend eine Fläche F durch ihre Gleichung 

a' ^b'^ c ^^ 
gegeben, so werden wir die derselben Fläche in dem Axensysteme des Indi- 
viduums I zukommenden Parameter a^ b^ und c^ finden, wenn wir ein ganz 
ähnliches Verfahren zur Anwendung bringen, wie in §. 49, d. h. wenn wir 
die allgemeinen Ausdrucke für die Centrodistanzen irgend eines Punctes der 
Axe der a;\ der y und der s' beziebendlich den Parametern a, b' und c 
gleich setzen, dadurch die Coordinaten /i, ^, s u. s. w. der Durchschnittspuncte 
der Fläche F mit den Axen der Xy y und %^ sowie endlich aus diesen Coordi- 
naten nach §. 18 die in diesen Axen liegenden Parameter der Fläche bestim- 
men. Auf diese Weise erbalten wir : 

^* "" 2caVcosC+Ä'c'(fl«sin«C-c*)-2flA'cflsin*C 

_ ab'ciaHxvfC'^-c^) 

^*~ 2flc(a'cosC-*')c'-ö'A'(fl»siu^C-c*) 
Subslitnirt man in diesen Ausdrücken für a und c die Werthe ma und c, so 
wie für a\ V und c die Werthe m'a, r% und sz^ so wird man aus ihnen die 
weiteren Bestimmungen der Flächen ableiten können. 

Für die oben erwähnten Zwillingskrystalle des Orthoklases verein- 
facht sich jedoch die ganze Betrachtung bedeutend dadurch, dass das Klino- 
doma 2Poo, nach dessen Fläche sie gebildet sind, rechtwinkelig ist. Aus 
dieser Eigenschaft folgt, dass asinC«=>c, mithin auch, dass 

a*sin*C-4-c*=s=2c* 

fl*sin*C-c»=0 
ist. Setzen wir diese Werthe in die Ausdrücke von «r^, b^ und r^, so erhal- 
ten wir 
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ca 



ff- = 



* "■ nc'cos C-y ' 
a'b'c 



c. = 



L'v » 



a(a cosC— A') 

welche Parameter für irgend eine Flache F von dem Verhältnisse i7?a : rb : ^c, 
nnter Berücksichtigung dass a =s 2a, nndc=c, sowie acosC = ^b ist, end- 
lich folgende Form annehmen : 



a, = 



mrc 



*j = rb 



c. Ä 



Aus diesen Wertben wird man leicht für jede Form des einen Individuums 
die ihr im anderen Individuum entsprechende Form berech uen können. 



Sechster Abschnitt. 

DikliiieSdrisclies System. 



§.214. Rechtfertigung der Annahme eines diklinoedrischen 

Systems. 

Als MiUcherUch vor dreissig Jahren die Formen des unterschwefelig- 
sauren Kalkes beschrieb*), da erkannte sein Scharfblick sogleich, dass diese 
Formen einem ganz eigenthümlichen Gestaltungsgesetze unterworfen, und 
daher in ein besonderes Kristallsystem zu verweisen seien. Es ist 
jedoch der letzteren Folgerung vielfach die gebührende Anerkennung versagt, 
und die Selbständigkeit dieses Krystallsystems ignorirt oder angefochten wor- 
den. Da ich aber von der Richtigkeit jener Folgerung überzeugt war, so 
wurde es auch in einem besonderen Abschnitte meines Lehrbuches der Kry- 
stallographie'**) zur Darstellung gebracht, und unter dem Namen des dikli- 



*) Poggendarffs Aooaleii, B. Vlll, 1826, S. 427. 

**) Band II, S. 95-- 117; aoeh Kftpffer bat io seinem Haadbaehe der recboeodeo Kry- 
itallonomie S. 456 — 481 diesem Systeme einen besonderen Abschnitt gewidmet, die Selb- 
slKndigkeit desselben anerkannt, and dafür den Namen des tritoprismatiscben 
Systems io Vorsoblafp gebracht. Ranmulsberg hat sieb io seinem Handbncbe der krystal- 
lograpbiscbeo Chemie gleSehfalls zor Annahme desselben eDtschlosseo. 

NaaBMon^s Krystailographie. ^^ 
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noe'd Tischen Systems eingefiilirt, tKe grosse Selteoheit solcher R17- 
sUllreihen, deren Formen den Gesetzen dieses Systems unterworfen sind, 
mag vielleicht die Ignorirung desselben veranlasst haben; sie kann jedoch 
keinen zureichenden Grund zu seiner Zurückweisung liefern. 

Es ist oft gesagt worden, das diklinoMrische System sei nur eine Moda- 
lität des triklinoMriscben Systems, keinesweges aber ein eigeothümlichea sie- 
bentes Krystallsystem. Ein solcher Ausspruch liess eigentlich voraussetzen, 
dass dabei der Begriff von Krystallsystem, wie er von Denjenigen ange- 
stellt worden ist, welche das Mitscheriich^sohe System adoptirt hatten, eini- 
germaassen berücksichtigt worden wäre ; diess ist aber keinesweges gesche- 
hen ; ohne diese Begriffsbestimmung zu beachten, ist jenes Urtheil vom Stand- 
puncte ganz anderer Definitionen aus geräilt worden. Wer den von mir seit 
längerer Zeit vorgeschlagenen, und auch in diesem Buche S. 74 aufgestellten 
Begriff von dem, was unter einem Rrystallsysteme zu verstehen ist, einer 
Prüfung würdigen will, Dem wird die nothwendige Consequenz einleuchten, 
das von Mitscherlich entdeckte Geslaltungsgesetz als den Gmndlypus eines 
selbständigen Krystallsystems anzuerkennen; wer aber ohne jene Prüfung 
das siebente Krystallsystem verläugnen will, gegen Den lässt sich freilich gar 
nicht streiten. *) 

Indem wir also die Annahme eines diklino(Sdrischen Systems, trotz der 
Selteoheit seiner Verwirklichung, för vollkommen gerechtfertigt halten, so 
hätten wir eigentlich jetzt eine Darstellung seiner Verhältnisse in ähnlicher 
Weise zu geben, wie diess bei den vorhergehenden Krystallsystemen gesche- 
hen ist. Indessen glaaben wir nnst eben Jener Seltenheil seines Vorkommens 
wegen, in gegenwärtigem Elementarbuche nur auf einige allgemeine Betrach- 
tungen beschränken zu können. Wer sich weiter darüber unterrichten will, 
den verweisen wir auf unser Lehrbuch der Krystallographie und auf Kunffer*s 
Handbuch der rechnenden Krystallonomie. 



§. 2t5. Axensystem; Formen; Ableitung und Bezeichnung 

derselben. 

Das dikliooi^driscbe Krystallsystem ist nach S. 74 der Inbegriff aller der- 
jenigen Krystallformen, deren geometrischer Grnndcharakler in drei Coordi- 
nat-Bbenen gegeben ist, von welchen sich zwei unter einem rechten Winkel 
schneiden, während die dritte anf beiden scbiefwinkelig ist. Die Axen, als 
die Durchsebnittslinien dieser Ebenen, scheinen unter dem Gesetze der durch- 
gängigen Ungleichheit zu stehen. Weil aber diejenige Axe, welche die Durch- 



*) Naeb dem bekaonteD Satie : coatra priaeipia Degaatem ditpatari aaa potait. So 
laas« der S. 74 anfgettellte Be griff voa KryitalUytlem niebt als falsch erkaent wird, 
so laage wird aaeh das vod MUteherUek eetdeekte siebeote Rrystallsystem als ein solohes 
gelten miisseB. Die Gegoer dieser Aasiebt bittea ibre Kritik xanäebsi aaf jeaea Begriff 
riebtea, uad das Feblerbafte desselbea dartbn« mässea, bevor sie über das Seia «der das 
Nichtseio eiaes siebeatea Krystallsystems ibr Badartbeil aasspaebea. 



Bohnittolivie der kcidea recbiwinkeligeo Coordinal-EbeBeB ist, vermäge apI- 
eher Lage dnen emioeAteD Werlh erbält, ao mri sie die netärlißhe Hniipt- 
•ze, and daher die aufrechte SteUuqg dea Systems nach ihr «9 bestiipinep 
seio. Die beide« andere« Axen erhalten dadurch die Bedeuluog vpn Nebe n- 
axen, für welche die verschiedene Grösse den besten Unterscbeidu«gs- 
grund darbietet, daher wir sie, wie im rhonbischen Systeme, als Makro- 
diagonale und Bracbydiagonale onterscbeiden. 

Der Winkel ^ ist ein rechter, während die beiden Winkel B und C 
zweierlei verschiedene schiefe Winkel sind j die Axenwinkel a, ß und y 
aber sind dorobgäogig schief. Alle acht RaumrOctantep bildeil wonach recht- 
winkelige Trii^der ; oder ihre Intersectionen mit einer, um den Mittelpunct 
des Axensystems gedachten KogelBäche bilden rechtwinkelige sphärische 
Dreiecke. 

Gonstruirt man um ein diklinofe'driscbes Axensystem für ein gegebenes 
endliches Parameter- Verhältoiss a : £ : c, alle mögliche isoparametrische 
Flachen, so gelangt man auf eine von acht Dreiecken umschlossene Form, 
deren Flächen jedoch, viererlei verschiedenen Werthes sind, da jede Fläche 
nur mit ihrer GegenBäche übereinstimmt. Die so construirte Form ist also 
keine ein&ebe, sondern eine tetramerische, aus vier Partialformen zusam- 
mengesetzte Form. Ihren allgemeinen Eigenschaften nach wird sie als eine 
diklinoSdrischePyr4imide, und daher jede ihrer Partialformen als eine 
Viertelpyramide oder Tetartopyramide zu bezeichnen sein. Wie 
die zwei Hemipyramiden einer jeden monoklinoSdrischen, so sind auch die 
vier Viertelpyramiden einer jede« diklinol^riscben Pyramide in ihrer Erschei- 
im«g völlig unabhängig voa einander, weshalb wir auch nicht erwarten kön- 
nen, sie immer volbtändig ausgebildet anzutreffen. 

Nächst den Pyramiden giebt es noch in diesem Systeme drei Arten von 
prismatischen Formen, und die drei, den Coordinat-Ebenen des Axen- 
systems entsprechenden Pinakoide. Die verticaten prismatischen Formen, 
für welche wir das Wort Prisma ausschliesslich gebrauchen, haben gleich- 
werthige Flächen und rhombische Querschnitte, sind also einfache Formen, 
und erscheinen immer vollständig mit allen vier Flächen, wie die gleichnami- 
gen Formen des monoklinoödrischen und rhombischen Systems. Diejenigen 
beiden Arten von prismatischen Formen aber, deren Flächen einer der Neben- 
axen parallel laufen, haben ungleichwerthige Flächen und rhomboidische Quer- 
schnitte, sind also zusammengesetzte Formen, und zerfallen in zwei, 
ven einander unabhängige Partialformen, Wir nennen diese genejgtrynsma- 
tischen Formen im Allgemeinen Domen, unterscheiden sie, wie im rhombi- 
schen Systeme, nach derjenigen Axe, welcher ihre Flächen parallel sind, als 
Makrodomen lind Braehydomen, und ihre Partialformen als Hemi- 
domen. 

Dieselben Grunde, welche uns in §« 195 beatimmtep, den Ableitungen im 
monoklinoödrisehen Systeme eine vollständig voran%[^etzte Pyramide zu 
Gmnde zu legen,* nötbigen uns, üuch für die Ableitungen im diklinoödrischen 
Systeme eine vollständige, mit allen vier, im Gleichgewichte ausgebildeten 

23' 
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Partialformea erscheinende Pyramide als Grundform anziinefameo. Diese 
Grundform wird bestimmt durch das Verhältniss der Grundparameter a : b : c, 
und durch die beiden Winkel B und C, aus welchen die Axenwinkel er, ß und 
y leicht zu berechnen sind. Die Bezeichnung der Grundform, die Ableitung 
selbst, und die Bezeichnung der abgeleiteten Formen stimmt so vollkommen 
mit den gleichnamigen Verhältnissen des triklinoMrischen Systems nberein, 
dass wir deshalb auf die in §. 220 folgenden Betrachtungen verweisen. 



§. 216. Berechnung der Formen, Combi na tionen, Zonenlehre. 

Bei der Berechnung der diklinoe'drischen Formen sind zunächst die 
einzelnen Viertelpyramiden zu beriicksicbtigen , deren jede mit den drei 
Hauptschnitten drei Kanten, in diesen Hauptschnitten aber sechs ebene 
Winkel bildet, welche neun Grössen als die wichtigsten Gegenstände der Be- 
rechnung zu betrachten sind. Da die beiden verlicalen Hauptschnitte noch 
rechte Winkel bilden, da folglich jede Pyramidenfläche am Axensysteme ein 
rechtwinkeliges Trleder begränzt, so wird die Rechnung im Vergleich zu dem 
trtklino^drischen Systeme bedeutend vereinfacht, obgleich sie wegen der bei- 
den schiefen Neigungswinkel B und C der Basi», und wegen der drei schiefen 
Axenwinkei weit complicirter werden rouss, als im monoklino^'drischen Sy- 
steme. Es ist zweckmässig, die Signatur der verschiedenen W-inkel ganz 
übereinstimmend mit jeher des triklinoedrischen Systems zu wählen; dann 
brauchen wir nur in denen, weiter unten für dieses System mitgetheilten Re- 
sultaten ^ = 9(P zu setzen, um solche dem diklinoc^drisehen Systeme anzu- 
passen. 

Die Combinationen stehen ihren Symmetrie- Verhältnissen nach mit- 
ten inne zwischen jenen des monoklino^drischen und des triklinoedrischen 
Systems, indem alle diejenigen Formen, deren Flächen in die Hauplazenzone 
fallen, eben so ausgebildet sind, wie im monoklinoedrischen (oder auch im 
rhombischen) Systeme, während alle übrigen Formen derselben Ausbildungs- 
weise unterliegen, wie im triklinoedrischen Systeme. Wer sich also mit die- 
sem letzteren Systeme bekannt gemacht hat, der wird auch keine Schwierig- 
keiten bei der Beurtheilung und Entwickelung der diklinoedrischen Combina- 
tionen finden. 

Die Zonenlehre Pallt, soweit sie die Position der Flächen betrifft, 
fast ganz mit jener des triklinoSdrisohen Systems zusammen, mit Ausnahme 
der Haoptaxenzone, deren Verhältnisse dieselben sind, wie im monoklino($dri- 
schen Systeme. Dagegen erhält die Tangente tautozonaler Kanten, ver- 
möge der fünf schiefen Neigungswinkel des Axensystems , einen besonderen 
Werth, welcher sich aus dem, S. 56 stehenden Ausdrucke von tang^ be- 
stimmt, wenn in selbigem ytf=90® gesetzt wird; man erhält so für ii^nd 
2wei Flächen Fund F\ welche in eine Zone fallen, deren Zonenlinie durch 
die Gleichungen 
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= 0, und =0 

gegeben isl : tang^ 

r 

^ sinfoiDy y^*+y*+g*+2/iycosy+2g/ticos^+2ygco8« . 

Werden nun die beiden Flächen F und F' als abgeleitete Flüchen 
auf die Grundparameter a, b und c bezogen, so ist für sie * 
das Verhältniss a \ b \ c^ mit ma : rb : «c, 
das Verhältniss a i b' x c\ mit m'a : r'b : 9C 
zu verlauschen , und setzt man diese Werthe in den Ausdruck von tanglf^ 
ein, so erkennt man leicht, dass die Rationah'Iät der Tangenten-Verhältnisse 
in diesem Krystallsysteme nur dann bestehen kann, wenn den beiden Producten 

ca cos£^sin}/sino und abcosCsinasin/9 
rationale Zahlenwerthe entsprechen. 

Wir Wollen diese Bedingungen für die Kryslallreihe des unterschwefelig- 
sauren Kalkes prüfen , von welcher uns MiUcherlich sehr genaue Messungen 
geliefert bat, aus denen sich folgende Elemente ergeben : 

a : b : c = 1,533 ; 1 : 0,7849 
Ä = 98«2r, C = 107*2', 
a = 87n5', /? = 98M4', y=l07M3'5 
aus diesen Elementen des Axensystems folgt aber : 

cacosfisin^ina = 0,1667 = -^, 
abcosCsinasin/? s= 0,4434 = f. 

Wir erbalten also wirklich ein paar sehr einfache rationale Zahl- 
werthe mit einer Genauigkeit, welche gar nichts zu wünschen übrig lässt, 
indem die gemessenen Winkel nur um 1 bis 2' geändert zu werden brau- 
chen, um jene Producte genau auf die Zahlen j und | zu bringen. Demnach 
sind wir wohl berechtigt, das von Müscherlich für den unterscbwefeligsauren 
Kalk eingeführte Axensystem , und somit sein siebentes Krystallsystem als 
hinreichend begründet anzSsehen. 

Anm. Es scheinen aber auch die Producta casin/sina und absinasin/? fUr 
sich rationalen Zahlen zu entsprechen ; denn man findet : 
casinysina == 1,148, oder sehr nahe |^, 
absinasio/? = 1,514, oder sehr nahe ff, 
woraus denn weiter folgen würde , dass auch to%B und cosC rationale Werthe 
haben; denn 

wenn ffcosJ? = f , so ist cosB = iS^, 
und wenn ^-fcosC ss |^, so ist cosC = i^f; ' 
hiernach findet man B = 98® 20', und C =s 107® 1', was bis auf 1' mit den von 
Mitsekerliek gemessenen Winkeln Qbereinslimmt. 

Noch genauer wird auch das Product bcsin/fein/ durch eine rationale Zahl 
ausgedrückt ,* man findet nflmlich 

bcsin/fsiny = 0,7413, oder s |f . 

Diess würde zur Berechnung der Gmndparameter a, b und c gelangen las- 
sen , indem man das Product ans casin/sina und absinosin/? durch bcsio/%in/ 
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dividirl, dabei deren Werthe f{, ^ nad f f^ so Gtande legt, und so zovOrdenl 
die Grösse asioa, dann aber, dvch Division mit asina, die Grtfssen bsin/9 und 
csin;' bestimmt, und endlieh, dnrcb Division dieser diei GMsaeo beiiebendlicb 
mit sina, sin/9 und sin/, die Wertbe von a, b und c findet. Fflhrt man diese 
.Recbnaog ans, so erhalt man 

a : b : e = 1,5S70 : 1,0006 : 0,7843, 
was Äusserst wenig von demjenigen VerhiltBisse aibweicbt, weldws ans den Mes- 
sungen von Mittcheriiek folgt. 



Siebenter Abschnitt. 
Triklindi^drisehes System. 



Cr^0 Copitrl. 
Formen des triklmoödrischen Systems. 

§. 217. Axensystem asd Elemente deBselben. 

Das triidino^driscbe System ist der Inbegriff aller derjenigen Kryslall- 
formen, deren geometrischer Grandcharakter durch drei, auf einander schief- 
winkelige, und zwar ungleich schiefwinkeb'ge CoordiDat-Ebenen, sowie 
durch drei angleiche, und daher ungleich werthige Axen bestimmi wird. Dem- 
nach findet in diesem Systeme eine durchgängige Ungleichheit der Angular- 
und Linear-Dimensionen, und die grösste Abweichung von der Regelmässig- 
keit des Tesseralsystems Statt. Wie also für dieses letztere System in der 
Recbtwinkeligkeit seiner Goordioat-Ebenen und in der Gleichheit seiner Azen 
die Bedingungen für das Maximum der Symmetrie, so sind für das trikli- 
nois*drische System in der Schiefwinkeligkeit seider Coordinat-Ebenen und in 
der Ungleichheit seiner Axen die Bedingungen fiir das Maximum der Unsym- 
metrie gegeben, welches überhaupt in einem trimetrischen Axensysleme 
vorkommen kann. 

Den drei schiefen Neigungswinkeln Ay B und C der Coordinat-Ebenen 
entsprechen die drei Axenwinkel a, ß und /, welche in der Regel gleichfalls 
alle schief sind, obwohl auch in manchen Fällen einer derselben ein rechter 
sein kann \ was jedoch keine Verschiedenheit des Krystallsystems bedingen 
würde. 

Da für die aufrechte Stellung des Axenaysiens keine bestimmten Indi- 
cationen geboten sind, so Ilaben wir willkürUch eine der Axen als Haupt- 
iixe M bestifinneB, wWiiaf 'die beiden Mähren Ax<M^, weil sie die Diagonalea 
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der eehiefea rhomboidieoheD Besis biMea, wie im rhombisoiMii Systeme, als 
Mairodiageaale und Brachydiagonale onteiisohieden werden köii- 
aen. Die drei Goordinal-Ebenea erhalten demgemäss wiedemm die Namea 
des basiseiien, des makrodiagonalen und des brachydiagonalen 
Haeptscbailts. Gewöbnlieb ist es zweckmässig, bei der wissensohaft« 
liehen Betraohtang der Formen den braehydiagonalen HanptAebnttt auf uns 
znkmiettd zu denken, wobei ans auch die Basis meistentheils entgegen faHt, 
weil in der Regel die firacbydiagonale einen kleineren Winkel mit der Haupt- 
axe bildet, als die Makrodiagonale. 

Anm. Man konnte f&gltch die ganze Kryslallographte auf die Betracb- 
tnog des triklinoedrischen Systems grflDden , «od wOrde damit der Forderang 
tollkommen entsprechen, vom Allgemeinen auf das Besandere flbensogeheri; 
denn in der Tbat braecheo wir nnr aagenesseae Veränderungen in den Eie« 
menten des Azensystems eintreten su lassen, um von dem Irikiinoedriscbea Sy- 
Sterne auf irgend eines der anderen Krystallsysteme zu gelangen. Indessen ist 
es aus manchen Gründen zweckmässiger, den entgegengesetzten Weg einzu- 
schlagen, als« mit dem tesseralea Systeme zu beginnen, und mit dem triklinoe* 
driscben Systeme zu scbliessen. 



Von den Flächen 



§.218. Triklinoüdrisebe Pyramiden. 

Denken wir uns um ein triklino^'drisches Axensystem, für irgend ein 
endliches Verbal tniss der Parameter« : ^ : c, den vollständigen Inbegriff 
alier isoparametriaehen Flächen ausgebildet, so erhalten wir eine von 8, 
viererfei «Bgleicbaeitigen Dreieeken umscUossenePorm, deren Mittelkantien in 
der Ebene der Basis liegen, oder eine vollständige trik lino^^'drische Py« 
ramide. 

Pyramide sind aber immer nur zwei Gegen- 
flächen einander gleich und ähnlich, weshalb es 
tiberhavpt viererlei verschiedene Flächen giebl, 
welohe die Pyramide aus vier Partie Ifor« 
men zvsammengesetzt erscheinen lassen, deren 
jede einzelne nur zwei parallele Flächen dar- 
alellt, und als eine Viertelpyramide oder 
Tetariopyramide bezeichnet werden kann. 
Die KaBten zerMlen in sechs, dnrch ihre 
Länge, wie durch ihr Wtnkelmaass verschie- 
dene Kantenpaare , von denen immer ein länge- 
res und ein kürzeres in je einem der drei Haupt- 
schnitte enthalten ist. Die Ecke sind viereriei- 
kanlig und dreierlei, nämlich zw^ Palecke, 
zwei spitEcre Mittelecke an den Eodpnncten der 
längeren , und zwei stumpfere Mitteleoke an den Endpuncten 4er kürzeren 
Nebenase. Die Haupiscbnitte und alle ihnen parallele Schnitte sind 
Bfbomboide. 




Fig. 85. 
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Die triklino^drischen Pyramiden erscheinen jedoch niemals so vollstän- 
dig mit allen vier, im Gleichgewichte ausgebildeten Partialformen, wte diess 
die vorstehende Beschreibung und Figur voraussetzt; vielmehr sind diese 
Partiairormen eben so unabhängig von einander, wie die Hemipyramiden des 
monoklinoisdriscben Systems, weshalb denn die Pyramiden im gegenwärtigen 
Systeme gewöhnlich nur mit einzelnen Viertelpyramiden ausgebildet sind, 
welche selbst in denjenigen Fällen-, da ihrer zwei, drei, oder alle vier vor- 
handen sein sollten, eine sehr ungieichmässige Aosdehnong ihrer PlSchen za 
zeigen pflegen. 

Bei dieser gegenseitigen Unabhängigkeit der correlaten Viertelpyramiden 
wird es nothwendig, eine jede derselben besonders in das Auge zu fassen, 
und sie auch in der Bezeichnung von einander zu unterscheiden. Haben wir 
uns einmal über die Stellung des Axensystems verständigt, so ist diese Unler- 
Scheidung am leichtesten und einfachsten in der Weise zu bewerkstelligen, 
dass wir dabei die verschiedene Lage der vorderen, uns zugewendeten 
Flächen jeder Pyramide nach oben und unten, nach rechts und links 
berücksichtigen, und daher dem Buchslaben P, als dem Grundelemente in dem 
Zeichen einer jeden Viertelpyramide, einen Accent an derjenigen Stelle bei- 
fügen, welche der Lage ihrer vorderen Fläche entspricht. Demgemäss 
würde also in dem Zeichen einer Viertelpyramide, deren vordere Fläche oben 
rechts oder oben links erscheint, P' oder T, in dem Zeichen einer Vier- 
telpyramide aber, deren vordere Fläche unten rechts oder unten links 
erscheint, P^ oder ^P zu schreiben sein. Nur auf diese oder eine ähnliche 
Weise ist es möglich, ein CoUectivzeichen für die vollständige Pyramide zu 
geben, weil sich jene vier Zeichen in das einzige Zeichen ^'P' zusammen« 
ziehen lassen. 

Da eine jede Viertelpyramide nur ein einziges Flächenpaar darstellt, so 
kann sie auch nicht für sich allein erscheinen; wollen wir sie uns aber in 
ihrer Isolirung vorstellen, so müssen wir ihren Flächen irgend eine be- 
stimmte Begränzong anweisen, wozu .sich am besten die drei Hauptschnitte 
des Axensystems eignen, welche ja schon in der vollständigen Pyramide die 
Gränzflächen ihrer einzelnen Partialformen abgeben. Die beiden Flächen 
jeder Viertelpyramide fallen in zwei Gregen-Octanten des Axensystems, und 
eine jede derselben bildet mit den Hauptscbnilten oder Coordinat-Ebenen drei 
Intersectionen, welche wir nach ihrer Lage als die brach y diagonale, die 
makrodiagonale und die basischeK ante unterscheiden, und welche weit 
wichtiger sind, als die Kanten der vollständigen triklinoedrischen Pyramide. 

§.219. Prismatische Formen und Pinakoide. 

Ausser den Pyramiden erscheinen noch dreierlei verschiedene prisma- 
tische Formen, nämlich verticale Prismen, für welche wir, wie in den 
vorhergehenden Systemen, das Wort Prisma ausschliesslich gebrauchen 
werden, und zwei Arten von geneigten Prismen, welche wir abermals 
Domen nennen, und als Makrodomen und Brachydomen unterscheiden 
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wollen, je nacbdem ihre Fläehen der Makrodiagonale oder der Brachydiago- 
naie der Grandform parallel sind. 

Alle diese prismatisoheii Formen des triklino^idrisehen Systems haben 
rhomboidische QaersehDitte, bestehen daher aus zwd ungleichwer- 
Ibigen Flächenpaaren, nnd zerfallen demgemäss in zwei PartialTor- 
m e n , deren eine jede für sich wiederum nur ein einziges Flächenpaar dar- 
stellt, während beide in der Erscheinung eben so unabhängig von einander 
sind, wie die vier Viertelpyramiden einer und derselben Pyramide. Wir un* 
terscheiden sie daher als Hemiprismen und als Hemi dornen. 

Die drei Pinakoide endlich sind die drei, den Hauptsohnitten des 
Axensystems parallelen Flächenpaare. 

Da also die Pyramiden dieses Systems in vier, die prismalischen Formen 
desselben in zwei Partialformen zerfallen, und da jede dieser Parlialformen, 
eben so wie jedes Pinakoid, nur aus zwei parallelen Flächen besteht, so 
haben wir es in jedem triklinoedrischen Krystalle überhaupt nur mit lauter 
einzelnen, ungleichwerthigen Flächenpaaren zu thun , weil für jede Fläche 
einzig nnd allein in ihrer Gegenfläche eine gleichwerthige Fläche vorhanden 
isf^). Diese Vereinzelung aller Flächen hat für die Erscheinungsweise der 
triklinoedrischen Combinationen in manchen Fällen einen solchen Mangel an 
Symmetrie zur Folge, dass sie sich sehr auffallend von den Combinationen 
aller bisher betrachteten Systeme unterscheiden , während sich dagegen in 
anderen Fällen durch simultane Ausbildung der correlaten Partialformen eine 
Annäherung an die Symmetrie des monoklino^drischen Systems zu erkennen 
giebf) 

Jedenfalls aber werden wir sowohl bei gegenwärtiger allgemeiner Dar- 
stellung des Systems, als- auch bei der besonderen Betrachtung einer jeden 
triklinoedrischen Krystallreihe die, gewissermaassen nur in ihrer Zerstücke- 
lung erscheinenden Formen in unserer Vorstellung zu ergänzen haben, indem 
wir die einzelnen Partialformen, gleichsam die disjecta membra derselben, 
immer mit ihren correlaten Formen in Beziehung denken. Denn ohne dieses 
Hilfsmittel würde kaum eine klare Uebersicht in einem Systeme zu gewinnen 
sein, dessen Krystallformen nur Aggregate von einzelnen Flächenpaaren, und 
dessen Symmetrie-Verhältnisse oft so versteckt sind, dass man bisweilen an 
dem Vorhandensein derselben zweifelhaft werden möchte. 

^, 220. Ableitung und Bezeichnung der Pormen. 

3 

Bei der allgemeinen schematischen Ableitung der Formen gehen wir von 
irgend einer vollständigen triklinocfdrischen Pyramide als Grundform ans, 



*) Mehr, als io jedem anderen, würde daher in d i e s e m Rrystallsysteme eine Be- 
vorzugani; der einzelnen Fläcbeo vor den Formeo, and eine solche Bezeichnung gerecht- 
fertigt sein, welche zonächst nnr die einzelnen Flüchen erfasst, 

**) Das Brstere ist z. B. der Fall mit dem Axinite ood Kopfervitriol, das Letztere mit 
den versobiedeneo trikKaoSdrltcheB PeldsjMtben. 
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bezeichnen solche mit 'P' and bestimmen ihre anfrechte SteUnng. Das, 
ihren Flächen zukommende Parameter -Verhälinits a : b : c, und die drei 
Neignn^winkel A^ B und C der Goordmat* Ebenen oder Hanptschnitte liefern 
nns in jedem besonderen Falle die Elemente des Axensystems. 

Aus dieser Gmndform wird nun , wie im rhombischen Systeme, dnrch 
blose Veränderung des in der Hanptaxe liegenden Parameters a, znnichat die 
Grandreihe des Systems 

0i<l ifi>l 

op «i;p; ;p; »i;p; <x>T 

abgeleitet, welche die sämmtUchen Protopyramiden das Preloprisma und 
dasBäsopinakoid begreift, nnd deren Glieder rechter Hand alle spilser, 
linker Hand alle flacher sind, als 'P|. Diese Reihe ist eigentlich eine 
vierfache Reihe, indem jedes ihrer Glieder, mit Ausnahme der beiden ans- 
serslen, in vier Viertelpyramiden mP, mT, mP^ und mj? zerfällt, welche von 
einander gänzlich unabhängig sind. Das eine Gränzglied OP ist, wie immer, 
das basische Flächenpaar oder das Basopinakoid, während das andere Gränz- 
glied oo'P' ein verticales Prisma von rhomboidischem Querschnitte darstellt, 
weiches also in die zwei Hemiprismen ooP' und ooT zeriäUt* 

Aus jedem Gliede dieser Grundreihe lassen sich nnn abermals zwei Rei- 
hen von Pyramiden ableiten, indem man einerseits den in der Makrodia- 
gonale der Grundform gegebenen Parameter b, anderseits den in der Bra- 
chydiagonale gegebenen Parameter c mit irgend einer Zahl n mnltiplicirt, 
welche alle möglichen rationalen Werthe von 1 bis oo haben kann. Nemen 
wir diese Pyramiden wiederum, wie im rhombischen Systeme^ Makro Pyra- 
miden nnd Brachypyraraiden, nnd benutzen wir, wie dort, zu ihrer 
Unterscheidung die prosodischen Zeichen der Länge und Kurze, so lässt sich 
der Inbegriir aller, aus irgend einem m^P' durch Veränderang der Makro- 
diagonale abgeleiteten Formen in der Reihe 

i«;p; m;P; i»;P^oo 

nnd der Inbegriff aller, durch Veränderung der Brachydiagonale abgeleiteten 
Formen in der Reihe 

m^P; m;P; m',P',oo 

zusammenfassen. Die letzten Gränzgiieder dieser Reihen sind geneigte Pris- 
men oder Domen, nnd zwar dnerseits ein Makrodoraa, anderseits ein 
Brachydoma, von denen aber ein jedes in zwei von einander unabhängige 
Hemidomen zerfällt. Je nachdem nun, vermöge der einaal gewählten 
Stellung des Axensystems, die Brachydiagonale, oder die Makrodiagonale auf 
den Beobachter zaÜnft, je nachdem wird man die braobydiagonalen Hemido- 
men mit den Zeichen in'i^^oo nnd mPoo , dagegen die makrodiagonnlen iie- 
midomen mit den Zeichen m'P'oo und fn^po zu versehen haben, oder auch 
umgekehrt; weil die Stellung der Accente der Lage entsprechen mnss, in 
welcher sich die vorderen Flächen dieser Hemidomen dem Beobachter prä- 
sentiren. 

Wird dieselbe Ableitung auch für das Protoprisma oo'P' geltend ge- 
macht, so gelangt man auf folgende zwei Reihen vertiealer Prismen : 
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oo'P' oo'Pn ooPoo 

und 00'?* fx/l^n oo?oo. 

Wir nennen die erstere die Reihe der Makroprismen , die zweite die Reibe 
der Brachyprismen, and erkennen in ihren anssersten Gränzgliedern das 
Makropinakoid und das Brachypinakoid, während die übrigen Glie- 
der Prismen von rbomboidischen Qnersohnitten sind, and folglich in zwei von 
einander «nabUitigige Hern i Prismen zerraUeo, wekhe «b reehte und 
linke nnterschieden winrded, wozu in. den Zeichen ein einziger, recbU oder 
links angebrachter Acceot aosreichend ist 

Anm. Biermit ist deim die Ableitong sflinnitlicher Formen und Parlial- 
rormeii voTlstaiidig erschöpft, and es bedarf nur noch der Bemerkung, dass sich 
eoeh in diesem Systeme die Resollate aller AbleituDgen in eineei einzigen 
Schema zusammenstellen lassen, welches eine velbtindige nnd wohl geordnete 
Debersicbt des ganzen Kryatallsyslems gewihrt. 



§.221. Berechnang der Formen; Pyramiden. 

Bei der BeHfichnuttg 4er triklinofSdrischen Formen baiven wir zunächst 
irgend eine Viertelpyramide von deei Parameter-Verhältnisse n : 6 : c zn be- 
rücksichtigen, weil sich aus den für sie gefundenen Formeln sehr leicht die- 
jenigen ableiten lassen, welche irgend einer anderen Form entsprechen. 
Die Signator der Winkel wählen wir gerade so^ wie im rhombischen Systeme ; 
für irgend eine Viertelpyramide Fig. 86 bedeuten uns niso : 

f A^ B and C die an den Axen der x^ y und » an- 

/\ liegenden Neigungswinkel je zweier Coor- 

n \ dinat-Bbenen oder Heoptecbnitte, 

/ I \ er, /9 nnd y die ihnen gegenüberKegenden Axen- 

Y/ -4 it Winkel, 

\ Xy Y nnd Z die den Azen gegeniberiirgenden In- 

\ tenectionen, oder die 4m Kanten der Viertel- 

-'"-H. \ Pyramide, 

j^^ y '1.--^ endlich J uod e, ^ und 1;, % aod t die Haupt- 
'^ FuTsö schnittwinkel des haiiscben, des brachydia- 

gonalen und des makrodiagonalen Hauptschnitts. 
Man könnte alle diese Winkel durch zweckmässig angebrachte Accente 
auf ähnliche Weise nnterscheiden, wie diqedgen Viertelpyramiden , welchen 
iie angehören. Uekrigens darf man nicht vergessen, dass in allen folgenden 
Reoknoagen die .sechs Winkel A^ B und C, a, ß nml y aU spi tze Winkel 
vorausgesetzt sind, weshalb in jedem besonderen Falle genaa darauf zn acbten 
iai, ob einige, und wel<che von dieaen Winkeln fijr diebelreffende Viertel- 
pyramide als stumpfe Winkel auftreten« 

Indem wir die Gmndwinkel ^, fi nnd C im Allgemeinen als bekannt 
voraussetzen, so bestimmen sieh aus ihnmi die Attnwinkel a, ß und y wie 
folgt: 
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_^ cos^-hcosiBcosC 
"" siüBsinC 

^ cosB-hcasCcosA 
cos/9 = ' r>.i 

_ cosCH-cos^eosff 

Doch braucht man immer nur einen dieser Winkel unmittelbar zu berechnen, 
weil sich die beiden anderen aus dem einfachen Verhältnisse 

since : sin/9 : siny = sin^ : sin0 : sinC 
ableiten lassen. In einer und derselben Krystallreibe sind diese sechs Win- 
kel als CO n staute Elemente gegeben, welche in allen Formen denselben 
Werth behaupten, und nur insofern eine Verschiedenheit zulassen, wiefern 
sie bald als spitze, bald als stumpfe Winkel auftreten. 

Für eine jede Viertelpyramide sind nun die Hauptschnittwin- 
kel, die Kant enwinkel und die Kantenlinien als die drei wichtigsten 
Gegenstände der Berechnung zu betrachten. 

I. Hauptschnittwinkel einer Viertelpyramide. 

Diese Winkel bestimmen sich als Functionen der Parameter durch 
folgende einfache Werthe ihrer Tangenten : 

^ __ isina ^ csina 

"" c— Äcosa' ^ "" A— ccosa ' 

tang^ = ^ , langi? = ^—3 , 

® a—ccoaß ^ ^ '- c— «cos/J ' 

flsiny . Äsinv 

tangT = ^ — , tanirt = r-^ — . 

° ^— ffcosy ^ «— Äcosy 

Bei dem Gebrauche dieser Formeln hat man sorgfältig darauf zu achten, 
welche von den Winkeln a, ß und y spitz oder stumpf sind, weil im letzteren 
Falle der betreffende Cosinus negativ zu nehmen ist. 

Als Functionen der Kantenwinkel A', F und Z werden die Haupt- 
schnitt winkel durch folgende Formeln dargestellt : 

« cosFh-cosAcosC cosZh-cosAcos0 

COSO = ; — v- ' r^ » ^S€ = : — y . p , 

siB^sinC siuAainB 

^ cosZ-hcosFeos^ cosA'-hcosycosC 

""*^= 8iDK8iD^ ' '^'"?= sinKsiaC ' 
cos^-hcosZcos0 cos K-hcosZoos^ 

COST = . ^ . p » COSt = . ^ . — j I 

sinZsin^ smZsin^ 

wobei ebenfalls zu berücksichtigen ist, welche von den Winkeln ^, B und C 
etwa stumpfe sind, weil dann die betreffenden Cosinus negativ einzuffibrefa 
sind. Cebrigens bedarf man dieser Formeln nur zur Berechnung je eines 
Hauptschnittwinkels , weil zwischen diesen Winkeln nnd den Kantenwinkeln 
folgende allgemeine Relationen gelten : 

sind : sinf^as sinF : sinjf 

sin^ : sints sinZ : sinF 

siuT : sine « sinA^ : sinZ 
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welebe für je zwei, an derselben Axe anliegende Hanptflchnittwiakel, so 
wie: 

sin<) : sine s sin F : sinZ 

sin^: sintj s-sinZ : sinAT 

sinr : sine ss sin JT : sin F 
welche für je zwei, in demselben Hauptschnitte liegende Hauptschnitt- 
Winkel ihre Anwendung finden. 

Ausserdem sind noch je zwei, in demselben Hauptschnitte liegende 
Winkel durch die Gleichungen 

mit einander und mit dem gleichliegenden Axenwinkel verbunden. 

II. Kantenwinkel einer Viertelpyramide. 

Die Kantenwinkel einer Vierlelpyramide berechnen sich am leichtesten 
aus jezweien, an derselben Axe anliegenden Hauptschnittwinkeln und dem 
dazu gehörigen Grundwinkel des Axensystems mittels der Neperschen Ana- 
logieen, wie folgt : 

1. JTund Y, aus ß^ t; und Ci 

°^ ^ sin^(i;-hJ) 

2. Z und X, aus €, t und B : 

3. Y und Z, aus t, ^ und ^: 

Will man also die drei Kantenwinkel einer Viertelpyramide berechnen, 
so sucht man zuvörderst aus den Parametern und den Axenwinkeln die Win- 
kel zweier Hauptschnitte, und findet hieranf, nach einer der vorstehen- 
den Analogieen, zunächst zwei Kantenwinkel; der dritte bestimmt sich 
durch das einfache Verhältniss, welches zwischen den Sinns je zweier Win- 
kel desselben Hauptschnitts und den Sinus der ihnen gegenüberliegenden Kan- 
tenwinkel besteht. 

Wenn auch nicht zur unmittelbaren Berechnung, so doch zur allgemei- 
nen Beurtbeilung ihrer Verbällnisse und zur Benutzung lor anderweite Fol- 
gerungen ist es nützlich, die Kantenwinkel auch als Functionen der Grund- 
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Elemente dei AxeoisysteiDS z« keaaeB. Man geht diki iwn dein S. 44 ete- 
henden allgemeinen Ausdrucke für cos/iF^ ans, indem man in selbigem snceea- 
siv a\ b' und c' =: setzt, uad erhält so folgende Werthe: 

y^ ^csinor— ff6oos0sitty«>-e«eo9fMn/} 

; Y« ~ 

^ msin/?— JccosCsina — n^osy^sin;^ 

C-r« yj^ 

„ absi n;/— cffeos^sin/9— Accos Asina 
cosZ = p^^ 

in welchen Ä=*Vsin»a+cVsin»/?^a*A*sinV-2ii«*c^-2A*6iifi'-2c*aAC 
ist, wobei 

ji' = C03^$in/9sin/ 

0' = cosAsin/since 

C SB cosCsinasin/9. 

III. Rantenlinien einer Viertelpyramide. 

Die KeiinlQiss der Kanlenlinien ist besonders wichtig für die, Kur Ent- 
werfung von Modellnetzen erforderliche Construction der einzelnen Flächen 
einer vollständigen triklinoedrischen Pyramide. Da nun die&e Kanlenlinien 
diejenigen Linien sind, welche die Endpuncte je zweier Parameter mit einan- 
der verbinden, so folgt 

jr= y^A*H-c*— 2Accosa 

Z = y^ö'+A»— 2iiÄcosy 

wobei für den Fall, dass einer der Winkel or, ß und y ein stumpfer ist, der 
betreffende Cosinus negativ genommen werden muss. 

Man kann dieselben Linien auch nach folgenden Formeln berechnen : 

y Asina csina 

"" sind "" sinf ' 
_ C8inß asinß 

sin^ Sinti 
„ asiny bsiny 

sinr sint 

Anm. Alle diese Resultate gelten unmittelbar fUr die Omndferm, wenn 
man fdr o, 6 und e die Werthe der Grnndparamelor einfttrt ; setat man dato 
ma statt a, 8o gelten sie fttr irgend eine Protopyramide, und setrt man noeh nb 
statt A, oder ne statt c, so gelten sie flir irgend eine Makropyramide oder eine 
Braebypyramide« 



§.223. Fortsetzung; prismatische Formen. 

In den verschiedenen prismatischen Formen sind von Hanptsohnitt- 
winkeln nur noeh diejenigen zu berechnen, welche den gegra die prisma- 
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tisehe Axe geneigteD Haaptschoitte angehi^n. Dagegen bilden alle drei 
Kanteowittkel, nämlich die beiden Längskanteo, und die mit jenem Hanpt* 
schnitte hervorgebrachte Endkante, einen Gegenstand der Berechnung, welche 
jedoch dadurch vereinfacht wird, dass die beiden Längskanten einer jeden he- 
miprismatischen Form mit je einem der drei Grundwinkel A^ B oder C 180® 
bilden, und dass die Endkanten je zweier correlater hemiprismalischer 
Pormen gleichfalls supplementär sind. 

1. Verticales Hemiprisma, von dem Verhältniss cx>tf s i : r. 

Der basische Hauptschnitt liefert die einfachste Endfläche der Form, 
weshalb nur noch die beiden Hauptschniltwinkel i und ß zu berechnen sind ; 
denn ea ist r » /, i; ^ /}, und ^ s e « 0®. Wie in den Pyramiden bestimmt 

sich 

,___ Asina __ csina 

® "" c--^cosa * ^ "" A— ccosa ' 
Die Endkante JIT, und eine der beiden Längskanten Y oder Z finden sieb mit- 
tels der Neperschen Analogieen aus d, /9 und C, oder aus €, y und B\ |z. B. 
X und Y durch die beiden Formeln 

worauf die Längskante Z durch die einfache Gleichung Z=sl80®-*^— Y ge- 
geben ist. 

A n m. Setzt man nh statt h^ oder auch nc statt c, so gelten dieselben 
Rechnungen für irgend ein beliebiges makrodiagooales oder brachydiagonales 
Hemiprisma ; nur ist immer darauf Rfleksiebt zu oebmeD, ob die Winkel a, ß 
und C spitz oder stumpf sind. 

2. Makrodiagonales Hemidoma, von dem Verhältniss a : ooA : c. 

Der brachydiagonale Hanptschni tt bildet die einfachste Endfläche 
der Form, weshalb nur noch die beiden Hanptschnittwinkel ^ und iy zu be- 
rechnen sind ; denn es ist J =s a, i^y^ und ^=€=0®» Wie in der Pyramide 
bestimmt sich 

^ csin/J ^ ösiniS 

a — ccosp ' c — acosp 

Die Endkante F, und eine der beiden Längskanten Z oder X finden sich 
mittels der Neperschen Analogieen aus ^, y und ^, oder aus 7], a und T; 
z. B. F und Z durch die beiden Formeln : 

•^«''*^) - •»'♦^^^) 

worauf die Längskante A^ durch die einfache Gleichung AsslSO^^A— Z ge- 
geben ist. 
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A n Ol. Setat mao ma lUtt a, so gelten dieselben Reebonngen fQr irgend 
ein beliebiges makrodiagonales Hemidoma; nur hat man in allen Fällen zn be- 
rücksichtigen^ ob die Winkel ßy y und A spitz oder stumpf sind. 

3. Brachydiagonales Hemidoma, von dem Verhältnisse a\h\<x>c. 

Der makrodiagonale Hauptschnitt liefert die einfachste Endfläche 
dieser Form, weshalb nur noch die beiden Hauplschnittwinkel % und i zu be- 
rechnen sind \ denn es ist ^ =s /?, e = ce, und d = iy = 0^. Wie in der Pyra- 
mide bestimmt sich 

flsiny , isiny 

tangr = r '— , tangt = — ^'— . 

^— flcosy ^ a — ^cosy 

Die Eiadkante Z, and eine der beiden Längskanten X und Y finden sich 

mittels der Neperschen Analogieen aus v, a und B^ oder aus i, ß und ji ; 

z. B. Z nnd Ä durch die beiden Formeln : 

UngKZ+^ = co4-fi^^?|^> 
^^"^ ^ "» cos^(a+T) 

und tongi(Z-A) = cotjfi^l^i^^^ 

worauf die Längskante F durch die Gleichung Fsl80^ — C— Abgegeben 
ist. 

Anm. Setzt man ma statt a, so gelten dieselben Recbnangen ffir irgend 
ein beliebiges brachydiagonales Hemidoma ; jedenfalls aber ist darauf zn achten, 
ob die Winkel y, a und B spitz oder stumpf sind. 



Combinationexi und Zonenlehre. 

§. 223. Wahl der Hanptsohnitte und der Grundform. 

Da eine jede Partialform, welchen Namen sie auch führen mag, nur ein 
Flächenpaar darstellt, so werden in jeder triklinoSdrischen Combioation eben 
so viele Partialformen enthalten sein, als sie Flächenpaare enthält. Wiewohl 
daher die Combinationen dieses Systems nur solche Polyeder darstellen, welche 
von lauter ungleichwerthigen und oft ganz beziehungslos erscheinenden Flä- 
cbenpaaren gebildet werden, und wiewohl sie bisweilen durch das isollrte 
Auftreten einzelner, oder durch die sehr ungleichmässige Ausdehnung corre- 
later Partialformen einen solchen Schein von Unregelmässigkeit annehmen, 
dass man auf den ersten Anblick an der Auffindung irgend einer Gesetzmäs- 
sigkeit verzweifeln möchte, so werden doch diese Schwierigkeiten grössten- 
theils gehoben , wenn man sich die Regeln der Ableitung, und die derselben 
zu Grunde liegende Vorstellung vergegenwärtigt, welcher zufolge alle corre- 
late Partialformen in simultaner Existenz zu denken sind. 



CombiuBtionen. 

Die wichtigste FVage, welche man sich bei der Betrachtung einer jeden 
triklinocidrischen Krystallreihe za beantworten bat, ist unstreitig die, welche 
drei von den wirklich vorhandenen, oder doch angezeigten Plächenpaaren den 
drei Hanptschnitten entsprechen, und daher mitOP, ooPoo und oo^oo 
bezeichnet werden sollen; denn von der mehr oder weniger glücklichen Wahl 
der Hauptschnitte hängt die mehr oder weniger leichte Uebersicht der Formen 
und Combinationen ab. Die Zonen müssen bei dieser Wahl vorzüglich zur 
Richtschnur dienen, indem man wo möglich diejenigen, entweder wirklich 
ausgebildeten, oder dnrch die Verhältnisse der übrigen Formen angedeuteten 
Flächen zu den Hauptschnitten wählt, denen die meisten Gombioationskanten 
parallel laufen. Mit der Wahl der drei Hauptscbnitte sind auch die drei 
Grundwinkel A^ B und C, sowie die drei Axen ihrer Lage nach be- 
stimmt, deren Neigungswinkel a, ß und y unmittelbar aus den Grundwinkeln 
berechnet werden können. 

Die zweite wichtige Frage nach der Grundform ist zunächst nur für 
eine Viertelpyramide zu beantworten, und daher irgend eines der vor- 
handenen Flächenpaare, desseir Flächen keiner der Axen parallel sind, mit 
P', T, P^ oder ^P zu bezeichnen. Man hat dabei wiederum auf die Zonen 
und auf die allgemeine Regel zu achten, dass sich diejenige Form vorzugs- 
weise als Grundform empfiehlt, welche die leichteste Entwickelung der Com- 
binationen und die einfachsten Zeichen für ihre Formen in Aussicht stellt. 
Hieraus ergiebt sich von selbst die besondere Regel, die Wahl der Grund- 
fonn wo möglich so zu treffen, dass sich für eine ihrer Viertelpyramiden 
noch andere Plächenpaare als correlate Viertelpyramiden bestimmen. Durch 
die Wahl der Grundform wird auch das Verhältniss der Grundparameter 
a : b : c, oder der Grund-Dimensionen der Krystallreihe bestimmt, welches 
ans irgend zwei gemessenen Kanten einer der Viertelpyramiden der Grund- 
form abgeleitet werden kann. 

A D m. Die Grand-Elemente einer jeden triklinoedri sehen Krystall- 
reihe, nämlich die Winkel A, B ood C, nnd das Parameter- Verhältniss a : b : c 
erfordern also allemal fünf Winkel, überhaupt fttnf von einander unabhängige 
Beobacbtnngs-Elemente zn ihrer Bestimmong. im diklinoedrischen Sy- 
steme werden nur vier, im monoklinoedrischen Systeme nnr drei, und 
im rhombischen Systeme nur noch zwei Winkel als Beobachtungs-Ele- 
mente erfordert. 

§.224. Allgemeine Regeln für die Entwickelung der 

Combinationen. 

Nachdem die drei Hauptscbnitte und die Grundform gewählt sind, so hat 
die allgemeine oder nomenclatorische Entwickelung der Combina- 
tionen keine besonderen Schwierigkeiten. Die prismatischen Formen geben 
sich im Allgemeinen dadurch zu erkennen, dass ihre Flächen in die Zonen 
der drei Axen fallen ; zu den verticalen oder eigentlichen Prismen insbeson- 
dere gehören also alle verticalen Flächen, mit Ausnahme der beiden vertica- 

N«ui«nii*s Kryatillo^phie. ^ 
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len Pioakoide; zu den makrodiagonalen Hemidomen gehören alle Flachen, 
welche der Makrodiagonale, zu den bracbydiagonalen Hemidomen alle Flä- 
chen , welche der Brachydiagonale parallel sind, wiederum mit Ausnahme des 
basischen und je eines der verticaleB Pinakoide. Alle noch übrigen Flächen 
müssen dann noth wendig Pyramiden angehören, von denen es gewöhnlich 
durch eine aufmerksame Beachtung ihrer Lage leicht zu ermitteln ist, ob 
sie als Protopyramiden, Makropyramiden oder Brachypyramiden betrachtet 
werden müssen. 

Für die besondere Entwickelung der triklino($dri8chen Combinalionen 
gellen wesentlich dieselben Regeln, welche in §. 170 u. s. w. für die rhom- 
bischen Combinalionen mitgetheilt worden sind; nur erleiden diese Regeln 
eine, durch das selbständige Auftreten der Parlialformen gebotene Modifica* 
tion, welcher zufolge alle Zuschärfungen von Kanten, und alle ZuKpilzungen 
von Ecken als Mose Abslump fungen dieser Begränzungs-Elemente darzo- 
stellen sind. 

Die Theorie der binären Combinalionen würde in diesem Systeme auf 
die Combination zweier verschiedener Viertelpyraraiden. zu gründen 
sein, wobei auf die verschiedene Lage ihrer Flächen entweder in demselben, 
oder in verschiedenen Raum-Octanten Rücksicht genommen werden müsste. 
Die Betrachtung der monoklinoedrischen Combinalionen, welche zwischen 
denen des rhombischen und des Iriklinoedrischen Systems mitten inne stehen, 
bahnt uns den Weg zur Enlwickelung dieser letzteren, welche keine beson- 
deren Schwierigkeilen darbieten, sobald man sich einmal an die Dismembra- 
tion der Formen, an das isolirte Auftreten der einzelnen Viertelpyramiden, 
Hemiprismen und Hemidomen gewöhnt hat. Eine ganz besondere Wichtig- 
keit erlangt die Lage der Combinationskanlen, und die damit zusam- 
menhängende Zonenlehre. Da uns nun diejenigen Combinationskanten, welche 
einem der drei Hauptscbnille parallel sind, sofort über das Verfaältniss zweier 
Parameter der beireffenden Flächen belehren, und da dergleichen Kanten sehr 
häufig ausgebildet zu sein pflegen,, so mag es genügen^ die durch sie bestimm- 
ten Verhältnisse hervorzuheben. 

Bezeichnen wir für irgend zwei Flächen F und F' ihre in der Haaptaxe, 
in der Makrodiagonale und Brachydiagonale gelegenen Parameter mit «, 4, c, 
und mit a\ b' und c\ so gellen für diese Flächen, welche Lage sie auch haben 
mögen, folgende drei allgemeine Regeln : 

1. ist ihre Combinalionskanle parallel dem basischen Hauptschnitte, so 
ist jedenfalls b' : c ss b i e^ 

2. ist ihre Combinalionskanle parallel dem makrodiagonalen Hauptscbnille, 
so ist jedenfalls a i b' = a : b^ 

3. ist ihre Combinalionskanle parallel dem bracbydiagonalen Hanptschnitte, 
so ist jedenfalls a' : c' = a : c. 

Mittels dieser Regeln und mittels der Zonengleichung, welche uns in 
allen denjenigen Fällen, da die Combinalionskanle zweier bekannter Flächen 
durch eine drille unbekannte Fläche abgestumpft wird, auf eine theilweise 
Bestimmung des Parameter-Verhältnisses dieser unbekantilen Fläche gelangen 
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lässiy wird man sehr häufig zur Eotwickelong der Combinationen gelangen, 
für welche noch ausserdem in diesem Systeme, mehr als in irgend einem der 
bisher betrachteten, die Aufsuchung und Benutzung der Zonen von der gross* 
ten Wichtigkeit ist. 



§.225. Zonen des triklino^drischen Systems. 

Bei der Selbständigkeit aller einzelnen Flächenpaare lässt sich erwarten, 
dass in den Combinationen des triklinoedrischen Systems nach mancherlei 
Richtungen sehr verschiedene Zonen zur Ausbildung kommen werden, und 
dass also die Zonenlehre eine gar häufige Anwendung finden wird. Es Fällt 
aber diese Zonenlehre, soweit sie die Positions]-Verhältni8se der Flä- 
chen betrifft, wesentlich mit jener des rhombischen Systems zusammen ; selbst 
die Namen der Zonen sind fast dieselben, wie in diesem Systeme, nur mit 
dem Unterschiede, dass statt der Pyramiden zunächst immer nur Viert et - 
Pyramiden, und statt der Prismen und Domen zunächst immer nnrHe- 
miprismen und Hemidomenzu denken, sowie dass die Mittelkanten der 
Pyramiden als basische Kanten, ihre beiderlei Polkanten aber als makrodia- 
gonale und brachydiagonale Kanten einzufuhren sind. Hieraus folgt denn 
auch, dass im triklinoe'drischen Systeme eine jede Zone einzig in ihrer Art 
ist, und dass es, wenn auch analoge, so doch keine eigentlich correlaten 
Zonen giebt. 

Die Tangente des Neigungswinkels lautozonaler Kanten bestimmt 
sich dagegen ganz anders, und erhält in gegenwärtigem Systeme einen Werth, 
welcher für diesen Theil der Zonenlehre einen sehr wesentlichen Unter- 
schied zwischen ihm und dem rhombischen Systeme begründet. 

Die gewöhnlichsten Zonen sind, gerade wie im rhombischen Systeme, 
die folgenden. 

1. DieZonederHaupiaxe; sie begreift alle verticalen Flächen des 
Systems, also die sämmtlicheo Hemiprismen .und die beiden verticalen 
Pinakoide. 

2. Die Zone der Makrodiagonale; sie begreift alle, der Makrodiago- 
nale der Grundform parallele Flächen, also die sämmllichen makrodiago- 
nalen Hemidomen, das Makropinakoid und die Basis. 

3. Die Zone der Brachydiagonale; sie begreift alle Flächen, welche 
der Brachydiagonale der Grundform parallel sind, also die sänuBtliehen 
brachydiagonalen Hemidomen, das Bracbypinakoid und die Basis. 

4. Die basische Kantenzone einer Viertelpyramide begreift alle die- 
jenigen Flächen, welche ihrer basischen Kante parallel sind, für welche 
also b' i c =:b : c ist. Die Entwickelung dieser Zone ist wesentlich 
dieselbe , wie die S. 288 gegebene Entwickelung der Mittelkantenzo- 
nen der rhombischen Pyramiden , doch hat man dabei zunächst inmer 
nur auf die einzelnen Vierteipyraniden und Hemiprismen Rücksicht 
zu nehmen. — Von den vier Partialformen einer jeden Pyramide liefern 

24* 
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einerseits die beiden rechten, und anderseits die beiden linken 
Viertelpyramiden eine und dieselbe basische Rantenzone. 

5. Die makrodiagonale Rantenzone einer Viertelpyramide begreift 
alle diejenigen Flächen, welche ihrer roakrodiagonalen Haute parallel 
sind, für welche also a' i b' ^^a i b ist. Die Entwickelung derselben 
ist wesentlich dieselbe, wie die S. 290 mitgetheilte Entwickelung der 
makrodiagonalen Polkantenzonen der rhombischen Pyramiden ; nur hat 
man dabei wiederum die ZerFällung sämmtlicher Formen in ihre Partial- 
formen zu berücksichtigen, und demgemäss die dort stehenden Hegeln 
in ihrem Ausdrucke zu modificiren. — Von den vier Partiairormen einer 
jeden Pyramide liefern einerseits die obere rechte und untere 
linke, anderseits die untere rechte und obere linke Viertelpyra- 
mide eine und dieselbe makrodiagonale Rantenzone. 

6. Die brachydiagonale Rantenzone einer Viertelpyramide begreift 
alle diejenigen Flächen, welche ihrer bracbydiagonalen Raule parallel 
sind, für welche also a i c =: a : c ist. Die Entwickelung derselben 
ist wesentlich dieselbe, wie die S. 292 gegebene Entwickelung der bra- 
cbydiagonalen Polkantenzonen der rhombischen Pyramiden, deren Re- 
sultate jedoch abermals zunächst nur auf die einzelnen Viertelpyramiden 
und Hemidomen zu beziehen sind. — Von den vier Partialformen einer 
jeden Pyramide liefern einerseits die beiden oberen, und anderseits 
die beiden untern Viertelpyramiden eine und dieselbe brachy- 
diagonale Rantenzone. 

Anm. Will man die letzten drei Zonen als Eodkantenzonen pris- 
matischer Formen bezeichnen, so wird natürlich jedes verticale Prisma zwei 
verschiedene basische , jedes Makrodoma zwei verschiedene hrachydiagonale, 
und jedes Brachydoma zwei verschiedene makrodiagonale Eodkantenzonen liefern. 

Ausser diesen sechs Zonen wird man in den meisten Gombinationen noch 
viele andere Zonen entdecken, welche durch die mancherlei Durchschnitte 
ungleichnamiger Flächen hervorgebracht werden ; weshalb sich denn sehr oft 
Gelegenheit darbieten wird, die unbekannten Flächen nach Anleitung von 
§. 37 aus irgend zwei bekannten Zonen zu bestimmen. 

§.226. Tangente des Neigungswinkels tautozonaler Flächen. 

Für die Tangente des Neigungswinkels tautozonaler Flächen gelten un- 
mittelbar und ganz allgemein die Betrachtungen des §. 42. Für irgend zwei 
Flächen F und F\ von den Parameter- Verhältnissen a : b : c und a i b' : c\ 
welche in eine Zone fallen, deren Zonenlinie durch die Gleichungen 

= 0, und =0 

gegeben ist, wird daher 

tangf^= »'P^sin/gsiny*/P 



• • 
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und for irgend zwei andere Flächen F^ und F/ derselben Zone, von den 
Parameter- Verhältnissen a^ z b^ : c^ und a/ : b^ : c^\ wird eben so 

Ung^'= «'P^sin/9siny*^/i> ^ 

in welchen Ansdrücken 

P = |U*-i-i^+ß*-i-2juvcosy4-2ßjUcos/?+2vßcosa, 

ist, nnd ß, einen ganz ähnlichen Werlh wie Q hat, welchen man erhält, wenn 
man in diesem letztem «„ b^ und c, statt 0, b und c, sowie a/, */ und <?/ 
statt a', b' and c schreibt. Die Grössen j4'j B' und C aber haben in beiden 
Ansdrücken die Werthe : 

A' = cos^sin/Jsin;^, 

B = cosffsin^sinor, 

C' = cosCsinasin/?, 

Das Verhältniss der Tangenten beider tautozonaler Kanten ist daher : 

tang»^ : UngAF' = S • ^' 

und es wird selbiges ein rationales Verhältniss sein, wenn die beiden Grös- 

k k 

sen -jr und -^ rationale Werthe haben. 

Da nun aber die Flächen F und F', eben sowohl wie die Flächen F^ und 
F/, als abgeleitete Flächen, auf die Grundparameter a, b und c zu 
beziehen, da folglich ihre Parameter-Verhältnisse 

a i b : c, mit ma : rb : sc, 

a : ö : c , mit m a : r b : « c, 

a^ : Ä| : c^ , mit m^a : r^b : f^c, 
und 11/: A/: c/, mit m/a: r/b:*/c 
zu vertauschen sind, so ergiebt sich, nach Einführung dieser Werthe von a, 
&, c, a U.S. w., in jene von Q und jß^, von A und k^, dass in einer und 
derselben triklinoedrischen Krystallreihe von den Grundwin- 
keln ^, B und C, den Axenwinkeln ce, /!^ und y, uud den Grundpara- 
metern a, b und c die Rationalität der Tangenten-Verbältnisse für alle Fälle 
nur dann bestehen kann, wenn jedes der drei Producte 

bccos^sin/9sin;^ 
cacos£fsin;^ina 
abcosCsincesin/} 

für sich einen rationalen Zahlwerth hat. Wir gelangen also in diesem 
Krystallsysteme auf drei Bedingungen von derselben Art, wie deren im dikli- 
noe'drischen Systeme nur zwei erfiillt zu sein brauchen, und es handelt sich 
blos noch darum, ein paar der bekannten triklino(Sdrischen Krystallreihen dar- 
auf zu prüfen, ob und wie weit diese Bedingungen für sie wirklich in Erfül- 
lung gebracht sind. Wir wählen dazu die Krystallreihen des Albites und An- 
orlhites. 
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1. Prüfung der Krystallreibe des Albites. 

Aus den von G, Rose milgetheilten Messungen ergeben sich für den Albit 
folgende Elemente : 

a : b : c = 0,887 : 1,627 : 1 

^ = 88« 39' a = 86«45' 

iB=63 34 ß^63 25 

C=86 24 ^ = 85 20 
Aus diesen Elementen folgt : , 

bc cos^sin/^sin;/ = 0,03417 = ^, 

cacosffsin^sina =0,3929 =ü, 

abcosCsincesin/? = 0,0809 =7^, 
welche rationale Wertbe den wirklich gefundenen Werthen so nahe stehen, 
dass sie wohl als die wahren zu betrachten sein dürften. 

A n m. Es ist merkwQrdig, dass aach hier wiedenini die Producta bc sin/9siD^, 
casin^^ina und absinasin/9 sehr nahe durch rationale Zahlen dargestellt werden ; 
man 6ndet njlmlich : 

bcsin^sin;/ = 1,452 = ff, 

casin^sina =: 0,883 ^ f{^, 

ab sinasiD/? = 1 ,288 = ^ , 
woraus denn weiter folgen würde , dass auch cos^, cos^ und cosC für sich 
rationale Wertbe haben $ in der That wird 

COSy/ = -^ , COSl^ = f , COSC = ^. 

Berechnet man nach diesen Werthen die Winkel, so ergiebt sich 

^=88^38', B=eS^Zr, (7 = 86® 26', 
welche nur um 1 bis 3' von denen dorch die Beobachtong gegebenen Winkeln 
abweichen. 

Die Grundparameter bestimmen sich , auf ahnliche Weise wie im diklinoe- 
drischen Systeme: 

a : b : c = 0,8917 : 1,629 : 1 
was ebenfalls den Beobachtungen sehr nahe entspricht. 

2. Prüfung der Krystallreibe des Anorthites. 

Aus den von G. Rose angestellten Messungen bestimmen sich als Ele- 
mente dieser Krystallreibe : 

a : b : c = 0,866 : 1,570 : 1 

^ = 87« a a=88M2' 

/;=63 37 /9 = 63 25 

C=85 48 7^=86 48 
Aus diesen Elementen folgt : 

bccos^sin/9sin;/ = 0,07358 = ^^^ 

ca cos0sin/sina = 0,3841 = ^, 

abcosCsinasin/? = 0,08928 = ^Vn 
welche rationale Wertbe gleichfalls den wirklich gefundenen Werthen sehr 
nahe stehen. 

A n m. Auch die Producte bc sin/9sin/ u. s. w. lassen sich recht genau durch 
rationale Zahlen darstellen ; es wird nämlich : 



Zonenlebre. 875 

bcsio/Osio/ = 1,406 s= j^, 
casio^sina = 0,8644 = |^f , 
absiDasin^ =1,219 = V- 
Daraus ergiebt sich deon 

QOSJ = -^ff , cosÄ = I , cosC = /i , 
welchen die Winkelwerthe 

^ = 86*69', 5=63*37', C=85®48' 
entsprechen, die mit den beobachteten Winkeln vollkommen flbereinslimmen. 

Die Verhältnisse dieser beiden Krysiallreihen beweisen daher jedenfalls 
so viel, dass das allgemeine Gesetz der Rationalität der Tangenten tautozona- 
1er Kanten auch in ihnen erhalten bleibt, wenn sie auf schiefwinkelige Axen- 
Systeme bezogen, d. h. als triklinoedrische Krystallreihen betrachtet 
werden. 

JOritto Capttel. 

Trausfonnation der Azen, und Zwillingskrystalle des 

triklinoSdrischen Systems. 

§. 227. Redaction auf ein orthoedrisches Axensystem. 

Die Znrückfiihrnng einer triklinoedrischen Krystallreihe anf ein orthoe- 
drisches Axensystem würde krystallonomisch nur dann gerechtfertigt sein, 
wenn sich in ihr wirklich drei auf einander rechtwinkelige Zonen nachweisen 
liessen. Die entsprechenden Zonenlinien würden dann die drei Axen desjenigen 
neuen Axensystems liefern, auf welches sämmtliche Flachen zu transponiren 
wären, um deren neue Zeichen bestimmen zu können. Die Krystallreihe 
selbst aber würde gewissermaassen als eine tetartoe drisch ausgebildete 
Krystallreihe des rhombischen Systems darzustellen sein.*) 

Man kann aber auch zu einer ähnlichen Darstellung gelangen, indem man 
irgend ein willkürliches rechtwinkeliges Axensystem einführt, und auf 
selbiges die Flächen der gegebenen Krystallreihe bezieht; ein Verfahren, wel- 
ches geometrisch immer ausführbar ist, ohne doch in allen Fällen auf kry- 
stallonomische Berechtigung Anspruch machen zu können. Dasselbe gewährt 
uns nur versuchsweise die Lösung der Aufgabe, eine gegebene triklinoedri- 
sche Krystallreihe auf ein orthofe'drisches Axensystem zurückzuführen, und es 
wird auf den jedesmaligen Erfolg ankommen , in wie weit man an dem Resul- 
tate des Experimentes seine Befriedigung finden kann, oder nicht. 

Wir wollen also das Problem beispielsweise in der Art lösen, dass die 
Hauptaxe und der brachydiagonale Hauptschnitt der triklinoedri- 
schen Krystallreihe beibehalten werden sollen. Dann haben wir zunächst, 
statt der gegebenen Makrodiagonale, als erste neue Nebenaxe die Gentro- 



*) Bekanntlich ist dies« die Ansicht derjeDigen Mineralogen und KrystaHographen, 
welche die Existenz schiefwinkeliger Axensysteme läugoen. 
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normale des brachydiagonalen Hauptschnilts, und hierauf, statt der gegebenen 
Brachydiagonaie, als zweite neue Nebenaxe die in der Ebene desselben 
Hauptscbnitts liegende Normale der Hauplaxe einzufuhren. Bezeichnen wir 
also die neuen Axen als Axe der x\ der y und der z\ so wird die Axe der 
X identisch mit der Axe der x^ die Axe der y dagegen die Centronormaie 
der Coordinat-Ebene {x»\ und die Axe der z die in derselben Ebene lie- 
gende Normale der Axe der x. 

Nun ist y =s die Gleichung der Coordinat-Ebene (x:i) ; wenn also die 
Gleichungen der Centronormaie dieser Ebene 

^-y=0, undl-^=0 
f q s p 

sind, so haben wir in den S. 40 stehenden allgemeinen Werthen von /;, q 
und s den Parameter & = zu setzen ; dadurch wird 

/? = — cflfcosy— cosacos/9) == — ca cosCsinasin/9, 

q = ca%\v?ß^ 

f s — ca(cos<i— cosj^cos^) = — cacos/^sin^siny. 
Polglich werden die Gleichungen für die Axe der y : 

X y _Q , z X __-. 

cpsCsina sin/9 ' cos^sin/ cosCsina "" 

Für die Axe der z aber bestimmen sich die Gleichungen : 

^ = 0, und — 5 -h ;5 =5 0. 

^ ' cos/9 

Ist uns nun in dem triklinoSdrischen Axensysteme irgend eine Fläche F durch 
ihre Parameter n, h und c, oder durch ihre Gleichung 

— h^-l- - = 1 
a b c 

gegeben, so handelt es sich nur noch darum, diejenigen Längen derAxender 
y und z zu finden, welche von dieser Fläche abgeschnitten werden. Wir 
erhalten solche, indem wir durch Combination der Gleichung von F mit den 
Gleichungen der Axen der y und z' die Coordinaten der betreffenden Durch- 
schnittspuncte Y' und Z* aufsuchen, und hierauf die Cenlrodistanzen dieser 
beiden Puncto bestimmen ; auf diese Weise finden sich zuvörderst die Coor- 
dinaten für den Punct Y' : 

abc cos Csina abc sin/9 abc cos^siny 
X g y g-,* g ^, 

in welchen Werthen G = AccosCsina— casin/9-i-aAcos^sin}' ist; und die 
Coordinaten für den Punct Z' : 

cacosß ^ - ca 



Ä—c cos/9 ^ fl— CC08/9' 

Aus den Coordinaten für Y' folgt nach S. 35 die Centrodistanz dieses Punc- 
tes, oder der Parameter in der Axe der y : 

^ abc sin Asiußsiny 



Traosformalioo der Axeo. 877 

ttod aas den Coordinalen für Z' bestimmt sieb die Cenlrodistanz dieses Punc- 
tes, oder der Parameter in der Axe der Z' : 

casiuß 
' a—ccosß 
Folglich werden nberbaupt für die Pläcbe Fdie drei nenen, in dem recht- 
winkelige n Axensysteme der ar^ y nnd z' ihr zukommenden Parameter: 

«^ = n, 
. tf&esiny^sin/^siny 



bccosCsina—casinß-habcos^smy ' 
casinß 
* a— ccos/9 
Ffir die Fläche F, als irgend eine abgeleitete Fläche, ist aber allgemein 
statt a : b : c das Verhältniss ma : rb : «c einzuführen ; daher werden end- 
lich die Wertbe der rechtwinkeligen Parameter : 

, mr^abcsin^sin/9sin}^ 



r«bc cosCsina — «mcasin/^-i-mrab cos^sin)^ 
msoksiüß 
' ma— 5ceos/9 ' 

Wird nun z. B. die Fläche Fals eine Vierlelpyramide der neuen Grund- 
form eingeführt, so würden die Wertbe der rechtwinkeligen Parameter a'^, 
b\ und c\ irgend einer anderen Fläche F' mit den schiefwinkeligen Para- 
metern m9L : rb : /c, genau eben so, jedoch mit accentuirten Buchstaben 
m, r und s zu schreiben sein, und so würden diese Wertbe rationale 
Multip la von a^, b^ und c^ sein müssen, dafem die ganze Transformation 
des Axensystems eine krystallonomische Bedeutung haben sollte. Man sieht, 
wie selten diese Bedingung erfüllt sein wird, weil solche ganz besondere 
Wertbe der Gruud-EIemente des gegebenen triklinoe'drischen Axensystems 
voraussetzt. 

§.228. Zwillingskrystalle des triklinoSdrischen Systems; 

allgemeine Betrachtung derselben. 

Die allgemeine Theorie der Zwillingskrystalle des triklinoe'drischen Sy- 
stems würde zu sehr weitläufigen Rechnungen führen, weil sie von der Vor- 
aussetzung ausgehen müsste, dass die Fläche irgendeiner Pyramide die 
Zwillingsfläche sei. Da jedoch in der Natur bisher weder pyramidale noch 
prismatische Flächen als Zwillingsflächen beobachtet worden sind, da viel- 
mehr allen bis jetzt bekannt gewordenen Zwillingskrystallen sehr einfache 
Gesetze zu Grunde liegen, so dürfte es auch hinreichen, die Theorie derselben 
nur für einige der wirklich nachgewiesenen Gesetze zu entwickeln. 

Die Zwillingsbildung ist übrigens in manchen triklinoedrischen Rrystall- 
reiben eine sehr gewöhnlich vorkommende Erscheinung; sie findet in der 
Regel mit Juxtaposition der Individuen und in vielfacher Wiederholung Statt, 
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wobei die Individaen gar häufig einer so ausserordeniiieben Verkürzaiig in 
der Richtung der Zwillingsaxe unterliegen, dass sie als mehr oder weniger 
dünne, ja als mikroskopisch feine Lamellen erscheinen, und dass eigenthüm- 
liche polysynlhetische Krystaile zum Vorschein kommen, welche aus zahlrei- 
chen lameliaren Individuen bestehen, obgleich sie in ihrer Tolalform das An- 
sehen eines einzigen Krystalls haben. Wenn dann in einer die Lamellen 
durchschneidenden Richtung eine ausgezeichnete Spaltbarkeit vorhanden ist, 
so zeigen die Spaltungsflächen jene eigenthümliche Zwillingsstreifung, welche 
als eines der wichtigsten Unterscheidungsmerkmale der triklinoedrischen Feld- 
spathe von den monoklinoedrischen Feldspathen bekannt ist. 

Als Grundlage der Theorie der Zwillingskrystalle ist auch in diesem Sy- 
steme die in §. 50 behandelte Transposition der Axen des Individuums II auf 
das Axensystem des Individuums I zu betrachten. Wenn nämlich die Zwil- 
lingsfläche durch die Gleichung 

a b c 
gegeben ist, so erhalten wir für die Axen des Individuums II folgende Glei- 
chungen : 

für die Axe der j?' : -f=0, und ^—^=0; 

für die Axe der v' : ^^ =0, und- ä 0: 

^ p V ^ P 

für die Axe der jv" : ^ =0, und- — ^==0; 

p q Q P 

in welchen Gleichungen die Parameter /i, 7, s^ ^, v und q die nachstehenden 
Werlhe haben : 

p =z icsin^a— abcosAsinj^ina— cncosCsinasin/?, 
q s= casin^ß—bccosCsinasiuß-^abcos^siußsiuyj 
s = absin^y—cacosj^sinßsiny—bccosBsiuYsina^ 

_ p^—q^^s^ — 2qscosa 

^'^ 2b^ ' 

__ q^^s^'—p^'—Zspcosß 

_^ **—/?*— y*—2;?ycosy 
*"" 2^M ' 



wobei E = }/^l— cos^a— cos^/9— cos*y-i-2cosacos/Jcosy ist.*) 

Man ersiebt schon aus diesen Werlhen, in welche weitläufige Rechnon- 
gen uns eine allgemeinere Verfolgung des Problems nach Anleitung von §. 49 
verwiekeln würde. Allein die Natur selbst überhebt uns dieser Mühe, weil 



*) Mao braocbt nur in den Neonero der drei S. 72 steheodeD Ausdrücke von fi, v 
und Q die vorstehenden Werthe von /?, q und t einzufübren, um auf die hier benatzte Dar- 
Bteiiang derselben zu gelangen. 
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sie immer nar sehr einfache Gesetze zur Verwirklichang gebracht hat, voo 
denen wir ein paar der gewöhnlichsten in den folgenden Paragraphen betrach- 
ten wollen. 

§.229. Fortsetzung; Zwillingsfläche das Braciiypinäkoid. 

Bei weitem das häufigste unter den bis jetzt nachgewiesenen Gesetzen der 
Zwillingsbildung ist dasjenige, da der brachydiagonale Hauptschnitt die Zwil- 
lingsfläche liefert. Da nun die Gleichung dieses Hauptschnitts y = ist, so 
haben wir zuvörderst in den zu Ende von §. 228 stehenden Werthen der Pa- 
rameter/7, jr, ^, (i, V und q die Grösse &=0 zu setzen; dadurch erhallen wir 

|7 = — CA cosCsinasin/9, 

q = cösin'/?, 

j SS -* ca cos^sin/^sinj^, 

^ SS OO. 

Folglich werden im vorliegenden Falle die Gleichungen der drei Axen des 
Individuums H, 
für die Axe der j?' : y = 0, und z = 0, 

für die Axe der y : 3 — j^-- — -+- -^ = 0, und -r-: j^-- — = ^ 

^ ZcosCsincr sinp cos^sin/ cosCsina 

für die Axe der z' i ar = 0, und y = 0. 

Hieraus folgt denn, was auch von selbst einleuchtet, dass die Axen der 
x' und X mit den gleichnamigen Axen des Individuums I zusammenfallen, 
während die Aj7e der y in ihrer Lage von der Axe der y abweicht. 

Anm. Im diklinoedri sehen Systeme ist ^ = 90^, al8ocos^ = 0;- 
folglich verschwindet in der zweiten Gleichung der Axe der y das mit x behaf- 
tete Glied, und es wird z = 0^ wahrend die erste Gleichung nnveräodert bleibt. 
In diesem Krystallsysteme fallt also die Axe der y* in die Goordinat-EbeDe (xy)^ 
während ihre besondere Lage in solcher durch die Gleichung 

_f +JL=o 

2cosCsina sin/? 
bestimmt wird. — Wenn wir im monoklinoedrischen Systeme die Ortbo- 
diagonale eiustweilen als die Axe der y bezeichnen, so wird io ihm auch C^90^, 
und B den schiefen Neigungswinkel vorstellen ; dann verschwindet auch in vor- 
stehender Gleichung das mit y behaftete Glied, und es bleibt x = 0; folglich 
fallen in diesem Systeme, wenn der klinodiagonale Hauptscbnilt als Zwillings- 
flache gedacht wird, alle drei Axen des einen Individuums mit denen des andern 
zusammen, weshalb denn dieses Gesetz gar keine Zwillingskrystalle liefert, wie 
bekannt ist. 

Aus den aufgefundenen Gleichungen der drei Axen ergiebt sich, was 
anch der Augenschein lehrt, dass eine jede Fläche F des Individuums II, 
deren Parameter a, b nnd c sind, ihre Parameter a und c aoch in den Axen 
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der X und z behalten mass, und es handelt sich also eigentlich nur noch 
darum, ihren neuen, in die Axe der y fallenden Parameter h^ zu bestimmen , 
was durch eine ganz ähnliche Schlussfolge erlangt wird, wie in §. 49. 

Ein jeder Punct der Axe der y steht nämlich unter den Gesetzen der 
beiden Gleichungen : 



X 



i_ = 0, und ^^ 



2cosCsina sin/9 sin/? 2cos^sin/ ' 

aus welchen sich für irgend einen gegebenen Werth von y die Werthe von 
X und S6 bestimmen wie folgt : 

__ 2cosCsina ^ 2C 

""^ siui^ ^ ■• "" slü^y* 

2cos^siny 2A 

8in/9 ^ sm/?^ 

Der allgemeine Ausdruck für die Centrodistanz D irgend eines, durch seine 
Coordinaten x^ y und » bestimmten Punctes ist aber (nach §. 28, II) 

D = }/^a?*-hy^-h«*-l-2yj5COsa-l-2;yj:cos/J-h2;iycosy 
Setzen wir in diesen Ausdruck die vorstehenden Werthe von x und %^ 
so gilt er für die Centrodistanz irgend eines Punctes der Axe der y\ und er- 
hält zunächst folgende Gestalt : 

D = ^}/'sin*/?-i-4C«+4A*+8CAcos/9-4(Cco8y+Acosa)sin/? 

werden hierin für A und C ihre Werthe 

^ cosa— cos/9cosy 

sin/y 

, -, cosy— cosacos/9 

und C Ä — ~ — 7—^ =- 

sm/? 

substituirt, so erkennt man, dass sich die ganze WurzelgrÖsse auf sin/9 redu- 
cirt, woraus denn folgt, dass D = y ist, welcher Werth uns lehrt, dass die 
Makrodiagonalen beider Individuen gegen die Zwillingsfläche eine symmetri- 
sche Lage haben. 

Nun ist aber für denjenigen Punct P\ in welchem die Axe der y von 
der Fläche F geschnitten wird, D = b^ also wird für diesen Punct y^bj 
und überhaupt ^ 2*cosCsina 

^ sin/9 

y = y = *> 

, 2Acos^siny 

sin/9 
Es hat aber derjenige Punct P, in welchem von derselben Fläche F die Axe 
der x' geschnitten wird, die Coordinaten 

^ SS — tf , $r := 0, * =s 0, 

und derjenige Punct P'\ in welchem die Axe der z' geschnitten wird, die 
Coordinaten p" s= 0, y" = 0, *" = — c. 

Diese Coordinaten der die Fläche F bestimmenden drei Puncte P, P' 
und P" beziehen sich auf das Axensystem des Individuums 1; wir brauchen 
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sie also nur Dach den S. 23 stehenden Formeln zn combiniren, um endli«h 

die der Fläche F im Axensysteme I zukommenden Parameter zn erhalten, 

und finden so 

fli = — ö> 

, __ abcsinß 



ca8inß^2bcco8Csina'-2abcüsAsiny ' 



Ci = — c; 



mnitipliciren wir den Wertb von b^ im Zähler und Nenner mit casinßj so wird 

. cVsin'/gX^ 

* '^(^^sin^ß—Zc^abcosCsmasiuß'^iaHccosjisinßsiüy 
Da nun aber die transponirte Fläche Fals eine abgeleitete Fläche auf die 
Grnndparameter a, b und c zu beziehen ist, so haben wir das Verhällniss 
a : b : c mit ma : rb : sc zu vertauschen , wodurch denn der Werth von b^ 
folgende Gestalt erhält : 

mVrcVsin^/yxb 

* ~ wiVcVsin*/?— 2»ir«*c*abcosCs!nasin/9— 2m*r5a^bccos-^sin/?siny 
Soll nun die transponirte Fläche einer möglichen Fläche des Indivi- 
duums I entsprechen, so muss b^ ein rationales Mulliplum von b sein, welche 
Forderung nur dann erfüllt sein wird, wenn die beiden Producte abcosC 
sinasin/9 und bccos^sin/9sin/ durch rationale Zahlen gegeben sind. 

Hieraus folgt denn, dass sich bei diesem so gewöhnlichen Zwillingsge- 
setze des triklinoedrischen Systems die sämmtlichen Flächen des einen In- 
dividuums nur dann als krystallonomisch-mögliche Flächen des anderen In- 
dividuums erweisen werden, wenn für die Grund-Elemente der betreffenden 
Krystallreihe dieselben Bedingungen in Erfüllung gebracht sind, welche 
nach §. 226 die Ralionalität der Tangenten-Verhältnisse tautozonaler Kanten 
ermöglichen. 

§.230. Fortsetzung; Zwillingsfläche die Basis. 

Das Gesetz, dass die Basis als Zwillingsfläche auftritt, ist zwar weit sel- 
tener verwirklicht, als das vorher betrachtete, kommt aber doch zuweilen 
vor, weshalb wir es noch in Betrachtung ziehen wollen. Da die Gleichung 
der Zwillingsfläche in diesem Falle J7 = ist, so haben wir in den allgemei- 
nen Werthen der Parameter /?, jr, «, f^, v und ^ des §. 228 zunächst a-^ 
zu setzen, und erhalten dadurch 

p = ^csin^a, 

^ =: — iccosCsinasin/?, 

s ss^ iccos^sin/sina, 

»*— ^*— **^-2flrM0sa . . * 
(i = <- — i — bcW^ "^ i*csin'a, 

Demnach werden die Gleichungen der drei Axen des Individuums II 

für die Axe der x : -; h ^ — tt^-^ = Oj und h ^:r — ^-^ — = 0, 

sina 2co86sin/y sina Zcos^sm^ 
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. für die Axe der y i d? = 0, and zssOy 
für die Axe der z' : ^ = 0, und y = 0, 
aus welchen folgt, dass die beiden Nebenaxen des Individaums II mit denen 
des Individuums I zusammenfallen, während die Hauptaxen beider Individuen 
eine verschiedene Lage haben. 

Anm. Im diklinoedrischen Systeme gelten diese Gleichungen un- 
verändert, weil sowohl B als C schiefe Winkel sind. Für das monoklinoe- 
drisc he System wird B=s.assßss 90^; folglich erhalten die Axen dieselben 
Gleichungen wie in §. 212. 

Die für die Axen gefundenen Gleichungen lehren ans, dass eine jede 
Fläche des Individuums II, von dem Parameter-Verhaltnisse a : b : c^ ihre 
Parameter b und eunverändert in die Axen der y und s übertragen wird, 
weshalb wir nur noch ihren in die Axe der x fallenden Parameter a^ nach 
Anleitung von §. 49 zu bestimmen haben. Aus den Gleichungen der Axe der 
X bestimmen sich für jeden ihrer Puncte, bei einem gegebenen Werthe von 
a^j die Werthe der Coordinaten y und z, wie folgt : 

_ 2co8Csin|g _ 2C 



sina sina 

2B 



__ 2cos0sin;/ 



X. 



sina sina 

Setzen wir diese Werthe in den allgemeinen Ausdruck für die Centro- 
dislanz D eines Punctes, so wird 



X 



D = -. — ]/^sin*a-4-4G^+4B^+8fiCcosa— 4(Bcos/9+Ccos}^)sino 

welcher Ausdruck sich, nach Substitution der Werthe von 

-^ cos/?— cosycosa 

"" sina 

, ^ __^ cos/— cosacos/9 

"" sina 

auf jD= X reducirt. Es hat aber für denjenigen Punct P, in welchem die Axe 
der x' von der Fläche F geschnitten wird, diese Centrodistanz den Werih a\ 
also gelten für diesen Punct die Coordinaten : 

x^p^= a, 

2iicosCsin/9 



sma 
2ac 



_ ^ 2acosJ9sin}^ 

sma 
Dagegen hat der Durchschnittspunct P' derselben Fläche mit der Axe der y 
die Coordinaten : 

y=0, q'sz-^b^ ^' = 0; 
und ihr Durchschnittspunct P" mit der Axe der z' die Coordinaten : 

I? = U, ^ =s ü, * = — c. 
Da sich nun alle diese Coordinaten auf das Axensystem des Individuums I be- 
ziehen, and da die zu transponirende Fläche F durch die drei Puncte P, P' 
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and P" geht, so bestimmen sich, nach den S. 23 stehenden Formeln, ihre 
Parameter in dem Axensysteme I wie folgt : 

abc&ina 

* ^csina — 2aAcosÄsiny— 2cflcosCsinj5 

oder, wenn wir den Zähler und Nenner mit ^csina mullipliciren, 

AVsin^aX« 

* "" AVsin^a— 2i*CÄC0sßsinysina— 2c^<i^cosCsinasin/9 * 

Cj = — c. 
Setzen wir endlich für die Fläche F statt a : & : c das Parameter- Ver- 
hältniss ma : rb : «c, so wird 

wA*b*c*sin*oe><a 

* "" r*^bVsin*a— 2OT^b*cacos5sinysina— 2wirtf*c*abcosCsinasin/J 
*4 = — rb, 

Cj =s — *C, 

woraus sich denn für die krystallonomische Möglichkeit der Fläche 
Fam Individuum I die Bedingungen ergeben, dass die beiden Producte cacosi? 
sin^sina und abcos6^sinasin/9 rationale Zahlwerthe haben müssen; 
Bedingungen, welche abermals dieselben sind, durch welche die Rationalität 
der Tangenten- Verhältnisse tautozonaler Kanten bestimmt wird. 

Anm. Man sieht, dass sich im moooklinoedrischen Systeme, in 
welchem cosj9 :s 0, und sina ^ s\uß = 1 ist, der Werth von a^ auf denjenigen 
redacirt, welcher in §. 212 gefanden worden ist. Will man übngens in irgend 
eineoi besondern Falle von vorstehendem Werthe von a^, oder von dem in 
§. 229 gefundenen Werthe von b^ Gebrauch machen, um die Flächen des 
einen Individuums als Flüchen des anderen zu bestimmen, so hat man bei 
jeder Fläche, nach Maassgabe ihrer Lage, sorgfältig darauf zu achten, 
welche von den Winkeln B^ T, a, ß und / für sie als spitze, oder als stum- 
p f e Winkel gegeben sind , weil sich danach die Vorzeichen der Glieder des 
Nenners in den Ausdrücken von a^ und b^ modificiren. Denn so, wie die For- 
meln hier stehen, setzen sie voraus, dass alle diese Winkel spitze sind. 



Corrigenda. 

S. 93, Z. 5 V. u., lies zweier statt zwei. 

- 28, - 10 V. a., lies GleicboDgen statt Gleichnog. 
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